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Resena

Este libro es una recopilacion de los articulos de Albert Einstein
publicados en la revista cientifica Annalen der Physik en 1905. Ese
ano es conocido como Annus mirabilis (ano extraordinario) y trajo
consigo cuatro articulos que contribuyeron sustancialmente a la
fundacion de la fisica moderna y cambiaron las opiniones sobre el

espacio, el tiempo, la masa y la energia.
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Articulo 1
Sobre un punto de vista heuristico concerniente a la produccion

y transformacion de la luz’

Contenido:
§ 1. Sobre una dificultad concerniente a la teoria de la radiacion
del cuerpo negro
§2. Sobre la determinacion de Planck de constantes elementales
§ 3. Sobre la entropia de la radiacion
§4. Ley limite para la entropia de radiacion monocromdtica para
baja densidad de radiacion
§5. Examinacion tedérica molecular de la dependencia de la
entropia de gases y soluciones diluidas con respecto al volumen
§6. Interpretacion de la expresion para la dependencia de la
entropia de radiacion monocromdtica del volumen segiun el
principio de Boltzmann
§7. Sobre la regla de Stokes
§8. Sobre la produccion de rayos catédicos por iluminacion de
cuerpos solidos

§9. Sobre la ionizacion de los gases por luz ultravioleta

Existe una diferencia formal y profunda entre los modelos que los
fisicos han creado sobre los gases y otros cuerpos ponderables y
aquel de la teoria de Maxwell de los procesos electromagnéticos en
el asi llamado espacio vacio. Mientras que consideramos al estado

de un cuerpo como determinado perfectamente por un numero de
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atomos y electrones ciertamente muy grande, pero finito, nos
servimos por otro lado de funciones espaciales continuas para la
determinacion de estados electromagnéticos de un espacio, de tal
manera que un numero finito de magnitudes no se considera como
suficiente @ para una interpretacion integra del estado
electromagnético de un espacio. Segun la teoria de Maxwell, se tiene
que interpretar a la energia como una funcion del espacio continua
para todos los fenomenos electromagnéticos, incluida la luz,
mientras que segun la actual interpretacion de los fisicos la energia
tiene que ser representada como una suma que se extiende sobre
todos los atomos y electrones. La energia de un cuerpo ponderable
no puede descomponerse en cualquier numero de particulas o en
cualesquiera particulas pequenas, mientras que segun la teoria de
Maxwell (0 en general segun toda teoria ondulatoria) la energia de
un haz de luz emitido por una fuente puntual se puede distribuir
continuamente en un volumen siempre creciente. La teoria
ondulatoria de la luz operante con funciones espaciales continuas,
ha demostrado representar excelentemente los fenomenos opticos
puros y probablemente no sea nunca sustituida por otra teoria. Sin
embargo no se pierda de vista que las observaciones opticas se
refieren a promedios temporales no a valores momentaneos y que a
pesar de la comprobacion integra de la teoria de la difraccion,
reflexion, refraccion, dispersion, etc., por medio de la
experimentacion, es concebible que la teoria de la luz operante con

funciones continuas en el espacio, conduzca a contradicciones con
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la experiencia cuando se aplica a los fenéomenos de la produccion y
la transformacion de la luz.

Me parece ahora en efecto que las observaciones sobre la radiacion
del cuerpo negro, la fotoluminiscencia, la produccion de rayos
catdodicos por luz ultravioleta y otros grupos de fenomenos
concernientes a la produccion o transformacion de luz, parecen mas
comprensibles bajo la suposicion de que la energia de la luz esta
distribuida discontinuamente en el espacio. Segun la suposicion
que se propone hacer, la propagacion de un haz de luz desde un
punto no se distribuye continuamente en espacios mas y mas
crecientes, sino que el mismo consiste en un numero finito de
cuantos de energia localizados en puntos del espacio, los cuales se
mueven sin partirse y solo pueden ser absorbidos o emitidos como
un todo.

A continuacion quiero participar del razonamiento y citar los hechos
que me han conducido por este camino, con la esperanza de que el
punto de vista expuesto quiera ser comprobado como util por

algunos investigadores en sus estudios.

§1. Sobre una dificultad concerniente a la teoria de la radiacion
del cuerpo negro

Situémonos a continuacion dentro del marco de la teoria
Maxwelliana y la teoria de electrones y consideremos el siguiente
caso. En un espacio cerrado con paredes perfectamente reflejantes
se encuentra un numero de moléculas gaseosas y electrones que se

pueden mover libremente y ejercen fuerzas conservativas
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mutuamente, cuando se acercan mucho entre si; esto es, pueden
chocar entre si como moléculas gaseosas de acuerdo a la teoria
cinética de los gases!. Hagamos que un numero de electrones esté
en lo sucesivo anclado en puntos del espacio muy distantes entre si,
por medio de fuerzas proporcionales a las elongaciones y dirigidas
hacia estos puntos. Estos electrones también deben interactuar
conservativamente con los electrones y moléculas libres cuando
estos ultimos se aproximan mucho. Llamaremos «resonadores» a los
electrones anclados en estos puntos del espacio; estos emiten y
absorben ondas electromagnéticas con periodos determinados.
Segun la concepcion prevaleciente sobre la produccion del luz, la
radiacion en el espacio considerado, la cual se encuentra basada en
la teoria Maxwelliana para el equilibrio dinamico, es idéntica con
aquella de la «radiacion del cuerpo negro» —al menos cuando los
resonadores de todas la frecuencias tomadas en consideracion se
asumen como disponibles—.

Prescindamos momentaneamente de la radiacion emitida y
absorbida por los resonadores e inquiramos acerca de la
correspondiente condicion del equilibrio dinamico de la interaccion
(las colisiones) de moléculas y electrones. La teoria cinética de los
gases proporciona para este ultimo la condicion de que la energia
cinética media de un electron resonador debe ser igual a la energia
cinética media del movimiento de translacion de una molécula

gaseosa. Si descomponemos el movimiento de un electron resonador

1 Esta suposicion equivale a la condiciéon de que la energia cinética promedio de moléculas
gaseosas y electrones son iguales entre si en el equilibrio térmico. Con ayuda de esta ultima
condicion Drude derivo teéricamente, como es conocido, el cociente entre las conductividades
térmica y eléctrica de metales.
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en tres oscilaciones perpendiculares entre sé, encontramos elvalor

medio de la energia de una de tales oscilaciones rectilineas

R

E=<T

donde R es la constante absoluta de los gases, N el numero de
moléculas reales en un equivalente gramo y T la temperatura
absoluta. A causa de la igualdad del valor medio temporal de las
energias cinética y potencial del resonador, la energia es % la
energia cinética de una molécula monoatomica gaseosa libre. Si una
causa cualquiera —en nuestro caso por procesos de radiacion—
produjera que la energia de un resonador poseyera un valor medio
temporal mayor o menor que, entonces conducirian las colisiones
con los electrones y moléculas libres a ganancias o a pérdidas de
energia del gas con promedio distinto de cero.

En el caso del equilibrio dinamico considerado por nosotros esto
solo es posible si cada resonador posee la energia promedio.
Reflexionemos similarmente en relacion a la interaccion de los
resonadores con la radiacion existente en el espacio. Planck? ha
derivado la condicion del equilibrio dinamico para este caso bajo la
suposicion de que la radiacion se puede considerar como un

proceso con el desorden mas concebible3.

2 M. Planck, Ann. d. Phys. 1, p 99, 1900.

3 Esta suposicion se puede formular de la siguiente manera. Desarrollamos en una serie de
Fourier la componente z en un punto cualquiera del espacio considerado entre los limites
temporales t =0y t =T (donde T es un tiempo muy grande en relaciéon a todas las duraciones
de las oscilaciones consideradas
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El encontré que

L3
o= i P

donde E, es la energia media de un resonador con frecuencia propia
v (por componente de oscilacion), L la velocidad de la luz, v la
frecuencia y pv» dv la energia por unidad de volumen de la parte de la
radiacion, cuya frecuencia yace entre vy v + dv.

Si la energia de la radiacion de frecuencia v no puede
continuamente en conjunto ser disminuida o incrementada,

entonces debe ser valido:

V=00 t
Z = Z A, sin (271'1/ T + o',,)
rv=1

donde Ay 20y O < ay < 2mt. Si se piensa que en un punto del espacio se hace esta expansiéon con
cualquier frecuencia para puntos iniciales en el tiempo escogidos al azar, entonces se obtiene
para las cantidades A, y a, distintos conjuntos de valores. Existen entonces para la repeticion
de las distintas combinaciones de valores de las cantidades A, y a, probabilidades (estadisticas)
dW de la forma:

dW = f(Al A2 e Qg )dAl dAg ...d(ll Qg ...,

La radiacion es entonces concebible como la mas desordenada si

f(Al,Ag...(ll,(,XZ ) = FI(Al) FQ(AQ) f]((l’l) f2((¥2)...,

esto es, cuando la probabilidad de un valor determinado de una de las cantidades A o a, es
independiente de los valores que poseen las otras cantidades A y a respectivamente. Mientras
mejor se satisfaga la condicién de que un par Unico de cantidades A, y a,, depende de los
procesos de emision y absorcidon de grupos de resonadores particulares, mejor puede
considerarse que la radiacion es la mas desordenada posible.
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R n ~ L3
NI=b=b=grn
R 8m?

Esta relacion encontrada como condicion del equilibrio dinamico
carece no solamente de coincidencia con los experimentos, sino que
indica también, que no se puede hablar en nuestro esquema de una
particion de energia determinada entre éter y materia. Mientras mas
amplio se escoja el rango de frecuencias del resonador, mayor seria

la energia de la radiacion del espacio y en el limite tenemos que

o0 R87l',, 00 P
pydv = — — / vidy = oo
/o N L? 0

§2. Sobre la determinacion de Planck de constantes

elementales
Queremos mostrar a continuacion que la determinacion de las
constantes elementales dada por Planck es independiente hasta
cierto grado de la teoria de la radiacion del cuerpo negro presentada
por el mismo.
La formula de Planck* para p que basta para todas Ilas

observaciones experimentales actuales es

4 M. Planck, Ann. d. Phys. 4, p 561, 1901.
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esto significa que un atomo de hidrégeno pesa 1/N gramos = 1,62 X
10-24g. Este es exactamente el valor encontrado por Planck el cual
coincide satisfactoriamente con el valor encontrado por otros
métodos para esta cantidad.

Logramos de aqui la siguiente conclusion: mientras mas grande sea
la densidad de energia y la longitud de onda de una radiacion, es
como si se confirmase mas la utilidad de los fundamentos tedricos
usados por nosotros; sin embargo para cortas longitudes de onda y
pequenas densidades de radiacion fracasan totalmente los mismos.
A continuacion se considerara la radiacion del cuerpo negro en
conexion con los experimentos sin partir de una vision particular

sobre la produccion y propagacion de la radiacion.

§3. Sobre la entropia de la radiacion

La siguiente consideracion esta contenida en un trabajo muy
famoso de W. Wien y se mencionara solo para completar.

Sea una radiacion que ocupa el volumen u. Supongamos que las
propiedades observables de la radiacion existente se pueden
determinar totalmente cuando estan dadas todas las densidades de
radiacion p(v) para todas las frecuencias®. Ya que las radiaciones de
diversas frecuencias se tienen que considerar separables las unas
de las otras, si no realizan trabajo y si no transportan calor,
entonces la entropia de la radiacion se puede representar de la

forma

5 Esta suposiciéon es arbitraria. Asumiremos como valida esta sencilla suposicion si los
experimentos no nos obligan a abandonarla.
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s=v [ ey
0

donde @ es una funcion de las variables p y v. Se puede reducir @ a
una funcion de solo una variable, formulando que la entropia de la
radiacion no se modifica por compresion adiabatica entre paredes
reflejantes. No queremos injerir aqui sin embargo, sino investigar
inmediatamente como se puede calcular la funcion @ a partir de la
ley de radiacion del cuerpo negro.

En el caso de la radiacion del cuerpo negro p es una funcion tal de

Vv, que para una energia dada la entropia es un maximo, esto es, que

5 [ etemav=o,
0

Si

6/ pdv = 0.
0

De aqui se sigue que para cada eleccion de 6p como funcion de v

/‘ | (9"1 . A) Sl =t
0 dp
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donde A es independiente de v. En el caso de la radiacion del cuerpo
negro también o /dp es independiente de v.
Para el incremento de temperatura dT de la radiacion del cuerpo

negro de volumen u = 1 es valida la ecuacion:

dS:/ T8
v=0 8[)

0, ya que 0@ /0p es independiente de v,

s =22 48
dp

Ya que dE es igual al calor anadido y el proceso es reversible,

entonces también es valido

Por comparacion se obtiene:

Ej-:p_l

dp T

Esta es la ley de la radiacion del cuerpo negro. También se puede

determinar la ley de la radiacion del cuerpo negro a partir del la
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funcion @ y viceversa, de esta ultima funcion la funcion ¢ por

integracion, tomando en cuenta que, desaparece para p = O.

§4. Ley Ilimite para 1la entropia de radiacion
monocromatica para baja densidad de radiacion
De las actuales observaciones sobre la radiaciéon del cuerpo negro

sedesprende a saber, que la ley formulada originalmente por W. Wien,

p = arde P

no es exactamente valida. Sin embargo, la misma se confirmo
integramente experimentalmente para valores grandes de v/T.
Tomemos como base esta formula para nuestros calculos teniendo a
la vista que nuestros resultados son validos solo dentro de ciertos

limites. De esta formula se desprende a continuacion:

Sea dada una radiacion con energia E, cuya frecuencia se encuentra

entrevy v + dv. La radiacion ocupa el volumen v. La entropia de esta
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radiacion es:

S=vep(p,v)dr=— & (lnL - 1)

Bu vavddy

Limitémonos a examinar la dependencia de la entropia del volumen
ocupado por la radiacion y llamemos So a la entropia de la radiacion,

encaso de que la misma ocupe el volumen vo, tenemos

E ]
S—S() = E (]n%ﬂ)

Esta igualdad muestra que la entropia de una radiacion monocromatica
con densidad suficientemente pequena varia con el volumen con la
misma ley que lo hace la entropia de un gas ideal o la de una
solucion diluida. La ecuacion encontrada ahora sera interpretada a
continuacion con base en el principio introducido en la fisica por
Boltzmann, segun elcual la entropia de un sistema es una funcion

de la probabilidad de su estado.

§5. Examinacion tedrica molecular de la dependencia de la
entropia de gases y soluciones diluidas con respecto al volumen
En el calculo de la entropia por métodos moleculares teoricos se
emplea frecuentemente la palabra «probabilidad», en un sentido que
no coincide con la definicion como se da en el calculo de

probabilidades. En particular, en los casos donde los modelos
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teoricos estan suficientemente determinados, los «casos con igual
probabilidad» son a menudo fijados hipotéticamente, en vez de dar a
cada hipotesis una deduccion. Planeo en wun trabajo aparte
demostrar que con la asi llamada «probabilidad estadistica» se
pueden tratar integramente procesos térmicos y espero asi eliminar
una inconveniencia logica, que aun dificulta la aplicacion del
principio de Boltzmann. Aqui solo se dara una formulacion general
y uso en casos muy particulares.

Si tiene sentido hablar de la probabilidad del estado de un sistema,
si de aqui en adelante cada incremento de entropia puede ser
entendido como una transicion hacia un estado mas probable,
entonces la entropia S de un sistema es una funcion de la
probabilidad W de su estado momentaneo. Si existen entonces dos
sistemas estacionarios S1 y S22 que no interactuan, entonces se

puede fijar:

Si se considera a ambos sistemas como un Unico sistema con

entropia Sy probabilidad W, entonces

W=W;, W,
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Esta ultima relacion expresa que los estados de ambos sistemas son

eventos independientes entre si. De esta ecuacion se sigue

(W1 - Wa) = 01(W1) + pa(Wa),

de aqui finalmente

(,91(W1) = III(I/V]) + const.
w2(W3) = C In(W3) + const.
@(W) = C In(W) + const.

La cantidad C es entonces una constante universal; como se deduce
de la teoria cinética de los gases tiene el valor R/N, donde las
constantes R y N tienen el mismo significado que se les otorgo
anteriormente. Si So es la entropia de un cierto estado inicial del
sistema bajo consideracion y W es la probabilidad relativa de un

estado con entropia S, entonces obtenemos en general

R

.

S — S() = ln(W)

Consideremos a continuacion el siguiente caso especial. Exista en
un volumen wvo disponible un numero n de puntos moviles (p. ej.
moléculas), a las cuales se referiran nuestras reflexiones. Ademas
de estos, puede haber en el espacio todavia un numero cualquiera

de puntos moviles de cualquier tipo. No se supondra nada sobre la
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ley seguin la cual se mueven en el espacio los puntos considerados,
excepto que con respecto a este movimiento ninguna parte del
espacio (y ninguna direccion) sera preferida a las demas. El namero
de puntos moviles considerados (los primeros que se mencionaron)
sera en lo sucesivo tan pequeno, que se puede despreciar la accion
mutua.

Al sistema en cuestion, el cual puede ser por ejemplo, un gas ideal o
una solucion diluida, le corresponde una determinada entropia So.
Imaginemos una parte del volumen vo de tamano v donde todos los
puntos moviles n son trasladados al volumen v, sin que al sistema
se le modifique algo. A este estado le corresponde obviamente otro
valor de la entropia (S), y ahora queremos determinar la diferencia
de entropia con ayuda del principio de Boltzmann.

Nos preguntamos: ¢Cuan grande es la probabilidad de este ultimo
estado en relacion con el original? O: Cuan grande es la
probabilidad de que en un instante cualquiera todos los puntos
moviles independientes entre si, dados en un volumen uvo, se
encuentren (aleatoriamente) en el volumen v?

Para esta probabilidad, la cual es una probabilidad estadistica, se

obtiene evidentemente el valor:

a partir de aqui, se obtiene usando el principio de Boltzmann
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Es notable que no se necesite hacer ninguna suposicion sobre la ley
que rige el movimiento de las moléculas para deducir esta ecuacion,
a partir de la cual se pueden obtener facilmente de forma
termodinamica® la ley de Boyle-Gay-Lussac y la ley analoga para la

presion osmotica.

§6. Interpretacion de la expresion para la dependencia de la
entropia de radiacion monocromatica del volumen segiun el
principio de Boltzmann

En la seccion 4 encontramos la expresion para la dependencia de la

entropia de la radiacion monocromatica del volumen:

E )
S—S()IE(ID:TO>

Escribiendo esta ecuacion de la forma:

6 Si E es la energia del sistema, se obtiene entonces:

—d(E—-TS)=pdV =TdS = RT%%;cntonccs
¥

n
V=RoT
W=y
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y comparandola con la expresion mas general del principio de

Boltzmann

g IF
S—AS():K]'

In(W).

se logra la siguiente conclusion:

Si la radiacion monocromatica con frecuencia vy con energia E esta
encerrada (por paredes reflejantes) en el volumen wvo, entonces la
probabilidad de que en un instante cualquiera, toda la energia de

radiacion se encuentre en una parte v del volumen wo es,

De aqui concluimos todavia mas: La radiacion monocromatica de
bajas densidades (dentro del rango de validez de la formula de la
radiacion de Wien) se comporta con respecto a la teoria cinética del
calor, como si consistiese en cuantos de energia independientes

entre si con magnitud

Rpv
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Queremos comparar todavia la magnitud media de los cuantos de
energia de la radiaciéon del cuerpo negro con la energia cinética
media del movimiento del centro de masa de una molécula a la
misma temperatura.

Esta ultima es

mientras que el valor medio del cuanto de energia segun la formula

de Wien es:

Do N _Bv
— >~ T (]
o Rss Ve dv

00 .....q .S
Jy avle Tdy =3<R)T.
Si ahora la radiacibn monocromatica (con una densidad
suficientemente baja), en lo que respecta a la dependencia de la

entropia del volumen, se comporta como un medio discontinuo, el

cual consiste en cuantos de energia de tamano

Rpv
N
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Es razonable indagar si también las leyes de la produccion y
transformacion de luz estan elaboradas, como si la luz consistiese

de tales cuantos de energia.

§7. Sobre la regla de Stokes

Sea la luz monocromatica transformada por fotoluminiscencia en
luz de otra frecuencia y, conforme al resultado por ahora
conjeturado, supongase que tanto la luz productora como la

producida consistiesen en cuantos de energia de tamano

RpBv
N

Donde v es la frecuencia en cuestion. El proceso de transformacion
sera interpretado de la siguiente manera. Cada cuanto de energia
excitante de frecuencia v1 es absorbido y da lugar por si solo a la
generacion de un cuanto de luz de frecuencia v» —al menos para
densidades de distribucion suficientemente bajas de los cuantos de
energia excitantes—; durante la absorcion del cuanto de luz
probablemente también podrian generarse simultaneamente
cuantos de luz de frecuencias vs, v4, etc, asi como energia de otro
tipo (p. €j. calor). Es irrelevante por medio de qué tipo de proceso
intermedio se lleva a cabo este resultado. Si la sustancia
fotoluminiscente no se considera como una fuente continua de
energia, entonces segun el principio de conservacion de energia, la

energia de un cuanto generado no puede ser mas grande que la de
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un cuanto de energia excitante: entonces tiene que ser valida la

relacion,

Esta es la conocida regla de Stokes.

Segun nuestra interpretacion, es de resaltar en particular que para
bajas exposiciones, la cantidad de luz emitida de los estados
excitados, cuyas otras condiciones permanecen constantes, debe ser
proporcional a la intensidad de luz incidente, ya que cada cuanto de
energia excitante causara un proceso elemental del tipo de los antes
mencionados, independiente de la accion de los otros cuantos de
energia excitantes. En particular, no habra ningan limite inferior
para la intensidad de la luz excitante, debajo del cual la luz seria
incapaz de producir fotoluminiscencia.

Segun las interpretaciones expuestas sobre los fenomenos,
desviaciones de la Regla de Stokes son concebibles en los siguientes
casos:

1. Cuando el numero de cuantos de energia simultaneamente
captados en la conversion sea tan grande, que un cuanto de
energia de la luz generada pueda adquirir su energia de mas
de un cuanto de energia excitante.

2. Cuando la luz excitante (o generada) no sea de la constitucion

energética de aquella de la radiacion del cuerpo negro
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correspondiente al rango de validez de la ley de Wien, o sea si,
p. €j. la luz estimulante es producida por un cuerpo con una
temperatura superior, con una longitud de onda para la cual

la Ley de Wien no es ya mas valida.

Esta ultima posibilidad merece particular atencion. Segun la
interpretacion desarrollada no esta descartado a saber, que una
radiacion que no sea del tipo Wien incluso muy atenuada se
comporte completamente diferente en términos energéticos que una

radiacion del cuerpo negro en el rango de validez de la Ley de Wien.

§8. Sobre la produccion de rayos catodicos por iluminacion de
cuerpos solidos

La interpretacion comun de que la energia de la luz estaria
distribuida continuamente en todo el espacio iluminado, encuentra
grandes dificultades particularmente al intentar explicar los
fenomenos electroluminosos que se encuentran expuestos en un
trabajo pionero de Lenard”.

Segun la idea de que la luz excitante consiste en cuantos de energia
con valor RBv/N, se puede interpretar la generacion de rayos
catodicos por luz de la siguiente manera. En la capa superficial del
cuerpo penetran los cuantos de energia y su energia se transforma
al menos en parte en energia cinética de los electrones. La
representacion mas sencilla es aquella en la que un cuanto de luz

cede toda su energia a un solo electron; supondremos que esto

7 P. Lenard, Ann. d. Phys. 8, p. 169, U. 170, 1902.
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ocurre. No debe sin embargo descartarse que los electrones
solamente adquieran parcialmente la energia de los cuantos de luz.
Un electron que provisto de energia en el interior del cuerpo, habra
perdido una parte de su energia cinética cuando haya alcanzado la
superficie. Ademas se supondra que cada electron tiene que hacer
un trabajo P (caracteristico del cuerpo) cuando abandone el cuerpo.
Los electrones excitados directamente en la superficie dejaran el
cuerpo con la mayor velocidad perpendicular. La energia cinética de

tales electrones es

Si el cuerpo esta cargado a un potencial positivo I1 y esta rodeado
de conductores con potencial cero, y si Il es capaz de impedir una

pérdida de electricidad del sélido, entonces debe ser que:

-~ R(
Hckﬁ'dV—P,

donde ¢ es la carga eléctrica del electron, o

IIE = RBv — P,
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donde E es la carga de un equivalente gramo de un ion monovalente
y P’ equivale al potencial de esta cantidad de electricidad negativa
en relacion al solido8.

Si se hace E = 9,6 x 103, entonces es Il x 10-® el potencial en volts,
que el solido adquiere por iluminacion en el vacio.

Para ver a continuacion, si la relacion derivada coincide con el
orden de magnitud de los experimentos, asignemos P’ = 0, v
= 1,03 x 1015 (correspondiente al limite del espectro solar hacia el
ultravioleta) y 8 = 4,866 x 1011, Obtenemos IT x 107 = 4,3 volts,
resultado cuyo orden de magnitud coincide con los resultados de
Lenard®.

Si la formula deducida es correcta, entonces Il representada en
coordenadas cartesianas como funcion de la frecuencia de la luz
excitante, tiene que ser una linea recta, cuya pendiente es
independiente de la naturaleza de la sustancia ensayada.

Hasta donde yo veo, no existe contradiccion alguna entre las
propiedades del efecto fotoeléctrico observados por Lenard y nuestra
interpretacion. Si cada cuanto de energia de la luz incidente cede su
energia independientemente de todos los restantes, entonces la
distribucion de velocidades de los electrones, esto es, la calidad de
la radiacion catédica generada sera independiente de la intensidad

de la luz excitante; por otro lado el numero de electrones que dejan

8 Si suponemos que un Unico electron solo puede desprenderse de una molécula neutra por
medio de una cierta cantidad de trabajo, no se le tiene que cambiar nada a la relacion
deducida; ahora se tiene que considerar como una suma de dos términos.

9 P. Lennard, Ann. d. Phys. 8. p. 165 u. 184. Taf. I. Fig. 2. 1902.
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el solido sera proporcional a la intensidad de la luz excitante en
condiciones por lo demas idénticas10.

Sobre los limites de validez supuestos de los principios antes
mencionados, se podrian hacer comentarios similares como en
relacion a las presumibles desviaciones de la regla de Stokes.

En lo anterior se asumio que la energia de al menos una parte de
los cuantos energéticos de la luz excitante seria cedida integramente
a electrones individuales. Si no se hace esta suposicion obvia, se

obtiene entonces en vez de la igualdad antes citada, la siguiente:

IE + P' < RBv

Para la catodoluminiscencia, que es el proceso inverso al antes

mencionado, se obtiene por una consideracion analoga

[IE + P < RBv

En las sustancias examinadas por Lenard, I[IE es siempre
significativamente mas grande que RBv, ya que el voltaje por el cual
deben colarse los rayos catodicos, para sencillamente ser capaces de
generar luz visible, asciende en unos casos a algunos cientos, en
otros a miles de voltsl!. También se tiene que suponer, que la
energia cinética de un electron se consume en la produccion de

varios cuantos de energia.

10 P. Lenard, l.c.p. 150 y p. 166-168
11 P. Lenard, Ann. d. Phys. 12. p. 469. 1903
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§9. Sobre la ionizacion de los gases por luz ultravioleta

Habremos de suponer que en la ionizacion de un gas por luz
ultravioleta se absorbe un cuanto de energia de luz por cada
molécula de gas. De aqui se deduce que el trabajo de ionizacion
(esto es, el trabajo tedoricamente necesario para ionizar) de una
molécula no puede ser mas grande que la energia de un cuanto de
energia luminosa activo que fue absorbido. Si designamos con J el
trabajo (tedrico) de ionizacion por equivalente gramo, entonces se

debe obtener:
RBv > J

Sin embargo, segun mediciones de Lenard la maxima longitud de

onda efectiva para aire es ca. 1,9 x 10 -5 cm, es decir

RBv = 6,4 x 102 erg > J

Un limite superior para el trabajo de ionizacion se logra también a
partir de los voltajes de ionizacion de gases diluidos. Segun J.
Stark!? el voltaje de ionizacion mas pequeno medido (en anodos de
Platino) para aire es ca. 10 volts!3. Resulta entonces para J un limite
superior de 9,6 x1012 el cual casi iguala el ahora encontrado. Se

deriva todavia otra consecuencia mas, cuya prueba experimental me

12 J. Stark, Die Elektrizitat in Gasen p. 57, Leipzig 1902
13 P. Lenard, Ann. d. Phys. 12. p. 469. 1903
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parece de mayor importancia. Si cada cuanto de energia luminosa
absorbido ioniza una molécula, entonces entre la cantidad de luz

absorbida L y el numero j de moléculas gramo ionizadas debe ser

valido:

Si nuestra interpretacion corresponde con la realidad, esta relacion
(para la frecuencia relevante) debe ser valida para todos los gases,

los cuales no presentan absorcion significante sin ionizacion.
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Articulo 2

Investigaciones sobre la Teoria del Movimiento Browniano i

Contenido:
§ 1. Acerca de la presion osmotica atribuible a las particulas en
suspension
§2. La presion osmotica desde el punto de vista de la teoria
cinético-molecular del calor
§3. Teoria de la difusion de esferas pequenas en suspension
§4. Acerca del movimiento irregular de particulas suspendidas
en un liquido y la relacién de este fenémeno con la difusion
§5. Formula para el desplazamiento medio de particulas
suspendidas; un nuevo método para determinar el tamano real

del dtomo

ACERCA DEL MOVIMIENTO DE PARTICULAS PEQUENAS
SUSPENDIDAS EN UN LiQUIDO ESTACIONARIO, DESDE EL
PUNTO DE VISTA DE LA TEORIA CINETICA DEL CALOR.

En el presente articulo se demostrara que, de acuerdo a la Teoria
Cinética del Calor, cuerpos microscopicos suspendidos en un
liquido presentan movimientos de magnitud tal que pueden ser
observados facilmente en un microscopio y que dichos movimientos
se pueden explicar en base al movimiento molecular del calor. Es
posible que los movimientos aqui discutidos sean idénticos al

llamado «Movimiento Molecular Browniano»; sin embargo la
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informacion con la que cuento acerca de ese tema no es lo bastante
precisa, asi que no formaré un juicio final acerca de él.

Si el movimiento aqui descrito de hecho puede ser observado (junto
con las leyes relacionadas que se esperaria encontrar) entonces
tendremos que decir que las leyes clasicas de la termodinamica no
son confiablemente precisas, incluso hablando de cuerpos de
dimensiones tales que puedan ser observados en el microscopio, y
de aqui se desprende que es posible determinar las dimensiones
exactas de los atomos. Por otro lado, si se determina que las
predicciones de movimientos aqui descritas son incorrectas, tal
divergencia puede considerarse como un argumento de peso en

contra del concepto de calor de la teoria cinético-molecular.

§1. Acerca de la presion osmotica atribuible a las particulas en
suspension

Digamos que una cantidad z de moles de un no-electrolito se
disuelven en un volumen V* el cual a su vez forma parte de una
cantidad de liquido con volumen total V. Si el volumen V* es
separado del resto del solvente por medio de una membrana que sea
permeable para el solvente pero impermeable para la solucion,
tenemos que se ejerce una «presion osmoticar, p, sobre esta

membrana, y que satisface la ecuacion

pV* = RTz

en donde V*/zes suficientemente grande.
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Por otro lado, si en el volumen parcial V* existen particulas
pequenas suspendidas en lugar de la sustancia disuelta, dichas
particulas tampoco pueden pasar a través de la membrana que es
permeable al solvente: de acuerdo a la teoria termodinamica clasica
—7por lo menos cuando ignoramos la fuerza de gravedad, que no nos
interesa aqui— no esperariamos encontrar ninguna fuerza actuando
sobre la membrana. Esto es porque de acuerdo a las concepciones
comunes, la «energia libre»

es independiente de la posicion de la particion y de las particulas
suspendidas. Dicha energia depende solamente de la masa total, de
las cualidades del material suspendido, del liquido y de la
membrana, y de la presion y la temperatura. De hecho, para poder
calcular la energia del sistema deben de considerarse también la
energia y entropia de las superficies limitrofes (las fuerzas de
tension superficial); pero estas pueden ser excluidas si el tamano y
las condiciones de las superficies de contacto no se alteran con los
cambios de posicion de la membrana y de las particulas en
suspension que estamos considerando.

Pero podemos llegar a una conceptualizacion diferente desde el
punto de vista de la teoria cinético-molecular del calor. De acuerdo
a esta teoria, una molécula disuelta se diferencia del cuerpo en
suspension unicamente por sus dimensiones, y no hay razéon por la
que un numero de particulas suspendidas no deban producir la
misma presion osmotica que el mismo numero de moléculas.
Debemos asumir primero que las particulas suspendidas exhiben

un movimiento irregular —aunque sea muy pequeno— dentro del
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liquido, debido al movimiento molecular de este. Si la membrana les
impide abandonar el volumen V¥* ejerceran una presion sobre ella
de la misma manera que las moléculas en la solucion. Asi, si hay un
numero n de particulas suspendidas en el volumen V¥ y por lo
tanto hay n/V* = v por unidad de volumen, y si las particulas
alrededor estan lo bastante separadas, existira una presion

osmotica p de magnitud dada por la ecuacion

_RTr_LﬁRT
V*N N

p v,

en donde N significa el numero real de moléculas por mol. En la
siguiente seccion, se demostrara que la teoria cinético-molecular del
calor de hecho predice este concepto mas amplio de la presion

molecular.

§2. La presion osmotica desde el punto de vista de la teoria
cinético-molecular del calor'*

Si p1, p2, ... pr son las variables de estado de un sistema fisico, que
definen por completo la condicion del sistema en cualquier instante
(por ejemplo, las coordenadas y los componentes de velocidad de
todos los atomos del sistema), y si el sistema completo de

ecuaciones de cambio de dichas variables esta dado en la forma

14 En este parrafo, se asume que el lector esta familiarizado con el articulo del autor acerca de
«Fundamentos de la Termodinamica» (Ann. d. Phys., 9, p. 417, 1902; 11, p. 170, 1903). Sin
embargo, para entender las conclusiones del presente articulo no se requiere de conocimiento
previo del articulo citado ni del conocimiento completo del presente parrafo.
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Ipy
ot

= ¢u(p1, ..., ) (v = 1,2,...,1)

en donde

o,
Ipy

=0,

entonces la entropia del sistema esta dada por la expresion

r

E .
S = P +2xlg/e_'2_f7: dp...dp,

donde T es la temperatura absoluta, es la energia total del sistema,
y E es la energia como una funcion de p,. La integral se extiende
sobre todos los valores posibles de p, que sean consistentes con las
condiciones del problema. La variable x esta relacionada con la
constante N antes referida, por medio de la relacion 2xN = R. De

esta forma podemos obtener para la energia termodinamica libre F:

R

F= —
N

B RT
Tlg/e ®T dpy...dp = — - 1gB

Ahora, consideremos una cantidad de liquido dentro del volumen V.
Digamos que existen n moléculas diluidas (o particulas

suspendidas) en una fraccion V* de este volumen V, y que tales
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moléculas estan asiladas en V* por medio de una membrana semi-
permeable. Los limites de la integral B obtenida en las formulas
para Sy F variaran de acuerdo a esos valores. Suponemos ademas
que el volumen combinado de moléculas diluidas (o particulas
suspendidas) es pequeno en comparacion con V* Este sistema
estara completamente definido bajo la teoria que estamos
discutiendo, en funcion de las variables de estado pi, po, ..., pu.

Si la idea de las moléculas se extendiera para calcular cada unidad
del sistema, desde luego el calculo de la integral B ofreceria
dificultades tales que no se podria siquiera contemplar un calculo
exacto de F. Aqui, tan solo necesitamos saber como F depende de la
magnitud del volumen V% en donde se hallan presentes todas las
moléculas en solucion, a las cuales a partir de este momento
llamaremos simplemente «particulasn.

Llamaremos x1, Y1, 21 a las coordenadas rectangulares del centro de
gravedad de la primera particula; x2, y2, z2 a las coordenadas de la
segunda, etc., ¥ xn, Yn, 2n @ las de la ultima particula del sistema; y
ademas asignaremos como centros de gravedad al dominio de los
paralelepipedos indefinidamente pequenos dxi, dyi, dzi; dx2, dyo,
dz, ... , dxn, dyn, dzn, todos los cuales existen dentro de V* Se
buscara entonces el valor de la integral que aparece en la formula
para F, con la limitante que dice que los centros de gravedad de las
particulas existen dentro de un dominio asi definido.

De esta forma, la integral puede expresase como

dB = dx,dy,...dz - J
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en donde J es independiente de dxi dyz, etc. asi como de V* esto es,
que es independiente de la posicion de la membrana semi-
permeable. Pero J también es independiente de cualquier posicion
que escojamos para los dominios de los centros de gravedad y de la
misma magnitud de V¥ como demostraremos a continuacion. Si
propusiéramos un segundo sistema, con los dominios de los centros
de gravedad de sus particulas siendo indefinidamente pequenos y
expresados como dxi’ dyi’ dzi1’; dx2’ dy2’ dz’ ... dxi’ dy»’ dzn’, y que
difieran de los dominios originales tan solo en su posicion pero no
en su magnitud, si estan igualmente contenidos en V* se puede

proponer una expresion analoga que sigue siendo valida:

dB' = dz) dyy...dz} - J'

donde

dzy dy;...dz| = dx dy;...dz;

y por lo tanto

dB J
dB" J
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Pero a partir de la teoria molecular del calor citadal5, se puede
facilmente deducir que dB/B (o bien dB’/B) equivale a la
probabilidad de que en cualquier instante arbitrario de tiempo, los
centros de gravedad de las particulas estén incluidos en los
dominios (dx1 ... dz,) o en (dx ... dz’s) respectivamente. Ahora bien,
si los movimientos de particulas individuales son independientes
entre si hasta cierto grado de aproximacion, y si el liquido es
homogéneo y no ejerce fuerza sobre las particulas, entonces para
dominios del mismo tamano, la probabilidad de ambos sistemas es

la misma, de modo que la siguiente formula es valida:

dB _ dB'
B~ B

Pero a partir de esta y de la ultima ecuacion obtenida, se desprende

que
J=J
Asi hemos demostrado que J es independiente tanto de V* como de

X1, Y1... Zn.

Por integracion, obtenemos que

B = /Jdm,...dzn =JV*'n

15 A. Einstein, Ann. d. Phys., 11, p. 170, 1903.
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y por lo tanto la fuerza es

RT

F=-—
N

{lgJ +nlgV*}

y la presion osmotica puede representarse como

OF _RT n _RT

P="3v"="V- N~ N

Por medio de este analisis, se ha demostrado que la existencia de la
presion osmotica puede deducirse a partir de la Teoria Cinético-
Molecular del Calor y que, desde este punto de vista, las moléculas
en solucion y las particulas en suspension son idénticas en

comportamiento en diluciones grandes.

§3. Teoria de la difusion de esferas pequeiias en suspension
Supongamos que tenemos particulas suspendidas en un liquido y
dispersas en forma irregular. Consideraremos su estado de
equilibrio dinamico, asumiendo que existe una fuerza K que actua
sobre las particulas y que depende de la posicion pero no del
tiempo. Para simplificar, asumiremos que la fuerza actiia siempre
en la direccion del eje x.

Digamos que v es el numero de particulas suspendidas por unidad
de volumen. En equilibrio dinamico del sistema, v es funcion de x,

tal que la variacion de la energia libre desaparece en un
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desplazamiento arbitrario 6x de la sustancia en suspension. Por lo

tanto, tenemos que
0F =0FE -T0S =0.

Asumiremos también que el liquido tiene un area de una unidad en
su seccion transversal perpendicular al eje x, y que esta delimitado
por los planos x=0y x =1L

Entonces tenemos:
l
I = —-/ Kuvdzdx
0

y también

o 0dx R ['dv
(SS—/(; Rﬁmd’l‘——ﬁ : 81:(5.’11('.1.’15.

Por lo tanto, la condicion de equilibrio requerida es:

RT 0Ov
_KU+1T8—IE-_O [I]

o bien:
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6

Kuv — =
ox

La ultima ecuacion afirma que el equilibrio en presencia de la fuerza
K, es resultado de las fuerzas de presion osmotica.
La ecuacion (I) puede usarse para encontrar el coeficiente de
difusion de la sustancia en suspension. Podemos conceptualizar la
condicion de equilibrio dinamico aqui descrita como una
superposicion de dos procesos que proceden en direcciones
opuestas:
1. Un movimiento de la sustancia en suspension bajo la accion
de la fuerza K, en cada una de las particulas.
2. Un proceso de difusion, resultado del movimiento irregular de
las particulas, producido por el movimiento molecular del

calor.

Si las particulas en suspension tienen forma esférica con un radio
de la esfera = P, y si el liquido tiene un coeficiente de viscosidad Kk,

entonces la fuerza que K le confiere a cada particulal® es:

K
67k P

y para calcular el paso en una unidad de area por unidad de

tiempo, usamos:

16 Cf. e.g. G. Kirchhoff, Lectures on Mechanics, Lect. 26, §4.
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particulas.

Si ahora designamos a D como el coeficiente de difusion de la
sustancia en suspension, y designamos a p como la masa de una
particula, tendremos que la ecuacion para el paso por unidad de

tiempo en una unidad de area sera de:

_D(’)(;w) gramos

ox

o bien, de

— D@ particulas
Oz

Y ya que debe existir equilibrio dinamico, escribimos:

vK 3 ov
6rkP oz

=g 2]

Podemos ahora calcular el coeficiente de difusion a partir de las
condiciones (I) y (2) encontradas para el equilibrio dinamico, y

obtenemos:
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RT 1
= N 6wkP’

Por lo tanto, sin tomar en cuenta las constantes universales y la
temperatura absoluta, el coeficiente de difusion de la sustancia en
suspension depende unicamente del coeficiente de viscosidad del

liquido y del tamano de las particulas en suspension.

§4. Acerca del movimiento irregular de particulas suspendidas
en un liquido y la relacion de este fenéomeno con la difusion

Nos enfocaremos ahora en un analisis mas detallado de los
movimientos irregulares que resultan del movimiento térmico de las
moléculas, y que provocan el fenomeno de difusion investigado en la
seccion anterior.

Evidentemente, debemos asumir que cada particula individual
ejecuta un movimiento que es independiente del movimiento de las
otras particulas. Ademas los movimientos de una misma particula
tras diferentes intervalos de tiempo también deben considerarse
como procesos independientes, si consideramos que tales intervalos
no son demasiado pequenos.

Consideremos en nuestra discusion un intervalo de tiempo t, que
sea muy pequeno en comparacion al intervalo observado pero que a
la vez, su magnitud sea tal que los movimientos de una particula en
dos diferentes intervalos 1 puedan ser considerados como

fenomenos independientes.
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Supongamos que tenemos un total de n particulas en suspension en
un liquido. En un intervalo de tiempo t, las coordenadas en x de las
particulas individuales se incrementaran en una cantidad A, en
donde A asume un valor diferente (positivo o negativo) para cada
particula individual. Para cada valor de A, existira una cierta
probabilidad de ocurrencia, de modo que el numero 6n de particulas
que experimenten en el intervalo T un desplazamiento que esté entre

Ay A+ dA, puede ser expresado con una ecuacion de la forma:

dn = no(A)dA,

en donde

+o0
H(A)A =1

—00

y la funcion de probabilidad @ solo es diferente de cero para valores

muy pequenos de A, y cumple con la condicion

&(A) = ¢(-4A).

Investigaremos ahora como el coeficiente de difusion depende de la
funcion @, de nuevo limitandonos al caso en el que el numero v de

particulas por unidad de volumen depende solamente de xy de t
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Si decimos entonces que el numero de particulas por unidad de
volumen esta expresado como v = f(x, t), calcularemos la
distribucion de particulas en un momento t+ t desde la distribucion
en el tiempo t. A partir de la definicion de la funcion, es sencillo
obtener el numero de particulas en el momento t + 1, que estan
posicionadas entre dos planos perpendiculares al eje x, con abscisas

xy en x + dx. Tenemos:

A=+oc

flz:t, 7)de =dx: / f(z+ A)p(A)dA.

A=—0ca

Ahora bien, ya que t es muy pequena, podemos escribir:

f(z,t,7) = f(z,t) + 7'(3)—{

Y si expandimos f(x + A, t) como potencias de A:

fa+ A1) = fa )+ aH @) | AT

ox 20 9x2 T ad-y

Podemos poner esta expansion de la formula dentro de la integral,
ya que Unicamente valores pequenos de A contribuyen

significativamente. Asi, obtenemos:
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aZf +ooA2

af i 2 4(8)da

f+§ T=F » d(A dA+—/ Ap(A)dA+

En la parte derecha de la ecuacion, los términos pares (segundo,
cuarto, etc.) tienden a desaparecer, ya que ®(x) = ® - (x); mientras
que en los términos impares de la serie, cada uno es muy pequeno

en comparacion con el que le precede. Teniendo en cuenta que

+00
H(A)A =1

—00

y sustituyendo

+00 2
—/ %-6(A)dA = D,

T 20

y ademas tomando en consideracion solo el primero y tercer término

del lado derecho de la ecuacion, encontramos:

Esta es la bien conocida ecuacion diferencial del fenomeno de
difusion, y podemos ver que el término D es precisamente el

coeficiente de difusion.
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Una consideracion mas en relacion a este método de deduccion:
hemos asumido que las particulas individuales estan referidas en
su totalidad al mismo sistema de coordenadas, pero esta estrategia
es innecesaria ya que los movimientos individuales son
mutuamente independientes. Ahora, referiremos el movimiento de
cada particula a un sistema de coordenadas cuyo origen coincide,
en el tiempo t = 0, con la posicion del centro de gravedad de las
particulas en cuestion. Con esta diferencia, la funcion f(x, f)dx
ahora dara como resultado el numero de particulas cuya
componente en x ha incrementado una cantidad que va desde x
hasta x + dx, entre el tiempo t= 0 y el tiempo t = t. En este caso, la
funcion f con sus cambios, también debe de satisfacer las
condiciones de la ecuacion ().

Ademas, debemos tener para x <> 0 y para t= 0, la expresion

f@$) =07y /*'00 f(z,t)dx = n.

Este problema, que es equivalente al problema de difusion hacia
afuera a partir de un punto (ignorando la posibilidad de intercambio
entre las particulas que se difunden), esta completamente definido

de forma matematica; su solucion es:

_z?
n e iDi

ViArD /t

fl@,t) =
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La probabilidad de la distribucion de los desplazamientos
resultantes en un tiempo t, es por lo tanto equivalente al de la
probabilidad de error, lo cual era de esperarse. Pero es muy
significativo como las constantes en los exponentes estan
relacionadas con el coeficiente de difusion.

Ahora, usando esta ecuacion, calcularemos el desplazamiento Ax en
la direccion del eje x, que una particula experimenta en promedio.
Mas exactamente, calcularemos la raiz cuadrada de la media
aritmética de los cuadrados de todos los desplazamientos a lo largo

del eje x, que es:

A, = V22 = V2Dt

El desplazamiento medio es, por lo tanto, proporcional a la raiz
cuadrada del tiempo transcurrido. Se puede demostrar facilmente
que la raiz cuadrada de la media de todos los cuadrados de los

desplazamientos de las particulas tiene un valor de:

V3

§5. Formula para el desplazamiento medio de particulas
suspendidas; un nuevo método para determinar el tamaimno real

del atomo
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En la §3 encontramos que, para un coeficiente de difusion D de un
material en suspension en un liquido, formado de esferas pequenas

de radio P,

RT 1
N 6nkP

D=

También, en la §4 vimos que para el valor medio de los
desplazamientos de las particulas en la direccion del eje x, en un

tiempo ¢,
Az = V2D¢.

Eliminando el coeficiente D, tenemos que

[RT 1
A=Vt N 37kP

Esta ecuacion muestra como el desplazamiento depende de T, ky P.

Calculemos ahora qué tan grande es Ax para un intervalo de
segundo, si se toma a N como equivalente a 6 x 1023, de acuerdo a
la Teoria Cinética de los Gases; se escoge como liquido al agua a
temperatura de 17°C (k = 1.35 x 10-2); y finalmente fijamos el

diametro de las particulas en mm. La respuesta que obtenemos es:
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As =8-10"° cm. = 0.8p.

Por lo tanto, el desplazamiento medio en un minuto seria alrededor
de 6p.
Por otro lado, la relacion encontrada puede ser usada para

determinar N. Obtenemos:

I RT

N = - .
A2 3nkP

Es mi esperanza que alguien pueda tener éxito pronto en resolver el
problema aqui sugerido, que es de tanta importancia en relacion a

la Teoria del Calor.
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Articulo 3

Sobre la electrodinamica de cuerpos en movimiento'

Contenido:
1. Cinematica
§ 1. Definicion de simultaneidad
§2. Sobre la relatividad de la longitud y el tiempo
§3. Teoria de la transformacién de coordenadas y del tiempo de
un sistema en reposo a otro sistema que se encuentra en
movimiento traslacional uniforme con respecto al primero
§4. Significado fisico de las ecuaciones obtenidas en lo referente
a cuerpos rigidos y relojes en movimiento
§ 5. Teorema de adicion de velocidades
2. Electrodinamica
§6. Transformacion de las ecuaciones de Maxwell-Hertz para el
espacio vacio. Sobre la naturaleza de la fuerza electromotriz que
aparece con el movimiento en un campo magnético.
§7. Teoria del principio de Doppler y de la aberracion
§8. Transformacion de la energia de rayos de luz. Teoria de la
presion de radiacion ejercida sobre un espejo perfecto.
§9. Transformacion de las ecuaciones de Maxwell-Hertz
considerando las corrientes de conveccion.

§ 10. Dinamica de un electréon (acelerado lentamente).

Se sabe que cuando la electrodinamica de Maxwell —tal como se

suele entender actualmente— se aplica a cuerpos en movimiento,
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aparecen asimetrias que no parecen estar en correspondencia con
los fenomenos observados. Pensemos, por ejemplo, en la interaccion
electrodinamica entre un iman y un conductor. En este caso, el
fenomeno que se observa depende solamente del movimiento
relativo entre el conductor y el iman, mientras que de acuerdo a la
interpretacion comun se deben distinguir claramente dos casos muy
diferentes, dependiendo de cual de los dos cuerpos se mueva. Si se
mueve el iman mientras que el conductor se encuentra en reposo,
alrededor del iman aparece un campo eléctrico con cierto valor para
su energia. Este campo eléctrico genera una corriente en el lugar
donde se encuentre el conductor. Pero si el iman esta en reposo y el
conductor se mueve, alrededor del iman no aparece ningun campo
eléctrico sino que en el conductor se produce una fuerza
electromotriz que en si no corresponde a ninguna energia, pero da
lugar a corrientes eléctricas que coinciden en magnitud y direccion
con las del primer caso, suponiendo que el movimiento relativo es
igual en cada uno de los casos bajo consideracion.

Otros ejemplos de esta indole asi como los intentos infructuosos
para constatar un movimiento de la Tierra con respecto al «medio de
propagacion de la luz» permiten suponer que no solamente en
mecanica sino también en electrodinamica ninguna de las
propiedades de los fenomenos corresponde al concepto de reposo
absoluto. Mas bien debemos suponer que para todos los sistemas de
coordenadas, en los cuales son validas las ecuaciones mecanicas,
también tienen validez las mismas leyes electrodinamicas y opticas,

tal como ya se ha demostrado para las magnitudes de primer orden.
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Queremos llevar esta suposicion (cuyo contenido sera llamado de
ahora en adelante «principio de la relatividad») al nivel de hipotesis y
ademas introducir una hipotesis adicional que solamente a primera
vista parece ser incompatible con el principio de la relatividad.
Dicha hipotesis adicional sostiene que la luz en el espacio vacio
siempre se propaga con cierta velocidad V que no depende del
estado de movimiento del emisor. Basandonos en la teoria de
Maxwell para cuerpos en reposo, estas dos hipotesis son suficientes
para derivar una electrodinamica de cuerpos en movimiento que
resulta ser sencilla y libre de contradicciones. La introduccion de un
«eéter» resultara ser superflua puesto que de acuerdo a los conceptos
a desarrollar no es necesario introducir un «espacio en reposo
absoluto», ni tampoco se asocia un vector de velocidad a ninguno de
los puntos del espacio vacio en los que se llevan a cabo procesos
electromagnéticos.

La teoria a desarrollar se basa —como cualquier otra
electrodinamica— en la cinematica del cuerpo rigido porque las
afirmaciones de cualquier teoria involucran relaciones entre cuerpos
rigidos (sistemas de coordenadas), relojes 'y  procesos
electromagnéticos. El que estas circunstancias no hayan sido
consideradas en forma apropiada es la raiz de las dificultades con
las que actualmente debe luchar la electrodinamica de cuerpos en

movimiento.

1. Cinematica

§1. Definicion de simultaneidad
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Supongamos un sistema de coordenadas en el cual se valen las
ecuaciones mecanicas de Newton. A este sistema de coordenadas lo
llamaremos «sistema en reposo» a fin de distinguirlo de otros
sistemas que se introducirian mas adelante y para precisar la
presentacion.

Si un punto material se encuentra en reposo con respecto a este
sistema de coordenadas, su posicion se puede determinar y
expresar en coordenadas cartesianas mediante escalas rigidas,
utilizando la geometria euclidiana.

Cuando queremos describir el movimiento de un punto material,
especificamos los valores de sus coordenadas en funcion del tiempo.
Sera necesario tener en cuenta que una descripcion matematica de
esta indole tiene wun sentido fisico solamente cuando con
anterioridad se ha aclarado lo que en este contexto se ha de
entender bajo «tiempo». Debemos tener en cuenta que todas
nuestras afirmaciones en las cuales el tiempo juega algun papel,
siempre son afirmaciones sobre eventos simultaneos. Por ejemplo,
cuando digo «Ese tren llega aqui a las 7», esto significa algo asi
como: «El momento en que la manecilla pequena de mi reloj marca
las 7 y la llegada del tren son eventos simultaneos!7».

Podria parecer que todas las dificultades relacionadas con la
definicion del «tiempo» se superarian si en lugar de «tiempo» utilizara
«la posicion de la manecilla pequena de mi reloj». De hecho, una

definicion de este tipo seria suficiente en caso de que se trate de

17 Aqui no se discutira la imprecision que se encuentra implicita en el concepto de
simultaneidad de dos eventos en (aproximadamente) el mismo lugar y que de igual manera se
debe conciliar mediante una abstraccion.
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definir un tiempo exclusivamente para el lugar en el cual se
encuentra el reloj; no obstante, esta definicion ya no seria suficiente
en cuanto se trate de relacionar cronologicamente series de eventos
que ocurren en lugares diferentes, o —Ilo que implica lo mismo—
evaluar cronologicamente eventos que ocurren en lugares distantes
del reloj.

No obstante, podriamos sentirnos satisfechos si avaluaramos
cronologicamente los eventos mediante el reloj de un observador
que se encuentra en el origen de coordenadas y le asigna la posicion
correspondiente de la manecilla del reloj a cada uno de los eventos a
evaluar, en el momento en que recibe una senal de luz que proviene
del evento y se propaga en el espacio vacio. Sin embargo, como lo
demuestra la experiencia, una asignacion de esta indole tiene la
inconveniencia de no ser independiente del observador equipado
con el reloj. Mediante la siguiente observacion llegaremos a una
especificacion mucho mas practica.

Si en el punto A del espacio se encuentra un reloj, un observador
que se encuentre en A puede evaluar cronologicamente los eventos
en la vecindad inmediata de A, buscando las posiciones de la
manecilla del reloj que correspondan simultaneamente a estos
eventos. Si en el punto B del espacio también se encuentra un reloj
—queremos anadir «un reloj de exactamente la misma naturaleza
como el que se encuentra en A»— también es posible realizar una
evaluacion cronologica de los eventos en la vecindad inmediata de B

mediante un observador que se encuentra en B.
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Sin embargo, sin especificaciones adicionales no es posible
comparar cronologicamente el evento en A con el evento en B; hasta
ahora hemos definido un «tiempo A» y un «tiempo B», pero no un
«tiempo» comun para A y B. Este ultimo tiempo se puede definir
estableciendo por definicion que el «tiempo» que necesite la luz para
vigjar de A a B sea igual al «tiempo» para pasar de B a A.
Supongamos que una senal de luz parte de A hacia B en el «tiempo
A» tA, llega a B y se refleja de regreso hacia A en el «tiempo B» tB y
finalmente llega al punto A en el «tiempo A» t'A. De acuerdo a la

definicion, los dos relojes estaran sincronizados si

tg-ta="0Cp-1g.(1)

Supongamos que es posible formular sin contradicciones esta
definicion de sincronizacion para un numero arbitrario de puntos, y
que en general las siguientes relaciones son validas:
1. Siel reloj en B esta sincronizado con el reloj en A, entonces el
reloj en A esta sincronizado con el reloj en B.
2. Si el reloj en A esta sincronizado con los relojes en B y en C,
entonces los relojes en B y C también estaran sincronizados

entre si.

De esta manera con ayuda de ciertos experimentos fisicos
(imaginarios) hemos establecido lo que se debe entender bajo relojes
sincronizados que se encuentran en reposo en diferentes lugares vy,

por ende, obviamente hemos obtenido wuna definicion de
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«simultaneo» y de «tiempo». El «tiempo» de un evento es el dato de un
reloj que se encuentra en reposo en el mismo lugar y el mismo
momento del evento; dicho reloj debe estar sincronizado, para todas
las determinaciones del tiempo, con un reloj especifico que se
encuentre en reposo.

Ademas, basandonos en el experimento asumimos que la magnitud

2AB

ty—ta

es una constante universal (la velocidad de la luz en el espacio
vacio).

Lo importante es que hemos definido el tiempo mediante un reloj
que se encuentra en reposo con respecto a un sistema en reposo;
debido a su correspondencia con un sistema en reposo, al tiempo
que acabamos de definir le llamaremos «el tiempo del sistema en

reposo».

§2. Sobre la relatividad de la longitud y el tiempo
Las siguientes reflexiones se basan en el principio de la relatividad y
el principio de la constancia de la velocidad de la luz, los cuales

formularemos de la siguiente manera.

1. Las leyes de acuerdo a las cuales cambian los estados de los
sistemas fisicos no dependen de si estos cambios de estado
se refieren a uno u otro de dos sistemas de coordenadas que

se encuentran en movimiento relativo de traslacion uniforme.
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2.

Cualquier rayo de luz se propaga en un sistema de
coordenadas en «reposo» con cierta velocidad @V,
independientemente de si este rayo de luz ha sido emitido por

un cuerpo en reposo o en movimiento. En este caso

_ trayectoria de la luz
velocidad =

intervalo de tiempo ’

donde el concepto de «intervalo de tiempo» se debe entender en

el contexto de la definicion presentada en §1.

Consideremos una varilla rigida en reposo de longitud [, la cual se

determina igualmente mediante una escala de medicion en reposo.

Imaginémonos ahora el eje de la varilla situado sobre el eje X del

sistema de coordenadas en reposo y supongamos que la varilla se

traslada uniformemente (con velocidad v) y de forma paralela al eje

X en la direccion de crecimiento de la coordenada x. Ahora nos

preguntamos cual sera la longitud de la varilla en movimiento,

suponiendo que esta longitud se determina mediante las siguientes

dos operaciones:

a.

El observador se desplaza junto con la escala mencionada
anteriormente y la varilla bajo consideracion y efectua la
medicion de la longitud superponiendo directamente la escala
sobre la varilla, justamente de la misma manera como si la

varilla, la escala y el observador se encontraran en reposo.
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b. El observador determina los puntos del sistema en reposo en
los cuales se encuentran los extremos de la varilla en
determinado tiempo t, utilizando para ello relojes que no se
mueven con respecto al sistema en reposo y han sido
sincronizados de acuerdo al procedimiento del §1. La
distancia entre estos dos puntos, determinada mediante la
escala en reposo que ya hemos utilizado en este caso, también
es una longitud que se puede designar como la «longitud de la

varillar.

De acuerdo al principio de la relatividad, la longitud a determinar en
la operacion a), que llamaremos «longitud de la varilla en el sistema
en movimiento», debe ser igual a la longitud [ de la varilla en reposo.
La longitud a especificar en la operacion b), que llamaremos
«dongitud de la varilla (en movimiento) en el sistema en reposo», sera
determinada en base a nuestros dos principios y se demostrara que
su valor es diferente de L.

La cinematica de uso general asume tacitamente que las longitudes
determinadas mediante las operaciones arriba mencionadas son
exactamente iguales o, en otras palabras, desde el punto de vista
geomeétrico un cuerpo rigido en movimiento en el momento t se
puede reemplazar completamente por el mismo cuerpo cuando se
encuentra en reposo en alguna posicion.

Supongamos ademas que en los extremos (A y B) de la varilla se
colocan relojes sincronizados con los relojes del sistema en reposo,

es decir, en un instante dado sus indicaciones corresponden al
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«tiempo del sistema en reposo» en las posiciones donde resulte que
se encuentren. Por lo tanto estos relojes estan «sincronizados en el
sistema en reposo».

Supongamos ademas que con cada reloj se mueve un observador y
que estos observadores aplican a cada uno de los relojes el criterio
establecido en §1 para la sincronizacion de dos relojes. En el
instante de tiempo!8 ta un rayo de luz parte de A, luego se refleja en
el punto B en el momento tg8 y regresa al punto A al tiempo ta.
Teniendo en cuenta el principio de constancia de la velocidad de la

luz obtenemos:

TAB
g —ty =
B A V —v
y
TAB
t, —tg = :
A = V+u

donde raB representa la longitud de la varilla en movimiento, medida
en el sistema en reposo. Por lo tanto los observadores que se
desplazan con la varilla determinaran que los relojes no estan
sincronizados, mientras que los observadores en el sistema en

reposo los declararian como sincronizados.

18 En este caso «tiempo» significa «tiempo del sistema en reposo» y simultaneamente «indicacion
del reloj en movimiento que se encuentra en la posiciéon que estamos considerandon».
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De esta manera vemos que no podemos asignar un significado
absoluto al concepto de simultaneidad, y que dos eventos
simultaneos desde el punto de vista de un sistema de coordenadas
ya no se pueden interpretar como simultaneos desde un sistema de
coordenadas que se mueve relativamente con respecto al sistema en

reposo.

§3. Teoria de la transformacion de coordenadas y del tiempo de
un sistema en reposo a otro sistema que se encuentra en
movimiento traslacional uniforme con respecto al primero
Consideremos dos sistemas de coordenadas en el espacio «en
reposo», es decir, dos sistemas cada uno con tres lineas materiales
rigidas que parten de un punto y son perpendiculares entre si.
Supongamos que los ejes X de ambos sistemas coinciden y los ejes
Y yv Z son respectivamente paralelos. Consideremos una escala
rigida y un numero de relojes en cada uno de los sistemas y
supongamos que tanto las escalas como también los relojes de
ambos sistemas son, de manera respectiva, exactamente iguales.

Al punto de origen de uno de los sistemas de coordenadas (k) se le
confiere una velocidad (constante) v en la direccion de crecimiento
de la coordenada x del otro sistema (K) que se encuentra en reposo.
Igualmente, la velocidad se transfiere a los ejes de coordenadas, la
escala en cuestion y a los relojes. A cada tiempo t del sistema en
reposo K le corresponde una posicion determinada de los ejes del
sistema en movimiento, y por razones de simetria estamos

facultados para suponer que el movimiento de k puede ser tal que
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los ejes del sistema en movimiento en el momento t (siempre se
designa con «t» el tiempo del sistema en reposo) son paralelos a los
ejes del sistema en reposo.

Ahora imaginémonos que el espacio del sistema en reposo K se mide
mediante la escala en reposo, e igualmente el del sistema en
movimiento k mediante la escala que se mueve junto con é€l, y de
esta manera se determinan las coordenadas x, y, zy § n, ¢
respectivamente. El tiempo t del sistema en reposo se determina
para todos los puntos del sistema mediante los relojes que se
encuentran en reposo en dicho sistema y con la ayuda de senales de
luz tal como se describio en §1; de igual forma el tiempo t del
sistema en movimiento se determina para todos los puntos del
sistema, en el cual se hallan relojes en reposo relativo con respecto
al mismo sistema, utilizando el método mencionado en 8§1 de
senales de luz entre los puntos donde se encuentran dichos relojes.
Para cada sistema de valores x, y, 2z ¢t el cual determina
completamente la posicion y el tiempo de un evento en el sistema en
reposo, corresponde un sistema de valores ¢ 7, ¢ t, que fija dicho
evento con respecto al sistema k. Ahora el problema a resolver
consiste en encontrar el sistema de ecuaciones que relaciona estas
magnitudes.

En primer lugar es claro que las ecuaciones deben ser lineales
debido a las propiedades de homogeneidad que le asignamos al
espacio y al tiempo.

Si fijamos que x’ = x - vt, es claro que a un punto en reposo en el

sistema k le corresponde cierto sistema de valores x’, y, z que es
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independiente del tiempo. Primero determinaremos t como funcion
de x’, y, zy t. A tal fin debemos expresar en forma de ecuaciones el
hecho de que t no es nada mas que el compendio de los datos de los
relojes en reposo en el sistema k, los cuales han sido sincronizados
de acuerdo a la regla especificada en §1.

Supongamos que desde el origen del sistema k se emite un rayo de
luz en el momento © a lo largo del eje X hacia x’y desde alli en el
momento 11 se refleja hacia el origen de coordenadas a donde llega
en el momento .

Entonces se debe cumplir que

|
5(1’0 + 1) =T

o incluyendo los argumentos de la funcion ty aplicando el principio

de la constancia de la velocidad de la luz en el sistema en reposo:

1 T T T
= 0,0,0,¢t) + 0,0,0,<¢- + = ..',0,0,1.-- —
Q[T(' ){T( ‘ { FV—U}V+t:})] T(T ‘ FV—'v)

Tomando a x’ infinitamente pequeno, de esta ultima ecuacion

obtenemos:

(1 1 Nor_or, 1 e
2\V—-—v V4+uv/ot 08 V-uvédt
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(0]

or v 0T

=,
T VT

Debemos anotar que en lugar del origen de coordenadas podriamos
haber seleccionado cualquier otro punto como punto de salida del
rayo de luz y, por lo tanto, la ecuacion recién obtenida se cumple
para todos los valores de x’, y, z.

Considerando que desde el punto de vista del sistema en reposo la
luz siempre se propaga con la velocidad V(2 — 12) a lo largo de los

ejes Yy Z, un analisis similar aplicado a estos ejes nos lleva a:

oT
dy 0,
or
"é; =0

Puesto que tes una funcion lineal, de estas ecuaciones obtenemos

T=alt L T’
- V22"

donde a es por el momento una funcion desconocida ¢(v) y por

brevedad suponemos que en el origen de k, 1= 0 cuando t= 0.
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Con ayuda de estos resultados es facil determinar las magnitudes ¢,
n, ¢, expresando mediante ecuaciones que la luz (tal como lo exige el
principio de constancia de la velocidad de la luz en conexion con el
principio de la relatividad) también se propaga en el sistema en
movimiento con velocidad V. Para un rayo de luz que en el momento

= 0 se emite en la direccion de crecimiento de {tenemos que:

§= Vg,

» u /
{=(I.V (f—m"b>

Pero con respecto al origen de k el rayo de luz se desplaza con la

velocidad V - v, cuando se mide en el sistema en reposo, de tal

manera que:

Si reemplazamos este valor de ten la ecuacion para ¢, obtenemos

=a———1.
¢ ‘vz 2 ©
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Si consideramos rayos de luz propagandose a lo largo de los otros

ejes, de forma analoga encontramos

() 4
n=Vr=dV (t — —V2 2 -’E) )

donde
Y = Ry S
Vz—vz_t’ z =
es decir,
_ | %4
N=0—rm—s
y
|4
(=a Vz_vzz

Introduciendo el valor de x’, resulta
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)".
§ = p(v) B(z — vi),
n=p(v)y,
¢ =p(v)z
donde
B = - =
1= (%)

y @ es por ahora una funcion desconocida de v. Si no se impone
ninguna condicion sobre la posicion inicial del sistema en
movimiento ni sobre el punto cero de 1, se debe agregar una
constante aditiva en la parte derecha de estas ecuaciones.

Ahora debemos demostrar que desde el punto de vista del sistema
en movimiento todo rayo de luz se propaga con la velocidad V, si
este es el caso en el sistema en reposo, como lo hemos supuesto.
Esto es necesario debido a que aun no hemos demostrado que el
principio de constancia de la velocidad de la luz es compatible con el
principio de la relatividad.

En el tiempo t = t = 0, cuando ambos sistemas de coordenadas
poseen un origen comun, se emite una onda esférica que se propaga
en el sistema K con velocidad V. Si (x, y, 2) representa un punto

abarcado por esta onda, entonces
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A esta expresion le aplicamos nuestras ecuaciones de

transformacion y tras un calculo sencillo obtenemos:

e+ 2=V2r2

Por lo tanto, en el sistema en movimiento la onda bajo
consideracion también es una onda esférica con velocidad de
propagacion V. De esta manera se demuestra que nuestros dos
principios basicos son compatibles entre si.

En las ecuaciones de transformacion que hemos derivado aparece
una funcion desconocida de ¢ de v que determinaremos ahora.

A tal fin introducimos un tercer sistema de coordenadas K’ que con
respecto al sistema k se encuentra en un estado de movimiento
traslacional paralelamente al eje E, de tal manera que su origen de
coordenadas se desplaza con velocidad -v a lo largo del eje E.
Supongamos que en el momento t = 0O todos los tres origenes de
coordenadas coinciden y que para t =x =y = z = 0 el tiempo t' del
sistema K'es igual a cero. Sean x’, y', z', las coordenadas medidas
en el sistema K'. Utilizando dos veces nuestro sistema de ecuaciones

de transformacion obtenemos:

= p(—)B(—v) {r+ 75 £} = o) (-0}t
' =p(—v)B(—v){{+vr} = pv)e(-v)z,
Y =(-v)n = ¢(v) p(—v)y,
Z' = p(-v)¢ = p(v) p(—v)z
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Puesto que las relaciones entre x’, y’, 2’y x, y, z no contienen el
tiempo t, los sistemas K y K’ se encuentran en reposo uno con
respecto al otro y es claro que la transformacion de K a K’ debe ser

la transformacion idéntica. Por lo tanto:

o(v) o(~v) =1

Ahora nos preguntamos cual es el significado de ¢(v). Consideremos
el intervalo del eje H localizado entre {=0,n=0,(=0y =0, n=1
¢ = 0. Este intervalo del eje H corresponde a una varilla que se
mueve perpendicularmente a su eje con velocidad v con respecto al
sistema K. Los extremos de la varilla en el sistema K tiene las

coordenadas:

Tg = 'Ut_, Yo = 0, 21 = 0.

Por lo tanto, la longitud de la varilla medida en K es [/ ¢(v); de esta
forma hemos hallado el significado de la funcion ¢. Por razones de
simetria es evidente que la longitud de una varilla, medida en el

sistema en reposo, que se mueve perpendicularmente a su eje
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depende solamente de la velocidad y no de la direccion y el sentido
del movimiento. Entonces, la longitud, medida en el sistema en
reposo, de la varilla en movimiento no varia si se intercambia v por -

v. En consecuencia tenemos:

o(v)  p(-v)’

p(v) = p(-0).

A partir de esta relacion y de la encontrada anteriormente se deriva

que @(v) = 1 y, consecuentemente, las ecuaciones de transformacion

se convierten en

/. v
T=‘."(t = WT),
£ = B(x — vt),
n=y,
¢ =2z,

donde
1

g =
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§4. Significado fisico de las ecuaciones obtenidas en lo
referente a cuerpos rigidos y relojes en movimiento

Consideremos una esfera rigida!® de radio R que esta en reposo con
respecto al sistema k y cuyo centro se encuentra en el origen de
coordenadas de k. La ecuacion para la superficie de esta esfera que

se mueve con velocidad v con respecto a K es:

€2+n2+c2:R2‘

Al tiempo t = 0 la ecuacion de esta superficie en coordenadas x, y, z

S€ eXpresa como:

Si en un sistema en reposo un cuerpo rigido tiene la forma de una
esfera, en un sistema en movimiento, visto desde el sistema en

reposo, tendra la forma de un elipsoide de rotacion con los ejes

Ry[1- (%)2 R, R.

19 Es decir, un cuerpo que posee forma de esfera cuando se examina en reposo.
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Mientras que las dimensiones Y y Z de la esfera (y por lo tanto
también de cualquier cuerpo rigido de forma arbitraria) no resultan
afectadas por el movimiento, la dimension X aparece reducida en la

relacion

es decir, se hace mayor a medida que aumenta v. En el caso v =V
todos los objetos en movimiento, vistos desde un sistema en reposo,
se transforman en figuras planas. A velocidades superiores a la de
la luz nuestro analisis pierde todo sentido. Por lo demas, en los
siguientes analisis veremos que fisicamente la velocidad de la luz en
nuestra teoria juega el papel de las velocidades infinitamente
grandes.

Es claro que los mismos resultados son validos para cuerpos en
reposo en el sistema de «reposo», vistos desde un sistema en
movimiento uniforme.

Ademas, imaginémonos uno de los relojes que estan en la capacidad
de indicar el tiempo t cuando se encuentra en reposo con respecto a
un sistema en reposo, y el tiempo t cuando se encuentra en reposo
con respecto a un sistema en movimiento. Supongamos que dicho
reloj esta localizado en el origen de coordenadas de ky esta ajustado
de tal manera que indica el tiempo 7. ;4Qué tan rapido marcara el

tiempo este reloj, si se observa desde el sistema en reposo?
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Entre las cantidades x, ty t que se refieren a la posicion de este reloj

tenemos, obviamente, las siguientes ecuaciones:

Por lo tanto

=i ) == (- G

de donde se deduce que la indicacion del reloj (vista desde el

sistema en reposo) por cada segundo se retrasa
(1- VI=@/VDP)

segundos, es decir, Y2(v/V)? segundos, si nos olvidamos de las
correcciones iguales o superiores al cuarto orden.

De lo anterior se deriva la siguiente consecuencia particular. Si en
los puntos A y B de K existen relojes sincronizados, que se
encuentran en reposo con respecto al sistema en reposo, y movemos

el reloj de A con velocidad v a lo largo de la linea que une A con B, al
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llegar al punto B los relojes ya no estaran sincronizados, sino que el
reloj desplazado de A hasta B mostrara, con respecto al reloj que
desde el principio se encontraba en B, un retraso de Y2tv?/ V2
segundos, donde t es el tiempo que necesita el reloj para pasar de A
a B.

Inmediatamente se ve que este resultado también es valido cuando
el reloj se desplaza desde A hasta B a lo largo de una linea poligonal
arbitraria, incluso cuando los puntos Ay B coinciden.

Si suponemos que el resultado demostrado para una linea poligonal
es valido también para una curva de curvatura continua, obtenemos
la siguiente conclusion: Si en A se encuentran dos relojes
sincronizados y movemos uno de ellos con velocidad constante a lo
largo de una curva cerrada hasta regresar al punto A, utilizando
para ello un tiempo de t segundos, entonces al llegar al punto A el
reloj desplazado mostrara un retraso de “%2t(v/V)? segundos, con
respecto al reloj que ha permanecido inmovil. De aqui concluimos
que un reloj de balance situado en el ecuador de la Tierra debe
andar mas despacio, por una cantidad muy pequena, que un reloj
similar situado en uno de los polos y sujeto a las mismas

condiciones.

§5. Teorema de adicion de velocidades
Consideremos en el sistema k, que se mueve con velocidad v a lo
largo del eje X del sistema K, un punto en movimiento de acuerdo a

las siguientes ecuaciones:
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f"’ll)g Ty
r’ ’wnT)
C““O:

donde wg, y wy son constantes.

Se pretende describir el movimiento del punto con respecto al
sistema K. Si introducimos en las ecuaciones de movimiento del
punto las magnitudes x, y, z, ¢ mediante las ecuaciones de

transformacion derivadas en §3, obtenemos:

'UJ{'*"U
() = ——— L
14+ 55 7
2
@
1+ 5%
z2=10.

Consecuentemente, en nuestra teoria la ley del paralelogramo para
las velocidades es valida uUnicamente a primer orden de

aproximacion. Sea

dz\?* [dy\?
. S 2] =
- () + (&)

W= w£2 + wnz
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Wy
a = arctan —;
Wy

entonces, a se debe considerar como el angulo entre las velocidades

vy w. Un calculo sencillo genera

\/(?)2 + w? + 2vwcos o) — (%)2

1 + vw;:'cz)sa

Es interesante anotar que vy w aparecen de forma simeétrica en la
expresion para la velocidad resultante. Si w también tiene la

direccion del eje X (eje E), obtenemos

V4w
Uz—vw.
1+V7

De esta ecuacion se deriva que de la combinacion de dos
velocidades, ambas menores que V, siempre resulta una velocidad
menor que V. En efecto, si tomamos v=V-Ky w= V-A,donde Ky

A son positivas y menores que V, entonces:

2V —K -\
U=V < V.
2V —K— A+ X2
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Ademas, se deriva que la velocidad de la luz Vno se puede alterar al
combinarla con una «velocidad menor que la de la luz». En este caso

se obtiene

V 4+ w
i
1+V

Para el caso en que v y w tienen la misma direccion también
hubiéramos podido obtener la formula para U aplicando dos de las
transformaciones descritas en §3. Si ademas de los sistemas Ky k
utilizados en 83 introducimos un tercer sistema de coordenadas k’
que se desplaza paralelamente al sistema k y cuyo origen se mueve
con velocidad w sobre el eje E, obtenemos ecuaciones que
relacionan a x, y, z, t con las cantidades correspondientes en k’y

que se diferencian de las encontradas en §3 solamente porque en

lugar de «v»» aparece la magnitud

v+ w
vw
1+‘7§

De aqui se deduce que, como debe ser, dichas transformaciones
paralelas forman un grupo.

Hemos derivado las dos leyes necesarias de la cinematica que
corresponden a nuestros dos principios y ahora procederemos a

mostrar su aplicacion en electrodinamica.
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2. Electrodinamica

§6. Transformacion de las ecuaciones de Maxwell-Hertz para el
espacio vacio. Sobre la naturaleza de la fuerza electromotriz
que aparece con el movimiento en un campo magnético.
Supongamos que las ecuaciones de Maxwell-Hertz para el espacio

vacio son validas en el sistema en reposo K de forma tal que:

10X ON oM 10L 9Y 0z
Vot oy 0z Vot 8z oy
19Y 9L 8N 1M 0Z 98X
Vot oz oz Vot or 0z’
18Z oM oL 10N 98X 9y
Vot oz oy Vot o8y oz’

donde (X, Y, Z) representa el vector de la fuerza eléctrica y (L, M, N)
el de la fuerza magnética.

Si aplicamos a estas ecuaciones la transformacion desarrollada en
83, refiriendo los efectos electromagnéticos al sistema de

coordenadas que se mueve con velocidad v, obtenemos las

siguientes ecuaciones:
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1 ax 93 (N —¢Y) 09(M+$2)
T o1 /_':‘;J - ¢ :
1 08(Y - &N) 9L 08 (N —¢Y)
7% or i = E

1 03(Z + L M) 08 (M +£2) oL
vV ar ¢ - % ’
1 OL as (Y _\) a6 (7 + M)
Vor A B i
133 (M +£7) a3(2+ M)  ox
v Ar - L ac
198(N-%Y)  ax ag (Y — $N)
V 7 N dn aE '
donde
=
v 2
1= (%)

El principio de la relatividad exige ahora que las ecuaciones de
Maxwell-Hertz en el espacio vacio también se cumplan en el sistema
k, si se cumplen en el sistema K, es decir, que los vectores de la
fuerza eléctrica y magnética —(X, Y, Z2) y (L’, M’, N)— del sistema
en movimiento k, que se definen respectivamente mediante sus
efectos ponderomotrices sobre la masa eléctrica y magnética,

satisfacen las siguientes ecuaciones:
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19X 0N oM 1L _oY' 0z
Vor on o' Vor  a  on’
19Y" 9L ON' 1oM'  8Z' oX’
Vveéer o o6’ Vor o o’
192 oM’ oL 1ON' 90X’ Y’
véor 8 on’ Vaor  op o’

Evidentemente, los dos sistemas de ecuaciones derivados para el
sistema k deben representar lo mismo debido a que ambos sistemas
de ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones de Maxwell-Hertz
para el sistema K. Ademas, puesto que las ecuaciones de ambos
sistemas coinciden, con la excepcion de los simbolos que
representan los vectores, deducimos que las funciones que aparecen
en las posiciones correspondientes en las ecuaciones deben
coincidir, con la excepcion de un factor w(v) que es comun para
todas las funciones de uno de los sistemas y es independiente de ¢,
n, ¢ pero eventualmente dependiente de v. Por lo tanto se cumplen

las siguientes relaciones:

X' =y((v)X, L' =y(v)L,
Y' = ¢(v)8 (Y - %N) M =98 (M + ‘VZ) ,
7' = p(v)B (z + ;—;.’w) . N'=y@)B (N - %Y) .

Si calculamos el inverso de este sistema de ecuaciones, primero
resolviendo el sistema recién obtenido y, segundo, aplicando las

ecuaciones a la transformacion inversa (de k a K), caracterizada

Gentileza de Alfredo Pombo 80 Preparado por Patricio Barros



Annus Miribalis www.librosmaravillosos.com

Albert Einstein

mediante la velocidad -v, y consideramos que los dos sistemas de

ecuaciones obtenidos de esta manera deben

obtenemos:

w(v) p(—v) = 1.

Ademas, por razones de simetria tenemos?0

p(v) = p(-v).

por lo que

LP("U) = ]-9

y nuestras ecuaciones toman la siguiente forma:

XX, Lk,
Y' =8 (Y = "7 ) . M =8 (M + “Vz) :
Z'=8 (Z + f‘%M) . N'=8 (N - -&Y) .

Para interpretar estas ecuaciones notemos

ser idénticos,

lo siguiente:

Supongamos que una carga eléctrica puntual tiene el valor «<uno» en

el sistema en reposo K, es decir, cuando se encuentra en reposo con

20 Por ejemplo, si X =Y=Z=L=M=0y N # 0, es claro por razones de simetria que cuando v
cambia su signo sin alterar su valor numeérico, entonces Y' también debe cambiar su signo sin

alterar su valor numeérico.
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respecto al sistema en reposo ejerce una fuerza de una dina sobre
una cantidad de electricidad igual que se encuentra a una distancia
de un cm. De acuerdo al principio de la relatividad, esta carga
eléctrica también tiene el valor «uno» en el sistema en movimiento.
Si esta cantidad de electricidad se encuentra en reposo con respecto
al sistema en reposo, de acuerdo a la definicion, el vector (X, Y, Z) es
igual a la fuerza que actua sobre ella. Si la cantidad de electricidad
se encuentra en reposo con respecto al sistema en movimiento (por
lo menos en el momento relevante), entonces la fuerza que actua
sobre ella, medida en el sistema en movimiento, es igual al vector
(X°, Y, Z). Consecuentemente, las primeras tres ecuaciones
presentadas arriba se pueden expresar mediante palabras de las
siguientes dos maneras:

1. Si una carga eléctrica, puntual y unitaria se mueve en un
campo electromagnético, ademas de la fuerza eléctrica sobre
ella actia una «fuerza electromotriz» que, si despreciamos los
términos multiplicados por las potencias de v/ V de orden dos y
superiores, es igual al producto vectorial de la velocidad de la
carga unitaria por la fuerza magnética, dividido por la
velocidad de la luz (modo de expresion antiguo).

2. Si una carga eléctrica, puntual y unitaria se mueve en un
campo electromagnético, la fuerza que actua sobre ella es igual
a la fuerza eléctrica presente en la posicion de la carga, la cual
se obtiene mediante una transformacion del campo a un
sistema de coordenadas en reposo con respecto a la carga

eléctrica (modo de expresion moderno).
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La analogia es valida para «fuerzas magnetomotrices». Vemos que en
la teoria desarrollada la fuerza electromotriz juega solamente el
papel de concepto auxiliar cuya introduccion se debe al hecho de
que las fuerzas eléctricas y magnéticas no  existen
independientemente del estado de movimiento del sistema de
coordenadas.

Ademas es claro que ahora deja de existir la asimetria mencionada
en la introduccion que aparecia cuando considerabamos corrientes
producidas por el movimiento relativo de un iman y un conductor.
Adicionalmente, las cuestiones relaciones con el «sitio» de las
fuerzas electrodinamicas electromotrices (maquinas unipolares) no

tienen ningun sentido.

§7. Teoria del principio de Doppler y de la aberracion

Supongamos que muy lejos del origen de coordenadas del sistema K
se encuentra una fuente de ondas electrodinamicas, las cuales en la
parte del espacio que contiene el origen se representan con un grado

suficiente de aproximacion mediante las siguientes ecuaciones:

X = Xpsin®, L = Lysin @,

Y =Y,sin®, M =Mysin®, d=uw (t _ “‘r“’#)

Z = Zpsin®, N = Nysin @,

Gentileza de Alfredo Pombo 83 Preparado por Patricio Barros



Annus Miribalis www.librosmaravillosos.com Albert Einstein

Las magnitudes (Xo, Yo, Zo) y (Lo, Mo, No) son los vectores que
determinan la amplitud de la onda y a, b, ¢, son los cosenos
direccionales de las normales de la onda.

Queremos investigar la constitucion de estas ondas cuando son
examinadas por un observador que se encuentra en reposo con
respecto al sistema en movimiento k. Aplicando las ecuaciones de
transformacion para las fuerzas eléctricas y magnéticas derivadas
en 86 y las ecuaciones de transformacion para las coordenadas y el
tiempo halladas en §3, encontramos directamente las siguientes

relaciones

X' = Xysind®’, L' = Lysin®,

7 { v r e ! v s /
Y =3 (YD - -‘73\0) sind®, M =5 (MO + ‘—/Z(,) sin @',
7 v . / ! r v .
7'=8 (z(, S ‘—/M(,) sind, N =8 (!\‘(, - ‘—/Y()) sin &',

! o | (:I
CD'=u,r'(T—u£+an d <)1

donde hemos utilizado que

w = wf (1 - a.E)

‘ Vv
a = a—%
l—a%
b
b = ,
B(1-ay)
J_ c
B(1-ay)
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De la ecuacion para w’se deriva lo siguiente: Si con respecto a una
fuente de luz de frecuencia v, situada a una distancia infinita, un
observador se mueve con velocidad v de forma tal que la linea de
conexion «fuente de luz-observador» forma el angulo con la velocidad
de un observador asociado con un sistema de coordenadas que se
encuentra en reposo con respecto a la fuente de luz, la frecuencia v’
de la luz percibida por el observador esta dada mediante la

ecuacion:

Este es el principio de Doppler para velocidades arbitrarias. Para ¢

= 0 la ecuacion toma la forma clara

Vemos que —a diferencia de la opinion comun— para v = -o,
corresponde v = .

Si denominamos como ¢’ el angulo entre la normal de la onda
(direccion del rayo) en el sistema en movimiento y la linea de
conexion «fuente de luz-observador», la ecuacion para a’ toma la

forma
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v
, CoSp—

COS P = —p——.
1— Fcosp

Esta ecuacion representa la ley de la aberracion en su forma mas

general. Si ¢ = /2, la ecuacion toma la forma sencilla

Todavia debemos encontrar la amplitud de la onda tal como aparece
en el sistema en movimiento. Si denominamos como Ay A’ a la
amplitud de la fuerza eléctrica o magnética medida en el sistema en

reposo y en movimiento, respectivamente, obtenemos la ecuacion

2

: 1 —cosp

A2:A2( Vuz)*
1-(%)

que para @ = 0 se simplifica y toma la forma

A'2:A21_
1+

<lz|<I=

De las ecuaciones desarrolladas se deriva que para un observador
que se aproxima con velocidad V hacia una fuente de luz, dicha

fuente deberla mostrar una intensidad infinita.
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§8. Transformacion de la energia de rayos de luz. Teoria de la
presion de radiacion ejercida sobre un espejo perfecto.

Puesto que A2/8m es la energia de la luz por unidad de volumen, de
acuerdo al principio de la relatividad debemos considerar a A?/8n
como la energia de la luz en el sistema en movimiento. Por lo tanto
A2 [A? seria la relacion entre la energia de cierto complejo de luz
«medida en movimiento» y la «medida en reposo», si el volumen del
complejo de luz medido en K fuera el mismo que el medido en k. Sin
embargo, este no es el caso. Si a, b, ¢ son los cosenos direccionales
de la normal de la onda de luz en el sistema en reposo, a través de

los elementos de superficie de la esfera
(x — Vat)? + (y — Vbt)® + (z = Vet)? = R?

que se desplaza con la velocidad de la luz no pasa ninguna energia.
Por consiguiente, podemos decir que esta superficie encierra
permanentemente el mismo complejo de luz. Nos preguntamos cual
es la cantidad de energia que encierra esta superficie desde el punto
de vista del sistema k, es decir, la energia del complejo de luz con
respecto al sistema k.

Desde el punto de vista del sistema en movimiento la superficie
esférica es una superficie elipsoidal cuya ecuacion para el tiempo t =

Oes

(,85 - a.,B%§)2 + (1) — b,a?%{)g + (C — c;’ﬁ’?—v),{)z =L
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Si S es el volumen de la esfera y S’ el volumen del elipsoide, un

calculo sencillo muestra que

Entonces, si designamos a la energia encerrada por esta superficie
como E, cuando se mide en el sistema en reposo, y como E’, cuando

se mide en el sistema en movimiento, obtenemos la formula

Es notable que la energia y la frecuencia de un complejo de luz
varian con el estado de movimiento del observador de acuerdo a la
misma ley.

Sea el plano de coordenadas ¢ = O una superficie reflectora perfecta
sobre la cual se reflejan las ondas planas consideradas en el ultimo

paragrafo. Nos preguntamos cual es la presion de la luz ejercida
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sobre la superficie reflectora, y la direccion, frecuencia e intensidad
de la luz después de la reflexion.

Supongamos que el rayo incidente esta definido mediante las
magnitudes A, cos @, v (con respecto al sistema K). Desde el punto

de vista de k las magnitudes correspondientes son:

v '
A,_A].—Vcosgo
o\2

v

1-(%)

, CoOsp— 1
cosp = —e————,

1—gcosyp
1—Zcosyp
V’:V_V—

1-(3)"

Si relacionamos el proceso con el sistema k, para la luz reflejada

obtenemos

A" — A
cosy” = —cos ',
v"-=p

Finalmente, aplicando la transformacion inversa para el sistema en

reposo K para la luz reflejada encontramos que
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} g v\ 2
A L= 1?‘3059/2” _ 412 COS(;IO-; (%)
1- (%) L- (%)

v )2 ; v

w cosg’+ (1“’(?) )00555_2?
cosp” = ————— = — ,

1 4 ¢ cos” 1 -2 cosp + (‘V’)2
m_ g ltyoosg’ 1—-2%cosp+ (%)2

- -

La energia (medida en el sistema en reposo) que incide sobre el
espejo por unidad de area y unidad de tiempo esta dada
evidentemente por A2(V cos @ - v). La energia que sale del espejo por
unidad de area y unidad de tiempo es A"'2/8mt (-V cos ¢"' + v). De
acuerdo al principio de la energia, la diferencia entre estas dos
expresiones corresponde al trabajo ejercido por la presion de la luz
en una unidad de tiempo. Si igualamos este trabajo al producto Pv,

donde Pes la presion de la luz, obtenemos

n B
P=2A_2(cos<,o—-‘z)
o 1- (7

De acuerdo con el experimento y con los resultados de otras teorias,

a primer orden de aproximacion obtenemos

2

P=2=— cos?p.
87rcoscp
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Todos los problemas sobre oOptica de cuerpos en movimiento se
pueden resolver aplicando el método utilizado aqui. Lo importante
es que la fuerza eléctrica y magnética de la luz, la cual resulta
influenciada por un cuerpo en movimiento, se transforman a un
sistema de coordenadas que se encuentra en reposo con respecto al
cuerpo. De esta manera cualquier problema relacionado con optica
de cuerpos en movimiento se reduce a una serie de problemas sobre

optica de cuerpos en reposo.

§9. Transformacion de las ecuaciones de Maxwell-Hertz
considerando las corrientes de conveccion.

Comenzamos con las ecuaciones

L, L OX\_ON oM 10L_ov oz
v 1P o Oy 0z’ Vot 0z 0Oy
L L OV\_ oL _ON  10M_07 X
v’ e [T 8z oz Vo ox 0z’
1,07\ _oM oL 1N _0X av
v " "o "8z By Vo oy oz
donde
oX oY o072

p:6m+0y+az

representa 4 veces la densidad eléctrica y (ux, uy, uz) es el vector de

velocidad de la carga eléctrica. Si nos imaginamos las cargas
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eléctricas acopladas de forma invariable a pequenos cuerpos rigidos
(iones, electrones), estas ecuaciones representan el fundamento
electromagnético de la electrodinamica de Lorentz y de la optica de
cuerpos en movimiento.

Si estas ecuaciones son validas en el sistema Ky las transformamos
al sistema k con la ayuda de las ecuaciones de transformacion

derivadas en §3 y §6, obtenemos las ecuaciones

1f ., 0X'\_oN oM oL _ay' oz
v1%€” " ar [T an ~ ac ar o on'
1 ), OY') _ 9L _oN' oM’ 87 axX'
v1™? T [T ¢ e ar 0 aC’
1f . 02\ oM v aN' _ 8X' Y’
vI%? " [T e on ar  on o’
donde
Uy —V -
-
Uy i /),=6X'+0Y'¢OZ':B(I_UUI)I)
B(l-wp) TR TR V2
U
ULV =Uc.
8(1- %)

Puesto que —como se deduce del teorema de adicion de velocidades
(85)— el vector (ug us, ug no es nada mas que la velocidad de las
cargas eléctricas en el sistema k, de esta forma se demuestra que,
en base a nuestros principios cinematicos, el fundamento

electrodinamico de la teoria de Lorentz para la electrodinamica de
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cuerpos en movimiento esta de acuerdo con el principio de la
relatividad.

Ademas, quisiéramos anotar brevemente que de las ecuaciones
desarrolladas se puede derivar con facilidad la siguiente ley
importante: Si un cuerpo cargado eléctricamente se mueve de forma
arbitraria en el espacio sin alterar su carga, cuando se observa
desde un sistema de coordenadas que se desplaza junto con el
cuerpo, entonces su carga también permanecera constante cuando

se observa desde el sistema en «reposo» K.

§10. Dinamica de un electron (acelerado lentamente).

En un campo electromagnético se mueve una particula puntual (que
llamaremos electron) provista de una carga eléctrica € y sobre su
movimiento suponemos lo siguiente:

Si el electron se encuentra en reposo en un momento dado, en los
instantes de tiempo subsiguientes el movimiento se desarrolla de

acuerdo a las ecuaciones

d?x
[4@ - c“:X
d?y
Wae =Y
d?z
— =g,
/‘ldtg E4,

donde x, y, z son las coordenadas del electron y u es su masa,

siempre y cuando el movimiento sea lento.

Gentileza de Alfredo Pombo 93 Preparado por Patricio Barros



Annus Miribalis www.librosmaravillosos.com Albert Einstein

En segundo lugar, supongamos que en cierto momento el electron
posee la velocidad v. Buscamos la ley de acuerdo a la cual se mueve
el electron en los instantes de tiempo inmediatos.

Sin alterar la generalidad del analisis podemos y queremos asumir
que el electron, en los momentos en que lo observamos, se
encuentra en el origen de coordenadas y se mueve a lo largo del eje
X del sistema K con velocidad v. Entonces es claro que en un
momento dado (¢t = 0) el electron se encuentra en reposo con
respecto a wun sistema de coordenadas que se desplaza
paralelamente a lo largo del eje X con velocidad v.

De la suposicion descrita arriba en relacion con el principio de la
relatividad es claro que desde el punto de vista del sistema ky para
los momentos de tiempo subsiguientes (valores pequenos de ) el

movimiento del electron se describe mediante las ecuaciones

d* /
Koz =X

d*n

— =Y’
Harz =°

d*( ,
/LF =£Z A

donde las magnitudes & 7, ¢ 1, X’, Y’, Z’ se refieren al sistema k. Si
ademas fijamos que para t=x=y=z=0debasert={=n= =0,
entonces tienen validez las ecuaciones de transformacion de §3 y §6

de forma tal que obtenemos
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=,8(t—%:c),
£ = B(x — vt), X'=X,
n=uy, Y’=,B(Y—%N),
E=2, Z’=;3(Z+%M).

Con ayuda de estas ecuaciones transformamos las ecuaciones de

movimiento del sistema k al sistema Ky obtenemos como resultado

2 s )] T
(4) i F =55 -3N),
d2z _ e1 v

Asumiendo el punto de vista comun nos preguntamos cual es la
masa «longitudinal» y «transversal» del electron en movimiento.

Primero escribimos las ecuaciones (4) en la forma

2
u3? % =eX =eX/,
d?%y v
2 g _ VN
B g =B (Y - V) =¥’
d2
u3? d_tf =¢ef (Z + EM) =g,
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y luego notamos que €X’, €Y’, €Z’ son las componentes de la fuerza
ponderomotriz que actiia sobre el electron, vistas desde un sistema
que en ese momento se mueve junto con el electron a la misma
velocidad. (Esta fuerza se podra medir, por ejemplo, mediante una
balanza de resorte que se encuentre en reposo en este ultimo
sistema). Si ahora llamamos a esta fuerza simplemente «la fuerza

que actua sobre el electron» y mantenemos la ecuacion
masa X aceleracion = fuerza
y, ademas, decidimos que las aceleraciones deben ser medidas en el

sistema en reposo K, de las ecuaciones mencionadas arriba

obtenemos

masa longitudinal =

1
masa transversal = —— .
1- (%)
%

Naturalmente, si se utilizaran otras definiciones para la fuerza y la
aceleracion, encontrariamos otros valores para las masas. De aqui
vemos que se debe ser muy cuidadoso cuando se comparan
diferentes teorias del movimiento del electron.

Notese que estos resultados sobre la masa también son validos para

puntos materiales ponderables, porque un punto material
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ponderable se puede convertir en un electron (en nuestro sentido),
adicionandole una carga eléctrica tan pequernia como se quiera.

Ahora determinaremos la energia cinética del electron. Si un
electron se mueve partiendo del reposo desde el origen de
coordenadas del sistema K a lo largo del eje X bajo la accion de una
fuerza electrostatica X, es claro que la energia extraida del campo
electrostatico tiene el valor de [eX dx. Puesto que el electrén se debe
acelerar lentamente y, por lo tanto, no debe emanar energia en
forma de radiacion, la energia extraida del campo electrostatico se
debe igualar a la energia de movimiento W del electron. Teniendo en
cuenta que durante todo el proceso de movimiento bajo
consideracion se puede aplicar la primera de las ecuaciones (4),

obtenemos
W = /&:X dx = u/ BPude = uV? —— ]
0 _

Para v = V la energia W crece infinitamente. Como en nuestros
resultados anteriores, velocidades superiores a la de la luz no tienen
ninguna posibilidad de existencia.

En virtud del argumento mencionado arriba, esta expresion para la
energia cinética también debe ser valida para masas ponderables.
Ahora enumeraremos las propiedades del movimiento del electron
que se derivan del sistema de ecuaciones (A) y que podrian ser

sometidas a experimentos:
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1. De la segunda ecuacion del sistema (A) se deduce que una
fuerza eléctrica Y y una fuerza magnética N actian con la
misma intensidad de deflexion sobre un electron que se
mueve con velocidad v, cuando se cumple que Y = Nv/V.
Entonces vemos que de acuerdo a nuestra teoria es posible
determinar la velocidad del electron a partir de la relacion
entre la deflexion magnética Am y la deflexion eléctrica Ae,

utilizando la ley

Am v

A,V

Esta relacion puede ser probada en el experimento porque la
velocidad del electron también se puede medir directamente,
por ejemplo, mediante campos eléctricos y magnéticos que
oscilan rapidamente.

2. De la derivacion de la energia cinética para el electron se
deduce que entre la diferencia continua de potencial y la
velocidad v adquirida por el electron debe existir una relacion

de la forma

P:/Xd:zrzgv2 —— -1
1-(%)
3. Calculemos el radio de curvatura R de la trayectoria cuando
existe (como unica fuerza de deflexion) una fuerza magnética
N que actua de forma perpendicular a la velocidad del

electron. De la segunda de las ecuaciones (A) obtenemos
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di2 R uV vV
o
R:VQE % i
€ w2 N
1- (%)

Estas tres relaciones representan una expresion completa para las
leyes que debe cumplir el movimiento de un electron, de acuerdo a
la teoria presentada aqui.

Finalmente quisiera anotar que durante el trabajo realizado para
analizar los problemas aqui presentados he contado con la fiel
asistencia de mi amigo y colega M. Besso a quien agradezco por

algunas sugerencias valiosas.
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Articulo 4

cDepende la masa inercial de la Energia?™

El resultado de la investigacion sobre una electrodinamica que
publiqué recientemente en estos anales?!, lleva a una conclusion
muy interesante, que deberia desarrollarse aqui.

He basado mi investigacion en las ecuaciones de Maxwell-Hertz para
el espacio vacio, junto con la expresion maxweliana para la energia
electromagnética en el espacio, y, ademas, en el principio de que las
leyes por las que se altera el estado de los sistemas fisicos son las
mismas cuando se expresan en dos sistemas de coordenadas
distintos que se desplazan en movimiento uniforme y rectilineo.
(Principio de Relatividad). En base a estos conceptos obtuve el
siguiente resultado:

Sea un sistema de ondas planas de luz expresado en el sistema de
coordenadas (x, y, z) que posee energia E; sea ¢ el angulo que la
direccion de propagacion de las ondas forma con el eje x del
sistema. Si introducimos entonces otro sistema de coordenadas (¢,
n, { moviéndose en traslacion rectilinea y uniforme con respecto al
sistema (x, y, 20 y manteniendo su origen de coordenadas en
movimiento a lo largo del eje x con velocidad v, entonces, esta

cantidad de luz medida en el sistema (¢, n, { tiene la energia

21 A. Einstein, Ann. d. Phys. 17. p. 891. 1905.
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o :
1 —=cosgp

1- (2

E'=E

donde c es la velocidad de la luz. Haremos uso de este resultado en
lo que sigue.

Consideremos un cuerpo estacionario con respecto a (x, y, 2z) y sea
Ep su energia en dicho sistema. Sea también Eo* la energia de dicho
cuerpo medida en el sistema (¢, 1, J que se mueve con velocidad v.
Este cuerpo envia, en la direccion que forma un angulo ¢ con el eje
x, ondas planas de luz, de energia E/2 medida en el sistema (x, y,
z), y simultaneamente, envia una cantidad igual de luz en la
direccion opuesta. Mientras tanto, el cuerpo permanece en reposo
con respecto al sistema (x, y, 2). Por el Principio de constancia de la
velocidad de la luz, las ecuaciones de Maxwell pueden aplicarse a
este proceso (pues las ecuaciones de Maxwell contienen
implicitamente el Principio de Relatividad).

Si llamamos E, y E,* a la energia no emitida, medida,
respectivamente, en el sistema (x, y, 2) y en el sistema (§, n, {

entonces, empleando la relacion antedicha obtenemos:

E FE
2 2

Bo= Byt |2+ 7

El——cosgo bl+ 100089 o

Eq =E;
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Por sustraccion, obtenemos la relacion

Las dos diferencias que aparecen, de la forma Eo* - Eo , Ey* - Ep
tienen un significado fisico sencillo. Eo* y Eo son los valores de la
energia del mismo cuerpo referida a dos sistemas de coordenadas
que estan en movimiento relativo, manteniéndose el cuerpo en
reposo con respecto a uno de los dos sistemas (x, y, 2). Asi, esta
claro que la diferencia de energia, Eo* - Eo , Ep* - Ep , difiere de la
energia cinética T del cuerpo con respecto al sistema (¢, 1, { solo en
una constante arbitraria C, que depende solo de la eleccion
arbitraria de las constantes aditivas para las energias Eo* y Eo. Por

tanto, podemos anotar:

ES—E0=T0+C
E-E,=T,+C

p

donde la constante C no cambia durante la emision de luz. Tenemos

entonces
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La energia cinética del cuerpo con respecto al sistema (¢ 71, {
disminuye como resultado de la emision de luz, y la magnitud de
esta disminucion es independiente de las propiedades del cuerpo.
Es mas, la diferencia To - T, disminuye con la velocidad. Podemos
desarrollar la anterior expresion, desechando aproximaciones de

cuarto orden:

T T E v?
== g

y de esta ecuacion se sigue inmediatamente que si un cuerpo emite
energia E en forma de radiacion, su masa disminuye la cantidad
m= E/c2.

Evidentemente, el hecho de que la energia que emite el cuerpo se
convierta en radiacion no impide que lleguemos a la conclusion de
que la masa de un cuerpo es la medida de su contenido energético.
Si la energia cambia en una cantidad AE, la masa cambiara en el
mismo sentido que el cambio energético en Am = AE/c2. Si ¢ = 3 X
1019 cm/s la energia se mediria en este caso en ergios y la masa en

gramos.
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No es imposible que en los cuerpos cuyo contenido energético varia

(por ejemplo en las sales de radio), la teoria pueda ponerse a prueba

con éxito.

Si la teoria se corresponde con los hechos, puede afirmarse, por

tanto, que la radiacion emitida modifica la masa del cuerpo emisor.
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i Primer articulo, publicado en Annalen der Physik, n® 17, con fecha de 17 de marzo de 1905,
paginas 132-148.

A partir de 1887, con los trabajos de Heinrich Hertz, se habian descubierto algunos hechos
sorprendentes que se denominaban efecto fotoeléctrico y que hasta la publicacion de este
articulo nadie habia podido explicar: la emision de electrones por un metal cuando sobre él
incidia radiacién luminosa, ya sea en el visible o en el ultravioleta; la fotoconductividad o
aumento de la conductividad eléctrica de un material cuando se produce la incidencia de esta
radiacion; y, también, el denominado efecto fotovoltaico, por el que parte de la energia de la luz
incidente se convertia en energia eléctrica.

En este articulo el autor establece el concepto de cuanto o corpusculo de luz (fotén), mostrando
como, mediante esta idea, puede explicarse el problema del efecto fotoeléctrico, hasta entonces
no resuelto. La explicacién definitiva requeriria de los trabajos de Planck y de los fisicos que
comenzaron a desarrollar en esos afios la incipiente Mecanica Cuantica.

Son muchisimas las aplicaciones practicas que se derivaron de este descubrimiento en los afos
siguientes: células fotoeléctricas, rayo laser, etc.

¥y ) S
4 ] 4 =)
(., f

“\—‘7‘ // / /'
3 P o © P, ®o

Diagrama ilustrando la emisién de los electrones de una placa metdlica, requiriendo de la energia
absorbida de un foton.

i Segundo articulo, publicado en Annalen der Physik, n° 17, con fecha de 11 de mayo de 1905,
paginas 549-560.

Ya en el afio 1827 un botanico escocés, Robert Brown, habia descubierto que los granos de
polen se movian al flotar en un liquido en reposo. Los granos que flotan presentaban un
movimiento impredecible a pesar de que el liquido estaba en total reposo. Aunque se intento
explicar el fenéomeno durante décadas, nunca se habia conseguido una explicacion aceptable
del mismo. Al mismo tiempo, existia una enorme controversia sobre la existencia real de los
atomos.

La explicacion que da Einstein en este articulo de 1905 es que los granos de polen que vio
Brown se mueven porque las particulas microscopicas que los forman colisionan, como si
fueran bolas de billar, con las particulas que forman el agua. La existencia de esas particulas
microscopicas, los atomos, quedaria, por tanto, probada. Explica, pues, el fenémeno haciendo
uso de las estadisticas del movimiento térmico de los atomos individuales que forman el fluido.
La explicacion de Einstein proporcionaba una evidencia experimental incontestable sobre la
existencia real de los atomos. Se convertiria, en definitiva, este articulo, en una de las bases de
la Mecanica Estadistica y de la Teoria Cinética de los Fluidos.
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EI Movimiento browniano se observa en particulas que flotan en un liquido en reposo.

ii Tercer articulo, publicado en Annalen der Physik, n°® 17, con fecha de 30 de junio de 1905,
paginas 891-920.

Einstein en este articulo introduce la teoria de la relatividad especial o restringida, haciendo un
estudio del movimiento de los cuerpos en ausencia de interacciones gravitacionales. Se resuelve
el problema abierto con el experimento de Michelson y Morley, por el que se tuvo la certeza de
que las ondas de luz se movian en ausencia de medio.

Algunas de las formulas fundamentales de este articulo ya habian sido introducidas por
Hendrik Lorentz en 1903 a fin de dar una formulacién matematica a una conjetura hecha por
George Fitzgerald en 1894 a la vista del experimento de Michelson y Morley, segiin la cual tal
experimento podria explicarse claramente si los cuerpos se contraen en la direccién del
movimiento.

Las ideas basicas que se muestran en el articulo son la reformulacién del principio de
simultaneidad de Galileo, por el que las leyes de la fisica han de ser invariantes para todos los
observadores que se mueven relativamente a velocidad constante; y que la velocidad de la luz es
constante para cualquier observador y no depende del movimiento del foco emisor.

La teoria que plantea el articulo se denominaria mas tarde «teoria especial de la relatividad» o
«teoria de la relatividad restringida» para distinguirla de la «teoria de la relatividad general», que
seria formulada por el mismo Einstein en 1915 y en la que se consideran ya los efectos de la
gravedad y la aceleracion.
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Grdfico del Cono de luz que describe el espacio cuadrimensional: el eje horizontal (el plano) figura
las tres dimensiones espaciales, y en el eje vertical la dimension temporal.
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v Cuarto articulo, publicado en Annalen der Physik, n® 17, con fecha de 27 de septiembre de
1905, paginas 639-641 Muestra como una particula con masa posee un tipo de energia,
«energia en reposo», distinta de las clasicas energia cinética y energia potencial.
Deduce Einstein en el articulo que, llamando L a la energia emitida por un cuerpo, y c a la
velocidad de la luz, la variacion de masa del cuerpo es

m=1L/c?
lo que implica que la energia E de un cuerpo en reposo es igual a la masa multiplicada por el
cuadrado de la velocidad de la luz.

E = mc2
Hoy se acostumbra a interpretar la féormula de la energia como que la materia puede convertirse
en energia, y, reciprocamente, la energia se convierte en materia. Habriamos de interpretar el
principio de conservacion de la energia afirmando la constancia en un sistema cerrado de la
masa mas la energia.
Las consecuencias de esto son harto conocidas, en particular, por sus extraordinarias
consecuencias hemos de mencionar la produccién de energia nuclear. La cantidad de energia
liberada por la fisiébn de los nucleos atémicos se calcula como el producto de multiplicar el
cuadrado de la velocidad de la luz por la diferencia entre la masa inicial y la masa de los
productos de la fisién.
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La fisién nuclear es la division del niicleo de un atomo y esta produce energia. Una vez fisionado
el dtomo, la suma de la masa de los fragmentos es menor que la masa del dtomo original. Esta
pérdida de masa es la energia que se obtiene del proceso.
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