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Resena

René Descartes, (La Haye en Touraine, 31 de marzo de 1596 -
Estocolmo, Suecia, 11 de febrero de 1650), fue wun filésofo,
matematico y fisico francés, considerado como el padre de la
filosofia moderna, asi como uno de los protagonistas con luz propia
en el umbral de la revolucion cientifica.

Muchos elementos de la filosofia de Descartes tienen precedentes en
el aristotelismo tardio, el estoicismo o en filosofos medievales como
San Agustin. En su filosofia natural, rechaz6 cualquier apelacion a
los fines finales, divinos o naturales, al explicar los fenomenos
naturales en términos mecanicos. En su teologia, insiste en la
libertad absoluta del acto de creacion de Dios. Al negarse a aceptar
la autoridad de filosofos anteriores, Descartes con frecuencia
distingue sus puntos de vista de los filosofos que lo precedieron.
Afirmo un dualismo sustancial entre el alma y el cuerpo, rompiendo
con la tradicion aristotélica. Su declaracion filosoéfica mas conocida
es "Pienso, luego existo" (en latin: cogito, ergo sum), que se
encuentra en Discurso del método (1637) y en Principios de la
Filosofia (1644).

Descartes sento las bases para el racionalismo moderno del siglo
XVII, mas tarde defendido por Spinoza, Malebranche y Leibniz,
contraria a la escuela empirista inglesa compuesta por Hobbes,
Locke, Berkeley y Hume. La influencia de René Descartes en las
ciencias y matematicas es igualmente evidente. Hizo contribuciones

en fisica y optica. Al igual que Galileo, se unio al sistema
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cosmologico copernicano. El sistema de coordenadas cartesianas se
nombra después de €él. Se le acredita como el padre de la geometria

analitica, el puente entre el algebra y la geometria, utilizado en el

descubrimiento del calculo infinitesimal.
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Introduccion

Situado entre los grandes pensadores de todos los tiempos, el
francés René Descartes posee una importancia nada desdenable
para la historia de las ideas: fue uno de los primeros autores —si no
el primero— que defendidé el uso sistematico de tarazon para
abordar el estudio de las ciencias naturales. No resulta exagerado
afirmar que su obra resulté decisiva para abrir una nuera via
intelectual en la que el pensamiento ocuparia un lugar central. Las
ideas de Descartes desempenaron un papel fundamental en la
construccion de la ciencia y la filosofia modernas, que darian lugar
a una forma de aproximarse a la realidad que aun pervive.

Si excepcional es la importancia del pensamiento cartesiano, no lo
es menos su riqueza y diversidad. Descartes se interesé por
cuestiones propias de ambitos tan diversos como la epistemologia,
la ética, la teologia, la moral y las ciencias, entre otros. De este
modo, si durante su juventud se dedico al estudio de fenomenos
fisicos y naturales —sobre todo de tipo luminico y sonoro—, en su
madurez centro su interés en los dos ambitos por los que ha pasado
a la posteridad: la filosofia y las matematicas. Los cuatro capitulos
que componen este libro analizan las bases matematicas sobre las
que se cimento su filosofia y que dieron lugar al origen de una
nueva rama de las ciencias exactas: la geometria analitica.

El primer capitulo del libro esta dedicado a las primeras etapas de
la vida del autor. Se repasan los anos de infancia, adolescencia y

juventud de Descartes, quien se educo en La Fléche, un colegio
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jesuita de élite, y combatio en Holanda y Alemania como mercenario
en la Guerra de los Treinta Anos. De aquel entonces data su
primera obra de caracter matematico: un tratado sobre musica
dirigido a su amigo el fisico y matematico Isaac Beeckman, a quien
habia conocido en Breda durante la campana militar holandesa. Ese
trabajo dio su respuesta a un problema primordial de la época,
como era el de la creacion de una escala musical.

También de su época de juventud son dos creaciones con las que el
filosofo resolvio varios problemas clasicos de geometria y construyo
curvas novedosas, distintas de las circunferencias: el mesolabio
angular y el compas trisector, instrumentos que le permitieron
aventurar que todos los problemas de geometria en el plano sobre
rectas y circulos podian resolverse mediante ecuaciones de distinto
grado.

Esos estudios tan practicos condujeron a Descartes a sentar las
bases de su filosofia, tal como quedaron establecidas en su célebre
Discurso del método. Ademas de exponer las normas fundamentales
que rigieron su pensamiento, en esta obra el filosofo propuso la
maxima sobre la existencia mas famosa y cierta de la historia-
«pienso, luego existor. El hecho de que fuese el pensamiento y no
Dios lo que ocupara el papel central de su discurso filoséfico causo
a Descartes algunos problemas morales y politicos que le
condujeron a una especie de exilio voluntario en Holanda, donde
pudo trabajar con mayor libertad.

El segundo capitulo del libro se abre con una vision panoramica de

la notacion simbodlica del siglo XVII. Si las matematicas poseen un
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lenguaje técnico y conciso es porque a lo largo del tiempo unos
signos se han impuesto a otros.

En la época de Descartes, el signo de igualdad ahora utilizado en
todo el mundo no era corriente ni siquiera en Europa. El pensador
francés no lo utilizaba. De igual forma, las potencias tampoco se
escribian como se hace en la actualidad, pero Descartes fue
precursor en el uso de su notacion moderna. También lo fue en algo
conceptualmente mas importante como es el hecho de considerar
que un numero elevado al cuadrado no tiene por qué representar un
area

En la segunda parte del capitulo se exponen los fundamentos de la
geometria analitica, la mas relevante de las aportaciones
matematicas cartesianas. Ahora bien, cabe senalar que Descartes
no fue el Unico padre de esta rama de la geometria, pues comparte
el mérito con su compatriota Pierre de Fermat. En la geometria
analitica cada ecuacion algebraica es una figura del plano y cada
figura del plano posee una ecuacion algebraica, y tanto Descartes
como Fermat hicieron visible el algebra e hicieron hablar a la
geometria. Por este motivo, ambos matematicos son considerados
responsables de relacionar una y otra para dar vida a la geometria
analitica

El capitulo 2 se cierra con el problema del trazado de la recta
tangente a una curva. Sin duda se trata de uno de los problemas
cruciales de toda la historia de las matematicas, que tanto
Descartes como Fermat resolvieron, aunque desde perspectivas

distintas, hecho que provocé una polémica sobre la autoria de la
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solucion. En una época en la que las publicaciones cientificas se
producian a un ritmo distinto que los descubrimientos, eran
frecuentes los enfrentamientos como el que hubo entre ambos.

El tercer capitulo del libro esta dedicado al estudio cartesiano de la
luz. En €l se repasa la manera en que Descartes descubrio la ley de
refraccion de la luz —aunque expresandola de una forma distinta al
matematico y astronomo holandés Willebrord Snel van Royen—y
pone acento en el modo en que explico uno de los fenomenos
meteorologicos mas bellos y extraordinarios que se conocen: el
arcoiris.

Protagonista de este capitulo es Isabel de Bohemia, princesa del
Palatinado, una mujer unos veinte anos mas joven que Descartes,
con quien el filésofo mantuvo una relacion epistolar. La
correspondencia, centrada en buena medida en cuestiones
matematicas y filosoficas, permite entrever unos sentimientos de
atraccion amorosa por parte del pensador francés que no fueron
correspondidos por la princesa. Al margen de cuestiones
sentimentales, algunas cartas tratan acerca del llamado «teorema de
Descartes», referido a la condicion que deben cumplir tres circulos
para ser tangentes dos a dos.

El capitulo 4 repasa la importancia de Descartes tras su muerte y la
influencia que su obra y su pensamiento ejercieron sobre
matematicos posteriores. El libro estudia como Isaac Newton y
Gottfried Leibniz abordaron el ya citado problema del calculo de la
tangente a una curva que Descartes y Fermat habian resuelto

siguiendo vias distintas. Dando un paso mas alla, Newton y Leibniz
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desarrollaron un algebra infinita con la que expresaban cualquier
funcion mediante una suma infinita de términos. El trabajo de
ambos —sumado a las aportaciones de John Wallis e Isaac
Barrow— hizo posible la creacion del calculo diferencial que
permitio resolver de forma definitiva el problema que suponia hallar
el area encerrada por una curva. Ahora bien, cabe senalar que la
principal aportacion de Newton y Leibniz fue de caracter
metodologico. Y precisamente fue debido al hecho de otorgar una
importancia primordial al método por lo que se situaron en la estela
de Descartes.

En el capitulo que cierra el libro también se aborda un problema
referente a los poliedros tratado por Descartes, que el fisico y
matematico aleman Leonhard Euler acabo por completar y que se
resume en la formula segun la cual el numero de caras de cualquier
poliedro convexo menos su numero de aristas mas su numero de
veértices sera siempre igual a 2. Se trata de una célebre relacion que
se conoce con el nombre de «caracteristica de Euler-Descartes».
Cabe senalar, por ultimo, que la influencia del matematico y filosofo
francés, patente en una gran diversidad de ambitos, no ha
permanecido ajena al campo de la educacion. Asi, por ejemplo,
resulta posible constatar que los preceptos del método cartesiano se
encuentran en perfecta sintonia con la metodologia de resolucion de
problemas elaborada por George Polya a mediados del siglo XX.
Gracias a las aportaciones de este influyente profesor de origen

hungaro, que tan fundamentales han resultado para la transmision

9 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

del conocimiento matematico, el legado de René Descartes aun
conserva su vigencia a principios del siglo XXI.

No resulta extrano que Descartes siga interpelandonos casi cuatro
siglos después de la publicacion del Discurso del método. Su obra,
de caracter seminal, senté bases de una nueva metodologia para
comprender y explicar el mundo que nos rodea. Gracias a ella, hizo
posible la configuracion de una manera de pensar renovadora, en la
que las matematicas desempenan un papel importante. El filosofo
francés contribuyo de forma decisiva a edificar el pensamiento

moderno, el cual, en muchos sentidos, continta siendo el nuestro.
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Cronologia
René Descartes nace el 31 de marzo en La Haye en Touraine,
Francia Es el cuarto hijo de Jeanne Brochara, y Joachim
Descartes, consejero en el Parlamento de Bretana.
Es Internado en el colegio jesuita de La Fléche.
Termina su formacion en La Fléche e inicia sus estudios en
Poitiers.
René Descartes obtiene la licenciatura en Derecho por la
Universidad de Poitiers.
Se alista en el ejército de Mauricio de Nassau, en Holanda,
para combatir en la Guerra de los Treinta Anos, donde conoce
al cientifico e investigador Isaac Beeckman.
Descartes se enrola en el ejército de Maximiliano de Baviera.
La noche del 10 al 11 de noviembre, acampado en Neoburgo,
a orillas del rio Danubio, tiene tres suenos que le cambiaran
la vida. En ellos vislumbra las bases de wuna ciencia
admirable, tal y como la describe en su Olimpica,
Trabaja en cuestiones de optica y geometria.
Descartes se registra como filésofo en la Universidad de
Franeker (situada en Frisla) y estudia metafisica Se traslada a
Amsterdam en otono.
Se inscribe en la Universidad de Leiden como matematico.
Entabla amistad con Constantin Huygens, padre del célebre
fisico Christiaan Huygens.
Resuelve el llamado «problema de Pappus», considerado origen
de la creacion de la geometria analitica.
Publicacion del Discurso del método, en Holanda. Uno de los
anexos a ese ensayo filosofico es La geometria, considerada la
publicacion germinal de la geometria analitica. Se instala en

la poblacion holandesa de Santpoort.
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1641 El 15 de marzo se publican las Meditaciones metafisicas.

1643 Inicia una relacion epistolar con la princesa Isabel de
Bohemia y del Palatinado, que se prologara hasta la muerte
del filosofo.

1644 Publicacion de sus Principios de filosofia, dedicados a la
princesa Isabel.

1649 Gracias a la mediacion de su amigo Pierre Chanot, Cristina de
Suecia le invita a Estocolmo para que le de clases y funde una
academia cientifica.

1650 El 1 de febrero entrega a la reina Cristina los estatutos para la
creacion de una academia de ciencias. El dia siguiente, ya
enfermo, debe guardar reposo. Fallece el dia 11 de ese mismo

mes y es enterrado en Estocolmo.
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Capitulo 1
De la matematica pitagorica a la cartesiana
Como los de tantos otros pensadores, los inicios de
Descartes en las matemadticas fueron pitagoricos,
seguramente como consecuencia del pensamiento
imperante en el ambito académico del colegio jesuita
donde estudié. La perspectiva de que «todo es numero»

marcaria sus primeros escritos cientificos.

Cuando Descartes nacio el 31 de marzo de 1596 en La Haye en
Touraine, el sistema solar conocido acababa en Saturno y existia
una seria controversia entre los partidarios del heliocentrismo y los
del geocentrismo, una disputa que no se zanjarla basta 1633,
formal y temporalmente, con la condena y retractacion de Galileo
Galilei (1564-1642). A pesar de ello, el fisico y astronomo italiano no
tenia duda alguna que la Tierra giraba alrededor del Sol. De hecho,
dos décadas antes, Galileo habia descubierto los satélites de
Jupiter, lo que causo6 gran impacto en Europa, pues por vez primera
se hallaban astros que no obedecian la teoria geocéntrica del
universo. Sin embargo, esta perspectiva heliocéntrica contravenia el
pensamiento aristotélico y el poder de la Iglesia, que entonces
supeditaba todo el conocimiento a una voluntad divina. Cualquier
ataque o, incluso, la simple duda contra ella, era tenido por herejia
y merecia condena. Y las condenas eran potestad de la autoridad
depositaria del conocimiento, totalitario y reglamentado. La ciencia

estaba supeditada a la teologia.
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En 1596 hacia apenas un siglo que se habia descubierto Ameérica,
hecho que habia cambiado no solo la concepcion del mundo, sino
también aspectos practicos como la dieta de quienes vivian en él.
Fue un acontecimiento tan extraordinario como si hoy se supiera de
la existencia de un nuevo planeta habitado.

Descartes fue el cuarto hijo de una familia bien acomodada de la
baja nobleza. Su padre, Joachim, era abogado y consejero en el
Parlamento de Bretana. Su madre, Jeanne Brochard, murio a los
trece meses de nacer René, el 13 de mayo de 1597. Su nombre
completo era, pues, René Descartes Brochard. De la version latina
de su nombre, Renatus Cartesius, deriva el adjetivo «cartesiano» con
el que se denominan sus obras y algunas de sus producciones. Sin
duda, la mas popular de ellas es el sistema de coordenadas
cartesiano —o0 ejes cartesianos— que sirve de referente a los
elementos geométricos en el plano, también llamado, a menudo,
plano cartesiano.

A los once anos, en 1607 (o en 1605, segun algunos biografos), su
padre lo interno en el colegio de La Fléche, que habia sido fundado
por el monarca Enrique IV cuatro anos antes y que era regido por la

Compania de Jesus.

La importancia de la educacion

Descartes habia nacido en una época convulsa, un periodo en el
que la Iglesia se hallaba en plena reaccion contra la reforma
protestante que Martin Lutero habia iniciado en el siglo XVI. La

division del cristianismo en catdlicos y protestantes fue la
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consecuencia de una fase de interrogantes en el seno de la Iglesia
en los que esta se planteaba cuestiones como hasta qué punto debia
hacer ostentacion de sus riquezas y permitir el acceso a sus

documentos, la educacion era un tema candente.

Retrato anénimo de René Descartes, datado de 1620, en el que el

retrato del filésofo muestra todavia un aspecto juvenil.

Lutero se preocup6 mucho por ella, pues se planteé un sistema en
el que la autoridad civil deberia proveer de escuelas y asegurar que
los padres enviasen a sus hijos a ellas. Por tanto, un derecho que
hoy en dia goza de reconocida universalidad y democracia era algo
todavia por instaurar a mediados del siglo XVI.

En Francia existian los colléges, en los que se educaba a la

burguesia de la época y que servian tanto de distintivo de estatus
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(La Fléche era uno de ellos) como de medio para el ascenso social de
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Durante la infancia de Descartes, a principios del siglo XVII, la
educacion académica continuaba en manos de la Iglesia, aunque
esta no se llevaba a cabo en los propios templos.

Coincidente en el tiempo, y a partir de su aprobacion papal de 1640,
la Compania de Jesus habia comenzado un proceso de expansion
en la que la fundacion de centros educativos fue una de sus
prioridades. Los jesuitas aprovecharon ese rol perverso de los
colegios para hacerse cargo de la tarea educativa. Precisamente, el
rey Enrique IV de Francia tuvo como guia espiritual y confesor a un
jesuita y fue quien facilito la cesion de los colegios a la Compania.
De este modo, los colléges pasaron de educar a la burguesia
cortesana a educar a la élite cristiana. El resultado no diferia mucho
del anterior, pues los ex alumnos de los jesuitas fueron quienes
ocuparian los cargos mas relevantes de la vida publica. No es de
extranar que el padre de Descartes quisiese eso para su hijo y que
este dejase la casa de su abuela, en la que vivia, para ser internado
en La Fléche, donde ya estudiaba su hermano mayor, Pierre.

La vida del adolescente Descartes como interno en La Fléche se
desarrollo dentro de los limites del centro, es decir. Con pocas y
breves salidas al exterior. El sistema educativo imperante en las
escuelas jesuitas de entonces era muy rigido y se basaba en la
autodisciplina, aunque ello no impidiese tomar en consideracion las
ideas pedagogicas de Erasmo de Rotterdam (1466-1536), en las que
predominaba mas el refuerzo que el castigo. Asi, se promovia entre

los estudiantes. La emulacion de modelos positivos con premios y
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distintivos publicos. En cualquier caso, se trataba de un régimen de
internado, en el que los alumnos no disponian de los fines de
semana para pasar con las familias y las vacaciones eran
inversamente proporcionales al nivel educativo.- podian reducirse a

apenas una semana a lo largo de un curso completo.

Escultura del pensador emplazada frente al ayuntamiento de la
poblacion de Descartes, antiguamente conocida como La Haye en

Touraine.
La lengua académica era el latin. Utilizar otra merecia castigo.

Curiosamente, el idioma que escogio Descartes para redactar sus

obras fue el francés, con el fin de llegar al mayor publico posible.
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Un método precursor
El teologo y critico literario Adrien Baillet (1649-1706), en su
biografia de Descartes publicada en 1691, describe que los
companeros de clase del futuro filosofo hacian referencia al método
sistematico que utilizaba en sus intervenciones en los debates.
Primero, formulaba algunas cuestiones para dejar claras las
definiciones de los términos necesarios; segundo, trataba de
averiguar qué entendian los asistentes sobre algunas ideas
expuestas en las clases magistrales; tercero, buscaba el consenso
en la determinacion de verdades conocidas, y, por ultimo, sobre
estas bases argumentaba la defensa de su tesis. Se trata de un
meétodo precursor que el filosofo expondra anos después en la mas
célebre de sus obras.

«Gustaba, sobre todo, de las matemadticas, por la certeza y

evidencia que poseen sus razones; pero aun no advertia cudl

era su verdadero uso.»

René Descastes, En Discurso del método.

Descartes permanecio en esta institucion situada en la region del
Pais del Loira hasta 1614 (o hasta 1613, segun otras Cuentes). En
un principio, la delicada salud del joven filosofo le eximi6 de ir a
clase por las mananas, pero eso no le impidié6 mostrar sus grandes
dotes intelectuales y, en consecuencia, ser muy valorado por sus
profesores. Aqui estudio gramatica, retorica y dialéctica, asi como
los clasicos del latin (Ciceron, Horacio, Virgilio) y del griego (Homero,

Platon), y fue en los ultimos anos cuando profundizo en la logica, la
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metafisica, la moral, la fisica y las matematicas. En aquella época,
estas incluian también las consideradas matematicas aplicadas:
astronomia, musica y arquitectura. Todo ello bajo tina perspectiva
escolastica que el propio Descartes criticaria anos mas tarde en su
Discurso del método (1637).

En La Fléche, Descartes conocio también los descubrimientos
astronomicos de Galileo. De hecho, la impresion que estos le
causaron le llevo a redactar un poema que leyo precisamente en el
colegio en 1611, en la ceremonia que conmemoraba el traslado del
corazon de Enrique IV a la capilla del centro jesuita.

Dos pensamientos filosoficos y cientificos imperantes entonces
estaban supeditados a la voluntad y existencia de Dios. Por una
parte, las matematicas mas abstractas estudiadas por Descartes
fueron la aritmética y la geometria sintética de los Elementos de
Euclides y el algebra de los arabes traducida al latin. Por otra, la
astronomia y la musica de la época estaban inspiradas por la
concepcion pitagorica de que todo es numero y de que el universo y
sus astros obedecen a proporciones numeéricas.

En La Fléche, la obra de referencia para las matematicas era la de
Christopher Clavius (1538-1612), jesuita, matematico y astronomo
aleman. Clavius no fue un insigne teorico, pero si un gran defensor
del conocimiento de las matematicas. Fue profesor, escribio libros
de texto y realizo una version de los Elementos de Euclides en 1574
con ideas propias. También fue autor de un algebra y de varios
libros de aritmética. Clavius distinguia dos tipos de matematicas

segun la naturaleza del objeto de estudio, esto es, diferenciando lo
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abstracto de lo sensible. Consideraba pertenecientes al primero la
geometria y la aritmética; del segundo eran la astrologia, la musica,
la geodesia, la mecanica, el calculo practico, la perspectiva y la
arquitectura. Se trata de una distincion entre la matematica
abstracta y la aplicada, entendiendo por matematicas abstractas
aquellas cuyos objetos son los numeros y las figuras geomeétricas
mas objetivas, y por aplicadas las materias del ambito sensible en
las que se utilizan las matematicas. Esas fueron las matematicas

que conocio y estudio el Descartes adolescente.

Los nimeros sonoros

Al finalizar sus estudios en La Fléche, el pensador inici6 una etapa
de viajes que se extendido durante casi una década, un periodo del
que se sabe poco-, si que se tiene constancia de que Descartes
ingreso en la Universidad de Poitiers, donde se licencié en Derecho
en 1616. En 1618, cuando contaba veintidos anos, se dirigio a
Holanda para enrolarse en el ejército protestante de Mauricio de
Nassau que combatiria en la inminente Guerra de tos Treinta Anos,
un conflicto que iba a enfrentar a las principales potencias de la
época.

Durante los dos anos que paso en Holanda, Descartes conocio al
cientifico Isaac Beeckman (1588-1637), en quien el joven filosofo
encontré un interlocutor a su altura y con quien inicié6 una breve
pero estrecha amistad. No en vano ambos mantuvieron una intensa
correspondencia que se prolongd hasta la primavera del ano

siguiente, En esta época, Descartes se ocup6 de muchos y diversos

21 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

temas, sobre todo de cuestiones mecanicas, fisicas y de filosofia
natural acerca de la caida de los cuerpos e hidrostatica
Seguramente Impresionado por Beeckman —pues este utilizo las
matematicas para comprender la realidad fisica del mundo—,
Descartes envio al cientifico holandés algunos escritos acerca de
temas similares como «Sobre la presion del agua en un vaso» o
«Sobre la caida de una piedra en el vacio». También, un tratado
sobre musica titulado Compendio de musica.

«No se oye jamas un sonido Sin que su octava superior no

parezca resonar, de una manera u otra, en los oidos.»

René Descartes, en el Compendio de musica.

El compendio, escrito durante los ratos de ocio e inactividad de la
campana militar en Breda (Holanda), comienza con una dedicatoria,
«De René para Isaac Beeckman», y concluye con una nota de
modestia y de reconocida amistad en la que explicita la exclusividad
del destinatario y el temor a lecturas criticas de su trabajo:
He omitido muchas cosas en mi afan de ser breve, muchas por
olvido, pero, desde luego, mas por ignorancia. Sin embargo,
consiento que este hijo de mi espiritu, tan informal y semejante
al feto de una osa recién nacida, llegue a tus manos para que
sea como un recuerdo de nuestra amistad y el testimonio mas
auténtico del carinio que te tengo. Pero con esta condicion, si te
parece bien, que, oculto siempre en las sombras de tu archivo o
de tu escritorio, no sufra el juicio de otros. Estos no llevarian sus

ojos benévolos, como pienso que tu hardas conmigo, desde las
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partes defectuosas hacia aquellas en las que no niego que, sin
duda, se han expresado a lo vivo algunos rasgos de mi espiritu.
Y no sabrian que ha sido compuesto, agitadamente, solo para ti,
aqui, en medio de la ignorancia militar, por un hombre 0cioso Yy

libre y que piensa y actua de modo absolutamente distinto.

La octava musical
Los pitagoricos hicieron famoso el instrumento llamado
monocordio, compuesto de una sola cuerda y dos tablas: una
grande y una mas pequena que se iba moviendo por la
grande. Observaron que moviendo la tabla pequena y, por
tanto, haciendo mas o menos larga la cuerda, al pinzar esta
se obtenian distintos sonidos. Al tocar la cuerda completa, el
resultado era la nota do grave; con dos tercios, sonaba cinco
notas mas agudo (un sol), y con tres cuartos, cuatro notas
mas agudo (un fa), si, en cambio, solo se pinzaba la mitad,
sonaba ocho notas mas agudo (la octava nota), es decir, un
do agudo. La octava, por tanto, es la repeticion de un sonido
con una cuerda con la mitad de largura. Su frecuencia es
doble y corresponde a, exactamente, un salto de ocho teclas
blancas del piano o doce trastes en la guitarra. El intervalo,
por tanto, seria la diferencia de altura o frecuencia entre dos
notas. Su expresion aritmética suele ser una proporcion
simple, por ejemplo, la relacion de frecuencias entre dos
sonidos a distancia de quinta (intervalo de cinco grados entre

dos notas) es 3/2, y de cuarta (intervalo de cuatro grados
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En el caso de la guitarra, la relacion entre los trastes, las
fracciones de longitud de la cuerda que representan y las

notas emitidas al pulsarla se ilustran en la figura siguiente:
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Descartes fecha y sitia también el tratado: «Terminado en Breda de

los bravantinos, la vispera de las calendas de junio de 1618».
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El texto esta en latin, como so titulo: Compendium, musicae. Y si
bien es cierto que la obra trata de musica, su objetivo principal es
establecer los grados de la escala musical que ascienden desde una
nota a su octava inmediatamente superior. Se trata de un problema
nada sencillo cuya solucion no se dara por definitiva hasta un siglo
después con el establecimiento de la escala temperada. El
compositor aleman Johann Sebastian Bach (1685-1760) destacara
sus bondades en la obra El clave bien temperado.

El Compendio de misica cartesiano incluye ademas una serie de
disertaciones sobre la percepcion auditiva de los intervalos
melddicos cuya consonancia o disonancia se asocia a sus
correspondientes fracciones numeéricas. La obra concluye con una
serie de consejos para la composicion de obras musicales, algunos
de los cuales todavia imperan en ciertos ambitos de la musica
clasica y el contrapunto.

Descartes propuso sus grados musicales basandose en relaciones
numeéricas, pues consideraba que son los numeros, las proporciones
aritméticas y la divisibilidad los que determinan los llamados por €l
«numeros sonoros». De las diferentes consonancias que de esos
numeros se derivan, baso su propuesta de escala musical; la escala
musical cartesiana.

La lectura del compendio no resulta sencilla, pues Descartes utiliza
el mismo nombre para diferentes conceptos. Asi, el término
«medida» puede referirse tanto a la duracion de una nota como al

numero de tiempos de los que consta un compas (la unidad de
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medida del tiempo en musica), al compas en si mismo, al tempo
musical (la velocidad con la que se ejecuta una pieza) o al ritmo.
Descartes comienza con unas consideraciones previas en las que
anticipa un factor que gobernara su propuesta: la proporcionalidad
aritmeética. Inconscientemente o no, aplica la idea pitagorica de que
son los numeros los que gobiernan el mundo, el sonido y también el
modo en que los sonidos se perciben. Afronta, por tanto, la labor
desde una perspectiva matematica y racionalista y, aunque tiene en
consideracion aspectos experimentales llevados a cabo con laudes
de la época, no trae a colacion los factores culturales que pueden
incidir en lo que suena bien y lo que suena mal. Es decir, los
numeros son las causas y los grados de consonancia o disonancia
son sus consecuencias. Desde esta perspectiva, su enfoque no
difiere del pitagorico.

Tanto es asi que ilustra geométricamente las dificultades que tiene
la mente para percibir relaciones de proporcionalidad entre el todo y
sus partes. Primero, observa que la proporcion entre las partes o
fracciones de una serie de lineas se percibe visualmente con mayor
facilidad en aquellas cuya proporcion es conmensurable (racional)
que en otras de proporcion inconmensurable (irracional). Ilustra el
hecho con dos figuras de las que comenta que, a través de los ojos,
distinguimos mejor las relaciones entre las lineas de una que las de
la otra.

Justifica su opinion diciendo que, en un caso (figura 1, izquierda)

basta con advertir la unidad como diferencia de cada linea, lo cual
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resulta obvio; mientras que en la segunda linea, las partes ab y bc
son inconmensurables (figura 1, derecha).

Al contemplar esas lineas cabe preguntarse donde se ha practicado
la rayita divisoria en el segmento superior de la derecha. Si el
segmento mide 2 unidades, la division esta claramente a la derecha
de la unidad, pero no esta claro si esta a la derecha o a la izquierda
del punto 1.3, de 1.4 o de 1.5. Podriamos medir esas longitudes
para salir de dudas, pero en la version sonora el problema
continuaria, ya que habria que medir el tiempo. El fenomeno
geomeétrico es estatico; el musical es dinamico. Es imposible
averiguar esas proporciones sin repeticion o sin version escrita o
visual.

Pero si esas fracciones son inconmensurables y las longitudes de las
lineas son 2, V8 y 4, ¢a qué fraccién corresponden las marcas de
cada linea y las letras a, b y c? Planteando y resolviendo el sistema
de ecuaciones al que conduce la observacion de la figura

encontrarnos la respuesta:

2=hc+ab
V8=2+ab
4=2+ab+bc
2 bt 2 s Fig. 1
3 Ve
4 a
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ab=+v8-2=2-(¥2-1)
bc=2—-ab=2—-V8+2=4-V8=2-(2-+2)

En efecto, bc y ab son inconmensurables, ya que el resultado

_2-(2-V2)

_2-(x/§—1)=\/§

SRy

Probablemente, el filosofo partio de dos segmentos, ab= 1y bc = V2,
cuyas longitudes inconmensurables son las mas sencillas (el lado y
la diagonal de un cuadrado) y que combiné para componer tres

nuevos segmentos de longitudes:

V2 + 1
V2 +1+1
V2 + 1+ 1+ 42

Puesto que la primera y la ultima de estas longitudes no se
corresponden con 2 ni con 4 (longitudes de los segmentos de la
figura 1 izquierda), basta multiplicarlas por 2/(V2 +1) para que sus
longitudes respectivas sean 2, V8 y 4 (las de la figura 1 derecha).
Evidentemente, la mente, a través del ojo, no puede captar la

inconmensurabilidad existente entre las partes de dichas lineas,
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como tampoco es capaz de distinguir partes absolutamente
racionales como 22/7.
Descartes también hace este tipo de observaciones sobre el tiempo.
En cuanto al compas, considera que el oido tiene dificultades para
reconocer las diferencias entre medidas desiguales. Lo explica
diciendo que la sucesion de dos notas de 4 y 1 tiempos da lugar a
una complejidad ritmica mayor que la sucesion de tres notas de 4, 1
y 1 tiempos, ya que en el primer caso la segunda es 1/4 de la
primera, y en el segundo, las dos ultimas constituyen la mitad de la
primera (2/4). Descartes incluso afirma que cantar cinco notas por
una seria algo muy dificil. La ventaja esta en que los numeros no
sean primos entre si, tal y como describe en Compendio de musica:
Pero diras que yo puedo poner cuatro notas por una, o bien
ocho, asi pues, debemos, incluso, avanzar hasta estos numeros.
Ahora bien, yo respondo que esos numeros no son primos entre
si, y que por ello no generan nuevas proporciones, sino que solo

multiplican por dos.

Los inconmensurables
Para medir se precisa una unidad de medida y su
fraccionamiento en partes iguales mas pequenas. Se llaman
«magnitudes inconmensurables» aquellas que no pueden
medirse con fracciones de la misma unidad de medida. Esto
es lo que ocurre con la diagonal y el lado de un cuadrado,
por lo que ambas longitudes son inconmensurables.

Supongamos construido un cuadrado de lado 1.
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Aplicando el teorema de Pitagoras (el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos) a uno de los dos triangulos que su diagonal
determina, sabemos que mide V2. Lo sorprendente es que
con la misma regla gracias a la cual sabemos que el lado
mide 1, y por muchas y reiteradas y finisimas fracciones que
en €l se practiquen, jamas podra medirse de forma exacta la
diagonal. La justificacion del hecho reside en una cuestion de
divisibilidad. Supongamos que esto fuese posible, es decir,
que fraccionando la unidad 1 en n partes resultase que la
diagonal V2 midiese exactamente una cantidad m de esas
partes. Entonces, seria V2 m-(1/n) y, como consecuencia, 2n2

= m2. Pero esto es imposible, ya que en m? y en n? hay una

cantidad par de todos y cada
uno de los factores que dividen
a my a n. Sin embargo, en 2n?
hay un factor 2 de mas que no
esta en m2. Por tanto, la

igualdad es imposible y la

diagonal y el lado del cuadrado

unidad son inconmensurables.

La inconmensurabilidad esta directamente relacionada con la
irracionalidad, solo que esta hace referencia al numero y la
aritmética: es irracional porque no puede expresarse como
cociente de dos numeros naturales, lo que se traduce en que

su expresion decimal es infinita y no periddica.
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Con «no generan nuevas proporciones», Descartes quiere decir que
las proporciones 1/2, 1/4, 1/8... no dan lugar a fracciones con
denominadores distintos a potencias de 2. Si las fracciones tuviesen
por denominadores numeros primos entre si (es decir, si no tienen
otro divisor comun mas que 1 y -1), entonces si se generarian
nuevos denominadores, como ocurriria al poner tres o cinco notas

por una.

Sobre las consonancias

Lo mencionado hasta aqui pone de manifiesto, por una parte, que
Descartes asocia y supedita el grado de comprension de la relacion
de las partes y el todo de un fenéomeno natural como son el tiempo y
el sonido al grado de simplicidad o complejidad numérica; las
mitades son mas faciles de percibir (visual y auditivamente) que los
tercios; los tercios que los quintos; y asi, sucesivamente. En este
sentido, el Compendio tiene un marcado caracter psicologico y el
diagnostico de su autor es que la dificultad de comprension es
proporcional a la complejidad aritmética. El tratado es muy
pitagorico, pues, al igual que hizo el creador de la primera escala
musical, Descartes basa su estudio en las fracciones sucesivas de la
unidad. Sin embargo, apenas menciona la cuerda vibrante.
Volviendo a los aspectos musicales, analicemos como Descartes
rellena con grados el intervalo de octava para crear su escala

musical. Primero crea las consonancias, que clasificara en simples,
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primeras y segundas. Las obtiene mediante la division de la unidad

en 2, 3, 4, Sy 6 partes iguales (figura 2).

Fig. 2 8
1y 1
va
1z 5
. 1
V3 2/3
7 10°M &M
VB 2/5 3/5 a5
15 g 4
~ — 3 1
V4 2/4 3/4
V2

9 12* a 5 I

/6 2/6 6 4% 5/6
3 V2 23

Creacion de las consonancias sonoras mediante fracciones de la

unidad.

No va mas alla del 6 porque considera que traspasar este limite
supera las capacidades del oido humano, que tendria que hacer
grandes esfuerzos para distinguir diferencias tan sutiles.

Con ello, Descartes consigue las «consonancias» (los sonidos que
«suenan bien» al oido, y que se oponen a las «disonancias»), a las
que llama simples (dentro de la primera octava), compuestas
primeras (en la segunda octava) y compuestas segundas (ya en la

tercera octava):
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Consonancias
) Compuestas Compuestas
Simples 3
primeras segundas

Primera octava Segunda octava Tercera octava

Octavas 1/2 1/4 1/8
Quintas 2/3 1/3 1/6
Ditonos 4/5 2/5 1/5
Cuartas 3/4 3/8 3/16
Sextas mayores 3/5 3/10 3/20
Terceras menores S5/6 S5/12 5/24
Sextas menores S5/8 5/16 5/32

Consonancias y disonancias
La «consonancia» es el término musical con el que se indica
la sintonia compartida por dos notas. Expresado en lenguaje
comun, la consonancia suena bien y resulta placentera al
oido, mientras que la disonancia suena mal o es poco
agradable. Desde wun punto de vista psicologico, las
consonancias provocan una sensacion de relajacion; en
cambio, las disonancias producen tension. De ahi que,
partiendo de una perspectiva clasica, las tensiones
producidas por las disonancias tengan que acabar
«resolviendose» 0 relajandose en consonancias. Esto no
significa que una musica sea mas placentera cuanto mas se
eviten las disonancias. De hecho, la musica surge del juego
entre consonancias y disonancias, de la tension y la
relajacion que producen, combinada con aspectos dinamicos,

ritmicos, timbricos y culturales.
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Si una serie excesiva de notas muy disonantes puede
provocar la huida de quien la escucha, una serie excesiva de

notas consonantes puede resultar aburrida.

Longitudes de cuerda e intervalos

Ya Pitagoras se dio cuenta de que la relacion entre las
sensaciones placenteras o desagradables estaba asociada
con la fraccion de la cuerda pulsada. Asi, si se acorta la
longitud de una cuerda vibrante a la mitad (1/2), se obtiene
una nota que forma con la anterior el mas consonante de los
intervalos; la octava. El efecto puede compararse al de un
nino que pronuncia la misma palabra que un adulto: el
término es el mismo, pero uno suena mas agudo que el otro.
Tras la octava, las siguientes consonancias se obtienen
recortando la longitud de la cuerda en 1/3 (quinta) y 1/4
(cuarta). Si partimos de la nota do, la quinta es si, y la
cuarta, fa. Estos tres intervalos fueron los mas utilizados en

la musica griega y romana, hasta el punto de que quien los

34 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

escucha suele asociarlos a la musica de peliculas

ambientadas en aquellas épocas.

Descartes observa qué ocurre cuando se duplican las consonancias:
st la octava forma otras consonancias, no multiplica los numeros
de las proporciones como hacen todas las demadads, y por eso es la
unica que puede duplicarse. En efecto, si se duplica, consigue
solamente 4; u 8 si se duplica de nuevo. Pero si, por ejemplo, se
duplica una quinta, que es la primera consonancia después de
la octava, se obtiene 9; pues hay una quinta de 4 a 6; lo mismo

del6al 9]/..].

Tanto en la guitarra como en el piano es facil experimentar
consonancias y disonancias. Si se pulsa una tecla del piano al
mismo tiempo que una de sus dos vecinas el resultado es el mas
tenso de los intervalos sonoros: una 2% menor. En cambio, si se
pulsan a la vez dos teclas blancas alternativas, dejando siempre
otra en medio, el sonido es mucho mas agradable, pues estamos
ejecutando terceras mayores y menores cuyas fracciones tienen por
denominadores multiplos de 2, de 3 o de 5.

Con «duplicar», ya sea la octava o la quinta, Descartes se refiere a la
aplicacion de dos de esos intervalos de forma consecutiva: octava de
octava o quinta de quinta. Los «numeros de las proporciones» son
los denominadores de las fracciones asociadas a dichas

consonancias. Teniendo en cuenta que las fracciones numeéricas
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correspondientes a la octava y a la quinta son, respectivamente, 1/2
y 2/3, el significado de ese fragmento se explica a continuacion.

Por una parte, las sucesivas duplicaciones de la octava y el hecho
de que no generan nuevos denominadores, por lo que todo queda en

potencias de 2:

Duplicacion 8%: Yex'e = V4

Segunda duplicacion 82: YaxYz =1/g

Por otra parte, las distancias de quinta que van del 4 al 6 y del 6 al
9:
9/6="6/4=3/y=5%

Obsérvese que en este contexto musical cuando Descartes habla de
diferencias no se refiere a la resta sino al cociente: «/...] la octava: si
a ella se le quita el ditono, quedara una sexta menor». Ciertamente,
pues la proporcion entre las fracciones correspondientes a la octava

(1/2) y el ditono (*/s) da como resultado la fraccion de la sexta menor

(>/8):

a1l o] =
Il
ol o,
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Ya se ha observado antes que el propésito principal de esa obra es
rellenar con grados sucesivos y ascendentes, del grave al agudo, el
intervalo de octava pasando por las consonancias simples.
Descartes basa en las fracciones sencillas con denominador primo
el concepto de consonancia simple o de primer orden. De este modo,
es una razon matematica, aritmética en este caso, la que determina
la prioridad de la consonancia, y no la percepcion auditiva ni otra
cuestion fisica. Asi, establece que los «<numeros sonoros» son el 2, el
3 y el 5 (los tres primeros numeros primos). De ellos, la octava,
obtenida dividiendo la cuerda vibrante o segmento unidad en dos
partes iguales (1/2), es la consonancia de primer orden. La quinta y
la duodécima constituyen las consonancias de segundo orden
(obtenidas por division en 3 partes iguales). Y las consonancias de
tercer orden (obtenidas por division en S5 partes iguales) son la
decimoséptima, décima, sexta mayor y el «ditono» (nuestra actual
tercera mayor). Luego vienen los numeros sonoros por accidente
como el 4 y el 6, que no son primos sino compuestos y que dan
lugar a la cuarta y a otros intervalos.

Dicha clasificacion se basa en cuestiones de divisibilidad numérica
y, como ya se ha apuntado antes, supedita razones de tipo fisico o
psicologico por los que una persona pueda considerar mas o menos
placenteros los intervalos musicales, o mas faciles o dificiles de
reproducir, ya sean cantados por la voz o ejecutados en un
instrumento musical.

Las inversas de dichas fracciones dan lugar a los factores

proporcionales correspondientes a las dos notas que intervienen en
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un intervalo musical. Por ejemplo, para ascender una octava el
factor es 2, para ascender una quinta el factor es 3/2, para
ascender una cuarta el factor es 4/3, y asi sucesivamente.

Hoy en dia sabemos que dichos factores son aquellos por los que
hay que multiplicar la frecuencia de una nota para ascender el
intervalo correspondiente, que es lo que hace y a lo que se refiere
Descartes, pero sin mencionar la naturaleza ondulatoria del sonido
ni referirse a sus aspectos fundamentales, como son la frecuencia
de onda (determinante del nivel agudo o grave), la amplitud
(volumen) o el timbre (cualidad del sonido).

Llegado el momento de concretar los grados que ayuden a pasar de
una a otra consonancia, Descartes observa que las consonancias
distan entre si las fracciones de 1/9, 1/10, 1/16 y 1/25. En efecto,
ordenemos primero las fracciones correspondientes a las

consonancias de menor a mayor

1/2<3/5<5/8<2/3<3/4<4/5<5/6<1

Y calculemos ahora las «diferencias», esto es, los cocientes entre las
grados consecutivos interiores entre una nota y su octava (1/2).

Obtenemos:

3 5 2 3 4
5_24 g _15 3 8 7 15 5 24
5 25° 2 16’ 3 9' 4 16’ 5 25
8 3 ) 5 6
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Asi que las «diferencias» son de 1/9, 1/16 y 1/25. Las dos ultimas
dieron lugar a los llamados por Descartes intervalos de semitono
mayor (1/16) y menor (1/25), respectivamente. La otra (1/9) dio
lugar al tono mayor. También consider6é la fraccion de 1/10

existente entre la 6% mayor y la 5% y que dio lugar al tono menor

W || W

Pero en la practica Descartes solo utilizo tres de estos intervalos,
dejando sin uso el semitono menor (fraccion 1/25). Para la insercion
y distribucion de esos grados en la octava y crear con ellos una
sucesion de intervalos. Descartes propuso dos soluciones que se
ajustaran ademas a ciertas pretensiones, como la de que no hubiese
intervalos de semitono mayor consecutivos, es decir, dos productos
seguidos de 16/15.

Un enfoque menos arbitrario y mas matematico de la cuestion
consistiria en considerar el problema de que, partiendo de una nota,
hay que ir ascendiendo por esos grados hasta la octava superior.
Para lograrlo podemos multiplicarla por factores que sean potencias
de 9/8 (tono mayor), 10/9 (tono menor) y 16/15 (semitono mayor).
Pero ascender una octava significa que el resultado de todo ello sea

multiplicar por 2. Por tanto:
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n

®) *@) x(3) -

Esto conduce a la siguiente igualdad:

2—3m+n+4p X 32m—2n—p X 5n—p A 2

Y puesto que 2 no es divisible ni por 3 ni por 5, la Ginica opcion

posible es:

-3m+n+4p=1
2m—2n—p =20
n—p=~0

Tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que
posee solucion matematica, pero no practica: m= 3, n= 2, p = 2.
Sin embargo, puede hallarse una solucion cuyo resultado, aunque
no sea exactamente igual a 2, reduzca esa diferencia. La tabla
siguiente ayudara a hacemos una idea de como obtiene Descartes
su solucion.

Ordenando de menor a mayor los numeros dentro del rango de la
octava representada por ios denominadores 288 y 376 (su doble),

hallamos la serie siguiente:
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Descartes

| 2°=1 | 20=2 | 2°=4 [ 22=8 |21=16 | 2°=32 [ 2¢=64 [27 =128
-3t 3 o) 12 29 18 96 192 381
32 9 18 36 72 144 288 576 1152
32 27 54 108 216 432 3064 1728 3456
-3t 81 162 324 618 1296 2592 o184 10368
-3° 243 486 972 1944 3888 7770 15552 31104
+3%5 S 10 20 40 80 160 320 640
*3'5 15 30 60 120 240 480 aeo 1920
*3#5 45 20 180 360 /20 1440 2880 2760
35 135 270 240 1080 2160 4320 8640 17280
-3*5 405 810 1620 3240 0480 12960 25920 21840

288, 320, 324, 360, 384, 405, 432, 480, 486, 540, 576

No hay dudas acerca de que la escala debe contener las
consonancias simples o primeras: la quinta (288-:3/2 = 432), la
cuarta (288-4/3 = 384), el ditono (288:5/4 = 360), la sexta mayor
(288:5/3 = 480) y la sexta y tercera menores. Pero la sexta y la

tercera menores generan cifras decimales:

3456

2 menor: 288-

62 menor:288- 460,8

il vl oy

Descartes asciende desde 288 multiplicando por 9/8, 10/9 o0 16/15
para cubrir toda la escala, adoptando como condicién que anexos a
ambos lados de un semitono mayor (16/15) y de un tono menor

(10/9) haya siempre tonos mayores (9/8). De momento, los seis

intervalos de la serie quedarian asi:
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Izsalzsa—-me IssoLaso - =384},

384 —=I43‘] 432- —-[ﬁél 486- 1: 540,

Pero esto no encaja con las condiciones impuestas y obliga a
realizar algunos ajustes. Descartes propone sustituir el grado 384

por el 406, lo que da lugar a la sucesion de grados siguiente:

583, 285 - =[324], 324- LQQ_, -360,360%-'405

205- ___[ ) 432+ 2 =48} 486 19—°= 540)

La sucesion de factores es: 9/8, 10/9, 9/8, 16/15, 9/8 y 10/9.

Permutando el orden de estos dos ultimos factores:

288.288-2:]3241,324-_‘:. 360,360-%:{4_05J,
16 10 9
e 4 1 e— == 4%, a8 | .
405 T 32 9 430 g 540

Con ello, la diferencia estriba entre el 480 y el 486, es decir, el
«chisma o cisma que «hiere el oido con una disonancia imperceptible»,
segun Descartes. Se trata del mismo cisma existente entre el 320 y

el 324:
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324—-320 4
320 320

1 6 486 — 480

80 480 480

En suma, la escala musical cartesiana estaria formada por los
numeros 288, 324, 360, 384, 405, 432,480 y 540. Tomando como
referencia la ecuacion de tres incognitas enteras planteada mas
arriba, se expresaria como m =2, n = 2, p = 3. Estos valores no son
solucion de aquel sistema de ecuaciones, pues el resultado del

producto de esos factores no es exactamente igual a 2. Pero casi:

B) () (o) =1omss
8 9 15/ 7

La escala cromatica vigente hoy en la musica occidental divide la
octava en 12 semitonos o ascensos en proporciones iguales, lo que
significa que 12 ascensos semitono a semitono deben coincidir con
1 ascenso de octava. Si x es el factor del semitono, entonces x!2 = 2.
Tal equivalencia permite hallar ese factor desconocido y ver su

proximidad al semitono mayor de Descartes (factor 16/15):

x12=2 — x=1242 = 1,05946 ~ 1,06 = 16/15
El Compendio de musica no trata exclusivamente de musica.
Tampoco se dedica solo a la acustica, ya que Descartes no trae a

colacion un aspecto tan fundamental del sonido como es el de la
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frecuencia, pero este esta implicitamente presente en su obra, pues
la rueda de proporciones que establece para completar con grados
sucesivos la octava sigue el patron vigente hoy en dia. De haber
tenido presente el aspecto ondulatorio del sonido, sus resultados se
habrian ajustado mucho mas a los que ahora se conocen.

Lo que si se pone de manifiesto en el Compendio es una estructura
similar a la que anos después utilizara Descartes en su método de
pensamiento filosofico. El pensador descompone el analisis en
partes mas pequenas que estudia por separado para después
recomponer el todo, y basa gran parte de sus argumentos en la
razon, en este caso aritmética. Se excede, tal vez, en fundamentar
en los numeros aspectos en los que la participacion de estos es mas
que discutible, como por ejemplo que sean los tres primeros
numeros primos los que determinen las consonancias de primer
orden.

Pese a ello, si se interpreta que sus palabras son definiciones mas
que observaciones o asociaciones, el resultado seria impecable. Al
fin y al cabo, nada impide a un autor definir un concepto segun los
referentes que considere oportunos. Que dicha definicion se adapte
a la idea comun que de ella se tenia previamente es algo que en los
ultimos siglos no ha preocupado demasiado a los matematicos. Por
ejemplo, la definicion matematica formal de lo que es una curva
difiere bastante de la idea comente de lo que es una curva. Este
proceso, muy comente en matematicas, consiste en tomar un
término del lenguaje corriente y darle un nuevo significado mediante

una definicion formal. Luego, el mismo término sirve para senalar

44 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

tanto la idea corriente como la formal, si bien resulta necesario
precisar en qué contexto estamos.

Quiza su amigo Isaac Beeckman, mas fisico que filosofo, debio de
comentarle que estaba pasando por alto los aspectos fisicos del
sonido y que las reacciones emocionales a la audicion de ciertos
intervalos melédicos no pueden basarse exclusivamente en
cuestiones de proporcionalidad numeérica. La aritmética interviene
en todo ello, pero no es su causa Unica ni basta para explicarlo. Con
todo, el tratado supone el primer intento del joven Descartes de
explicar un fenomeno mediante las matematicas. Y alguna duda al
respecto debia de albergar, cuando rogo a su amigo no difundir su

trabajo.

Mecanica y dinamizacion de la geometria

En la geometria tradicional, la euclidiana propia de los Elementos,
apenas interviene el movimiento. Este se necesita y usa para trazar
tanto un segmento como un circulo, pero no para generar lugares
geomeétricos formados por la acumulacion de puntos. La geometria
euclidiana atane, sobre todo, a cuestiones relativas a figuras
geomeétricas estaticas.

La correspondencia de Descartes con Beeckman permite observar la
evolucion del pensamiento de aquel en un periodo en el que se
muestra implicado en la resolucion dinamica de algunos problemas
clasicos de geometria. Esa dinamizacion de la geometria,
probablemente inspirada por los problemas de fisica, le llevara a

idear varios instrumentos que le serviran de referente para sus
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«demostraciones». Se trata de varios compases originales cuya
aplicacion proporciona resoluciones que el propio filosofo tilda de
«completamente nuevas» en una misiva a Beeckman del 26 de
marzo de 1619: «La primera concierne al famoso problema de dividir
un angulo en tantas partes iguales como se desee. Las otras tres se
refieren a tres clases de ecuaciones cubicas». ¢Qué es lo que busca
Descartes con eso? Mas adelante, en la misma carta, lo explicita:
Deseo demostrar que [...] ciertos problemas pueden ser resueltos
solo con lineas rectas y circulos, otros pueden ser resueltos solo
con otras curvas, diferentes a los circulos, pero que pueden ser
generadas por un unico movimiento y que pueden ser dibujadas
usando un nuevo compdas que no creo que sea menos preciso |[...J
que el compads usual para circulos. Finalmente, otros problemas
solo pueden ser resueltos con curvas engendradas por
movimientos no subordinados a ningun otro [...] como la

cuadratriz.

Ademas de destacar Descartes el uso de los compases como
generadores de curvas y como recurso a la hora de resolver
problemas de geometria, el pensador distingue entre los problemas
geomeétricos resolubles con rectas de los resolubles con circulos, y
alude a la cuadratriz, curva mediante la cual se resuelven dos de los
tres problemas clasicos de la geometria (la cuadratura del circulo y
la triseccion del angulo), irresolubles con regla y compas.

Por encima de todo, nos hallamos ante una perspectiva dinamica de

la geometria.

46 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

La cuadratura del circulo
La cuadratura del circulo consiste en la construccion, con
regla y compas y en un numero finito de pasos, de un

cuadrado que tenga la misma area que un circulo dado. El

area del circulo es 2 (siendo r :

la longitud del radio) y b2 la del
cuadrado (b es el lado del
cuadrado). Es decir, que para el

cuadrado de area igual a la del r=1

circulo. b = n. No fue hasta
1882 que la imposibilidad de la
tarea quedo demostrada por el —

matematico aleman Carl Louis Ferdinand von Lindemann
(1852-1939) gracias a su demostracion de que 1 es un
numero trascendente, es decir, que no es solucion de una
ecuacion algebraica (ecuacion polinomica con coeficientes
racionales). Por ejemplo, V2 es irracional, pero no
trascendente, ya que es solucion de una sencilla ecuacion
algebraica como x? = 2. Sin embargo, no es posible escribir
una ecuacion como la siguiente de la que 1t sea una solucion.
X"+ a, - x"1+a

. Ann—2 Z
a X B a;-x + Qg

n n—1 n—2

En 1768 el matematico aleman de origen francés Johann

Heinrich Lambert (1728-1777) habia demostrado ya la
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irracionalidad de 1, esto es, que no puede expresarse como
cociente de dos numeros enteros. Antes que la de m, fue
demostrada la trascendencia del nimero e, inventado mucho

después que aquel.

Descartes no concibe los problemas geométricos como algo estatico,
sino como situaciones en las que interviene el movimiento. No se
trata de una dinamica de fuerzas, como seria propio de los
problemas fisicos, sino de una en la que se crean los llamados
«dugares geométricos». Cualquier circulo o segmento puede definirse
como lugar geomeétrico, pero no es asi como se concibieron en la

Grecia clasica.

El mesolabio cartesiano

Uno de los compases a los que hace referencia Descartes es un
«mesolabio». Eratostenes de Cirene (276 aC.-194 aC.) construyo el
primer mesolabio ya siglos antes de nuestra era. Servia para hallar
medias proporcionales y resolver el tercer problema clasico de la
geometria, la duplicacion del cubo.

Se trata de un artefacto rectangular (figura 3) cuyo funcionamiento
permitia trazar segmentos en progresion geomeétrica e incluso hallar
el lado del cubo cuyo volumen duplica al de otro de lado conocido.
El mesolabio de Eratostenes consiste en tres marcos rectangulares
moviles en los que se han trazado sus diagonales y que se deslizan
entre dos paralelas, como podrian ser los dos lados opuestos de una

mesa rectangular.
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Fig. 3

Mesolabio de Eratostenes

Atado a un vértice O de la mesa hay un hilo tenso que la atraviesa
por completo hasta el punto Ey que da lugar a dos segmentos OXy
EY. Los tres puntos de interseccion del hilo con las diagonales de
cada marco determinan sendas verticales AA', BB'y CC' que son

proporcionales a OXy EY:

0x AA’ g BB’ cC’

AA" BB CC' EY

De este modo, AA', BB/, y CC' son las medias proporcionales entre
OXy BB/, entre AA'y CC', y entre CC'y EY, respectivamente.

El mesolabio que disené Descartes no era una réplica del de
Eratostenes. En realidad, se trataba de un compas «mesolabico»
cuyo dibujo incluyé en su obra La geometria. Merece llamarse
«mesolabio» porque, como el de Eratostenes, sirve para establecer
medias proporcionales entre segmentos dados. Sin embargo, sirve

para mucho mas que eso y su proposito no fue ese, pues su papel
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como compas le permite crear curvas, unas circulares y otras
insolitas para el mesolabio de Eratéstenes. El propio Descartes no
se refiere a su artilugio como «mesolabio», sino que lo llama
«compas». Aqui nos referiremos a €l como «mesolabio angular»
cartesiano o de Descartes.

El mesolabio angular cartesiano (figura 4) consta de dos regletas
unidas por un extremo Y que se constituye en centro de apertura

del compas.

I/ F ~ ’
" = { F ' '_r"l \
= $ = NS
I/ % D ) .'"“: \ \
. e EX & "..\'." \ \
ARG [\ \
/ 2 \ ¥ |
Y $ o 'y L 2
Py c‘\ E G N

Mesolabio angular cartesiano tal y como aparece en La geometria

En ambas regletas hay instaladas otras perpendiculares; en una,
dichas perpendiculares van hacia arriba, en la otra, hacia abajo.
Con el compas cerrado, todas ellas coinciden en el punto A de la
figura, pero al abrir el compas separando la regleta principal YX de
la otra YZ, la regleta BC ortogonal a YX va empujando las otras de
tal forma que todas se desplazan hacia Z, con lo que se llega a la
situacion representada por Descartes en la figura.

Hasta alcanzar dicha posicion, les puntos B, D, F y H han descrito

circulos de radios YA, YD, YF e YH, respectivamente. En dicha
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posicion, todos los triangulos rectangulos formados son semejantes

entre si, pues sus angulos son idénticos (figura 5).

Fig. 5
2~
/2 n/2-a
a
S n
2
n/2-a
a e a IS

Triangulos rectangulos y semejantes creados por el mesolabio

angular

Siendo Y el angulo situado en el vértice comun, los otros son 90° y
90°-Y

De dicha semejanza de triangulos se deriva la proporcionalidad de
sus lados, lo que permite establecer muchisimas medias

proporcionales, de las que las siguientes son las mas evidentes:

YB_YC YD YE YG
YC YD YE VYF VYH

Tomando YA = YB =1y x= YC, y teniendo en cuenta la semejanza

entre los triangulos YBC, YCD, YEF e YGH, el artefacto determina
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automaticamente las sucesivas potencias del segmento de longitud

x (figura 6).
Fig. 6 /

Y&8=1

VC=x X \ x* \x‘

Sucesivas potencias de un segmento creadas por el mesolabio

angular.

Gracias a ello, el mesolabio angular puede usarse para duplicar el
cubo, un problema consistente en determinar la arista del cubo de
doble volumen que otro dado de arista 1. Es decir, determinar la
arista del cubo de volumen 2 unidades. Para resolver la cuestion,
basta con abrir el mesolabio angular hasta que la longitud del
segmento YE sea precisamente de 2 unidades. Con ello estamos
igualando el volumen deseado con el segmento YE y, por tanto, la

solucion deseada es la longitud determinada por el segmento YC:

2=YE=x3 > YC=x=3Ix=32
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Del mesolabio angular puede derivarse una relacion estatica como

es una demostracion del teorema de Pitagoras.

Fig. 7
2-a
4
a
x %
e /2~ X
b
a
C n/2-a
a
xX+b
C
a r
) 4

Lados y angulos de los triangulos rectangulos y semejantes creados

por el mesolabio angular.

Basta con asignar medidas a los lados de cada uno de esos
triangulos rectangulos semejantes y establecer las proporciones

derivadas de su semejanza (figura 7).

La duplicacion del cubo
La leyenda del problema de la duplicacion del cubo asocia su
planteamiento a Délos, cuyos ciudadanos consultaron al

oraculo en Delfos buscando soluciona problemas mucho mas
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practicos (algunos creen que relacionados con una plaga
enviada por Apolo; otros los vinculan con cuestiones
politicas). La respuesta del oraculo fue que los males
desaparecerian si se duplicaba el altar cubico dedicado al
dios Apolo. Tan sorprendente respuesta fue presentada a
Platon (ca. 427 a.C.-347 a.C.), quien la interpretdo de la
manera en que se conoce, es decir, partiendo de la premisa
de que hay que hallar el cubo cuyo volumen es el doble de
otro cubo dado de antemano. Suele atribuirse a Platon el ver
una oportunidad de incitar a los ciudadanos de Délos a que
estudiasen geometria para dominar sus pasiones. El
problema fue resuelto mecanicamente, pero no en los
términos de regla y compas que demandaba la geometria
clasica. Hipocrates de Quios (ca. 470a.C. -ca- 410a.C.) vio
que la cuestion era equivalente a encontrar dos medias
proporcionales a y b entre un segmento de longitud 1 y otro

de longitud doble 2:

Sin embargo, esta solucion algebraica de una ecuacion
cubica no es construible con regla y compas, como demostro
el matematico francés Pierre Wantzel (1814-1848) en 1837.

En cualquier caso, ;como saber a qué magnitud se referia el

oraculo con la duplicacion? El oraculo hablé por boca de
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alguien, un sacerdote o sacerdotisa. Debio de ser a alguien a
quien se le ocurrio la idea. ¢En qué estaria pensando? ¢En el
volumen, como decia Platon? ¢Quiza tan solo en la arista del

cubo? También pudo

interpretarse que la duplicacion

afectase a la superficie. Pero e

entonces el problema si habria -' .

tenido solucion, y mucho mas

sencilla. Duplicar la arista es

duplicar su longitud. Siendo a

N
EN
S

f

la arista a del cubo original,
para obtener el cubo de superficie doble hay que resolver una

ecuacion de segundo grado;
2:6:b2 — 6:b2 = a2

Por tanto, el cubo que tiene por arista la diagonal de una
cara del cubo original le dobla en superficie. Se trata de un

cubo cuyo volumen casi triplica el del cubo original:

(avZ)’ = 2a%VZ = a® - 2,8284

c x+b 5 X
— = —-c-=bx+Db
b c i i
—>¢%=a®+ b*
b a 5
—=—>bx=a
a %
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Pero Descartes no estaba tan interesado en las propiedades
estaticas del artefacto como en aquellas que se derivaban de su
movimiento y dinamica. A primera vista, las curvas que genera el

mesolabio angular pueden recordar hipérbolas (figura 8).

7~

Sin embargo, no lo son. Tomando como unidad el segmento YA = YB
= 1 y el punto Y como origen de coordenadas, las coordenadas de
los puntos de la trayectoria del punto D (punto de interseccion de la
primera escuadra vertical con brazo superior movil del compas)
pueden hallarse aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo
rectangulo YBC y teniendo en cuenta su semejanza con el triangulo

YCD:
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BC =+x%2—1

S>y=x-BC=xJx?—-1->

7

)
BC

el B

- D= (x, VXt — xz)
La expresion algebraica de esta curva es:

y=x*—x%2-

—):\72=x4—-'\f2—)
s x*—x?2—y2=0

Si en lugar de tomar YA como un segmento unidad, consideramos el
caso general en que YA = m, podemos ver la familia de curvas segun

los valores del parametro m:

BC =/x?* —m?

x-BC = =
-y = Smy =X JX°—m
b4 X m

BC m

m?y? =x2- (x® —m?) - x* =m? - (x* + y?)

La figura 9 muestra esta familia de curvas para distintos valores del

parametro m.
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La familia de curvas generadas en el primer vértice del mesolabio

angular

De modo similar, pueden anadirse a dicha familia las otras

generadas por los puntos Fy H:
Familia trayectorias punto D: x* = m2:(x2 + y?)
Familia trayectorias punto F: x6 = m2-(x2 + y?)3
Familia trayectorias punto H: x!2 = m?:(»x2 + y?)°
Por ultimo, recopilando el resultado en general:

A continuacion se representan, para m = 1, Las cinco primeras

curvas de esa familia infinita:
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36 3 25 -2 -i5

Las curvas cartesianas generadas por los puntos D, F, H, J, del

mesolabio angular.

El compas para dividir angulos

Descartes diseno otro compas especial que utilizo para afrontar otro
de los tres problemas clasicos de la geometria: el de la triseccion de
un angulo cualquiera. De hecho, el propio filosofo observaria que su
compas no solo permitiria la triseccion, sino también la division de
un angulo en un numero de partes cualesquiera.

Descartes presentdé este compas disector en sus Cogitationes
privatae. Es un compas de cuatro ejes, OP, OQ, OR y OS, que se
unen en O y que estan articulados por dos pares de regletas

adicionales (figura 11).

La triseccion de un angulo

El tercer problema clasico de la geometria es el de la
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triseccion de un angulo mediante regla y compas. La tarea
general, la triseccion de cualquier angulo, fue probada como
imposible por Pierre Wantzel en 1837. Pero existen angulos
que si pueden dividirse en tres

partes iguales con regla y

A
compas, como el angulo recto. ~T| T~ / —-

Sin embargo, un angulo tan / \ /

sencillo de construir como el de £/ //
60° no puede trisecarse con // //
regla y compas. Otros métodos 2

que no utilizan tnicamente una

regla sin marcas y el compas permiten trisecar angulos,
como sucede en técnicas de papiroflexia, pero sus normas no
son las de la regla y el compas.

Un angulo A = 2ni/n puede trisecarse unicamente si n no es
multiplo de 3. Los angulos de 360°, 180°, 90° y 45° pueden

ser divididos en tres partes iguales: los de 60° y 120°, no.

Por una parte, el par AC y AC', por otra, el par BDy BD'
Estos pares de regletas se han enganchado sobre los cuatro ejes
principales del compas de forma que los puntos Cy C'equidistan de

Oy de A. También Dy D'equidistan de Oy de B.
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Fig. 11 S

El compas trisector cartesiano

Al abrir el compas un angulo POS, la mecanica del instrumento
hace que las regletas OQ y OS se abran también de forma que los
angulos COD, DOC y C'OD' sean idénticos y, por tanto, trisequen el
angulo POS. Esto es asi porque los cuatro triangulos interiores son
todos isoOsceles (tienen dos angulos y dos lados iguales), al haber
tomado Cy C'equidistantes de Ay de Oy lo mismo que D y D' con
relacion a By O. Un montaje similar resultaria factible insertando
mas regletas, por lo que la consecuencia seria la division del angulo
POS en tantas partes como se deseen.

Las caracteristicas mecanicas del artefacto hacen que su apertura
maxima sea la de un angulo de 270°, pues entonces los angulos en
los vértices A y R de los triangulos ACO y BDD' son llanos (de 180°).
En la figura 12 vemos la triseccion de un angulo mayor de 180°
mediante el compas trisector.

Al igual que el mesolabio angular, este compas trisector también

genera nuevas curvas. Cuando el compas trisector se abre, el vértice
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A describe una circunferencia centrada en C, pues uno de sus
brazos isosceles actia como radio con centro en C (figura 11), en

cambio B describe una espiral.

Fig. 12

Triseccion de un angulo de 222,4° mediante un compds trisector

construido con el software GeoGebra.

Tomando origen de coordenadas en el punto O y aplicando el
teorema del coseno hallaremos la expresion de esa espiral. El
teorema del coseno viene a ser una generalizacion del teorema de
Pitagoras. Este afirma que en un triangulo rectangulo de hipotenusa
a y catetos b y c se verifica que a2 = b%+ 2. Si el triangulo no es
rectangulo, esta igualdad debe modificarse con el coseno del angulo

opuesto: a? = b? + ¢ - 2bc-cos(A).
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Fig. 13

Circunferencia y espiral trazadas por el compas trisector.

Siendo r (a) el radio variable OB que une el origen O con el punto B-
(x, y), siendo a el angulo COD siendo ¢ = OD = DB y aplicando el

teorema del coseno al triangulo OBU en la figura 13, tenemos:

5 2a
r(a)? =cz+c2—20-c-cos(n—?)

Teniendo en cuenta que cos(mt - 2a/3) = -cos(2a/3), tomando c=1y
haciendo t = cos(2a/3) para simplificar e ilustrar la situacion de

forma mas sencilla, podemos escribir r{a) en funcion de t
"t = V2-V(1+9)

Por tanto, las coordenadas del rastro del punto B(t) que determina el

compas trisector son:
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x=v2-V1+t-t

y=vV2-VI+t-J1-t2=v2-(1+t)-VI—¢

B(t) =

La representacion grafica de esta espiral se muestra en la figura 14.

Fig. 14

05 0 05

A A

LS5 2

La nueva curva espiral B(I) generada por el compds trisector

cartesiano.

Los compases cartesianos no son meros compases, sino
instrumentos mecanicos por medio de los cuales se generan nuevas
curvas que no son circunferencias. Con su mesolabio angular y su
compas trisector, instrumentos practicos, y como prueba de su
creatividad, Descartes fue capaz de crear curvas ignotas hasta la

época.

Suenos e interpretaciones
En otra carta a Isaac Beeckman remitida un mes mas tarde, d 29 de
abril de 1619, Descartes contdé a su amigo un encuentro que tuvo

con un locuaz personaje, buen conocedor de la obra Ars brevis del
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mistico y poeta mallorquin Ramoén Llull (ca. 1232-1315 0 1316). Esa
persona confes6é a Descartes que su habilidad aplicando el método
luliano podria permitirle pasar una hora, o el tiempo que fuese
necesario (hasta un dia entero), hablando sobre un tema cualquiera.
Descartes, apreciando posibles sintonias con la idea del método de
pensamiento que ya entonces tema en mente, quiso saber si tal
procedimiento consistia en establecer unos principios dialécticos a
partir de los cuales desarrollar los argumentos. El hombre le
respondio afirmativamente, pero también senalé que Llull, en sus
escritos, no habia proporcionado ciertas claves que consideraba
esenciales para desentranar los secretos de dicho método. Descartes
transmitio a Beeckman la opinion de que esta respuesta era mas
propia de quien quiere impresionar a un neofito que de quien
pretende hablar sobre la verdad.

Como Descartes no poseia o no tenia a mano el citado libro de
Ramon Llull, inst6 a su amigo Beeckman, que si lo tenia, a
escudrinarlo e indicarle si existia algun interés intelectual en el
método desarrollado en é€l. El filosofo francés estaba sentando ya las
bases de la mas célebre de sus obras, Discurso del, método, que se
publicaria casi veinte anos después.

El 10 de noviembre de ese mismo ano, Descartes se hallaba
enrolado en las filas del duque Maximiliano de Baviera. Se
encontraba acuartelado en Neoburgo, a orillas del Danubio, en el
sureste de Alemania. Esa noche, Descartes tuvo tres suenos que le
cambiaron la vida; sus interpretaciones le condujeron a transformar

su forma de pensar. Fue entonces cuando nacio el gran filosofo,
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cuyo espiritu y enfoque particulares darian lugar a la era moderna
del pensamiento.

Era una noche fria, llovia y hacia viento. Las tropas estaban
acampadas esperando a que llegara la primavera para luchar contra
las tropas protestantes de Federico V, rey de Bohemia. Descartes
apenas salia del habitaculo en el que se refugiaba, buscando el
calor de la estufa. Concili6 el sueno y fue transportado a otra
realidad.

En su primer sueno, Descartes se encontraba caminando por una
calle desconocida cuando se le aparecieron varios fantasmas. Quiso
huir, pero se lo impidi6 la extrema debilidad que sentia en el lado
derecho de su cuerpo y que le obligaba a apoyarse en el izquierdo.
Con mucho esfuerzo intenté mantener el equilibrio, pero el fuerte
viento se lo impidio, hasta el punto de hacerle girar sobre su pie
izquierdo varias veces, como una peonza. Cuando cesaron las
rotaciones y creia que se iba a caer, aparecio ante €l un colegio con
la puerta abierta. ¢La Fléche, quiza? Entro pensando en el cobijo
que le ofrecia esa puerta abierta. Entonces vio la entrada a la iglesia
del colegio y penso6 en acudir alli a rezar. Sin embargo, se dio cuenta
de que habia adelantado a alguien conocido a quien no habia
saludado. Debia, por tanto, volver atras para decirle algo. Pero
entonces el viento le empujoé con violencia hacia atras, impidiéndole
avanzar. Mientras, en medio del patio del colegio una persona le
llamo6 por su nombre, diciéndole: «;Serias tan amable de llevar algo
a uno de nuestros amigos?». Descartes pregunté qué era lo que

tenia que llevar. No oy0 respuesta alguna, pero creyoé que era un
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melon de algun pais lejano. Continué su camino. La gente que
encontraba andaba firme sobre sus pies; él, en cambio, lo hacia
arrastrandose y vacilante. De repente, el viento ceso y se desperto.
En el segundo sueno, unas horas mas tarde, oy6 un fuerte y agudo
ruido, como un trueno. Al parecer se habia desatado un fuego en su
habitacion y, aunque habia muchas chispas, no se sintié asustado,
pues algo similar ya le habia ocurrido antes. Algunos chisporroteos
eran tan brillantes que le permitian ver los objetos a su alrededor.

El tercer sueno comenzo con la aparicion de un libro en una mesa
que habia delante de é€l. Al abrirlo se percato de que era un
diccionario. Junto a este habia otro ejemplar en el que no habia
reparado: una antologia poética. Hojeandola se topd con un verso
escrito en latin cuyo significado era «gqué camino escogeré en la
vida?».

A continuacion, un hombre desconocido se le presenté con un
poema que comenzaba con «si o no», lo que es y lo que no es. El
soldado Descartes dijo: «<Lo conozco, esta en este libro de poemas».
Pero cuando hojeé de nuevo el volumen, no dio con él. Entonces,
cogio el diccionario y vio que faltaban algunas de sus paginas. Un
rato después, los libros y el extrano se habian esfumado.

La interpretacion de los suenos es algo personal e intransferible.
Posiblemente Sigmund Freud habria desarrollado interpretaciones
de esos suenos distintas a las de Descartes, muy vinculadas con la
idea de un mensaje vital o divino. Lo que importa es que ese dia el
autor de esos suenos decidiese interpretarlos y tomar decisiones a

partir de ellos. Estas si le cambiaron la vida a él mismo y, como
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consecuencia de ello, a quienes vivieron después. A partir de esa
noche, Descartes se preocuparia por discernir lo verdadero de lo
falso.
De como hacerlo trata la obra mas célebre del filosofo franceés:
Discurso del método. Su redaccion incluye algunos referentes a las
matematicas que subyacen tanto en su método como en la filosofia
del pensador. Da buena cuenta de la consideracion que les profesa:
Gustaba yo sobre todo de las matemadticas, debido a la certeza
y a la evidencia de sus razones; pero aun no me daba cuenta de
su verdadero uso y, pensando que solo servian a las artes
mecdnicas, me extranaba de que, con unos fundamentos tan
firmes y tan solidos, no se hubiera construido sobre ellas algo

mads elevado.

Mas adelante Descartes situa las verdades basadas en el

razonamiento por encima de aquellas que se puedan dar por ciertas

por reiteracion de mucha gente o por motivos de autoridad:
Y asi pensaba yo que las ciencias de los libros, al menos
aquellas cuyas razones son solo probables y no tienen
demostracion de ningun tipo, por haberse compuesto y haber
crecido paulatinamente a partir de opiniones de muchas
persona» diversas, no estan mas cerca de la verdad que los
sencillos razonamientos que puede hacer naturalmente un

hombre de buen sentido acerca de las cosas que se presentan.
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Después hace explicitos los motivos que le inducen a buscar otro

método de conocimiento:
(...) por lo que a la légica se refiere, sus silogismos y la mayor
parte de sus restantes instrucciones sirven mads para explicar a
otros las cosas que se saben o (...) a hablar sin juicio de las que
se ignora, que para aprenderla» (...) en cuanto al andlisis de los
antiguos y al dlgebra de los modernos, ademds de que se
extienden solo a materias muy abstractas, y que no parecen ser
de ningun uso, el primero se limita siempre a la consideracion
de las figuras que no puede ejercitar el entendimiento sin cansar
excesivamente la imaginacion, y en la ultima, uno esta tan
sujeto, uno se ve tan sometido a ciertas reglas y a ciertas cifras,
que se han convertido en un arte confuso y oscuro que azora el

espiritu, en vez de ser una ciencia que lo cultive.

Una vez explicados los motivos, he aqui los cuatro preceptos del
método cartesiano:
1. No admitir nada por verdadero hasta no conocerlo con
evidencia por tal.
2. Dividir cada una de las dificultades que examinase en
tantas partes como fuera posible y como requiere para
resolverlas mejor.
3. Dirigir por orden mis pensamientos, comenzando por los
objetos mas simples y faciles de conocer, para ir subiendo poco

a poco, como por grados, hasta el conocimiento de los mas
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compuestos, y suponiendo incluso un orden entre aquellos que
no se preceden naturalmente unos a otros.
4. Hacer en todo, enumeraciones tan completas y revisiones

tan generales que estuviera seguro de no omitir nada.

La estructura de pensamiento que esos cuatro puntos establecen ya
fue esbozada en el Compendio de musica. El tercer punto muestra
especial sintonia con el contenido de dicho tratado, el ascenso por
grados y pasar de lo simple a lo compuesto. Asi construyo Descartes
su escala musical, basandose en las consonancias simples
derivarlas de fracciones con denominador primo (los numeros
sonoros 2, 3 y 5) y ascendiendo por grados hasta las consonancias
compuestas (numeros compuestos cuyos factores son potencias de
2,305).
Nada mas concluir la enumeracion de los cuatro preceptos de su
meétodo, Descartes reconoce el papel de inspiracion que han
desempenarlo los geometras en dicho método:
Estas largas cadenas de razones, completamente simples y
faciles, de que los geéometras suelen servirse para llegar a sus
demostraciones mas dificiles me habian dado ocasién de pensar
que todas las cosas que pueden caer bajo el conocimiento de los

hombres se encadenan de igual forma {(...)

A continuacion, destaca el papel preponderante de las matematica»

en la busqueda de la verdad:
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(...) solo los matematicos han podido encontrar algunas

demostraciones, es decir, razones ciertas y evidentes {(...)

Por ultimo, se anticipa al papel que dos partes de las matematicas
hasta entonces separadas, el algebra y la geometria, van a
desempenar en su método.

[...] tomaria lo mejor del andlisis geométrico y del dlgebra, y

corregiria todos los defectos del uno mediante la otra.

He aqui la manifestacion de la concepcion de una nueva rama de las
matematicas y una declaracion de intenciones por lo que se refiere a
la fusion del algebra con la geometria. En esa frase, publicada en
1637, nacio la que mucho tiempo después se conoceria como
«geometria analitica». Esta es una rama de las matematicas que ya
rondaba la mente del joven Descartes unos tres lustros antes,
cuando a finales de la década de 1610 habia construido las nuevas

curvas citadas anteriormente.
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Capitulo 2
El algebra fecunda la geometria
En 1637 Descartes publico el Discurso del método, su
trabajo filosofico mas importante, realizado durante su
etapa de madurez productiva. Uno de los tres epilogos que
acompanaban la obra estaba dedicado a la geometria y
contenia las ideas matemadticas que el pensador francés
habia desarrollado a lo largo del tiempo y que lo
convirtieron en uno de los padres de la geometria analitica,

disciplina nacida en la primera mitad del siglo XVII.

Descartes propuso en el Discurso del método un método de
pensamiento para dilucidar las verdades relativas a los fenomenos.
[lustr6 su método con una serie de apéndices al texto principal
compuestos por una extensa serie de ejemplos, muchos de ambito
matematico y otros que, aunque naturales, se interpretaban,
explicaban y comprendian mediante las matematicas. Pese a que los
apéndices se publicaron en 1637 junto con el Discurso, Descartes
habia desarrollado y madurado muchas de las ideas contenidas en
ellos anos antes. El mas relevante de los apéndices, desde un punto
de vista matematico, es La geometria, en el que el pensador se sirvio
del algebra para abordar dicho campo de estudio.

Hace tiempo que el término «algebra» se relaciona con una serie de
simbolos y con normas de calculo susceptibles de realizarse con
ellos. A principios del siglo XVII, dichos simbolos eran distintos de

los de hoy. Tampoco se utilizaban de la misma forma ni muchos de
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ellos poseian el significado que se les otorga en la actualidad. Por
eso, vale la pena detenerse, aunque sea de forma breve, en algunas
de las cuestiones de tipo simbolico y algebraico con las que
trabajaba Descartes.

El signo de igualdad, el mas importante en matematicas, se
compone de dos pequenas lineas paralelas dispuestas una encima
de la otra. Aparecio por vez primera en un libro de algebra de Robert
Recorde (ca. 1512-1558), publicado en Inglaterra en 1557.

El matematico inglés adopto dicho signo por considerar que no
existe nada mas igual que dos lineas paralelas de la misma
longitud. Por eso, en sus origenes, las dos lineas de la igualdad eran
mucho mas extensas que las actuales (figura 1).

Eso ocurrio ochenta anos antes de la

publicacion del Discurso del método, si bien

lo cierto es que el signo de igualdad Fig. 1. Elsigno de
propuesto por Recorde tardéo mucho tiempo ERARAR SetaRmRaconie
en imponerse. Antes de su adopcion por los matematicos europeos,
el mismo signo fue utilizado por el también francés Francois Viéte
(1540-1603) en 1591 para la diferencia aritmética. Otros autores lo
utilizaron con distintos significados.

El propio Descartes utilizo el signo de Robert Recorde en 1638, pero
no para designar la igualdad, sino para representar el doble signo:
+. El signo de igualdad utilizado y propuesto por Descartes en La
geometria de 1637 es otro formado por dos circulos tangentes con el

izquierdo seccionado (figura 2).
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Holanda, en 1637, el

uso del signo de igualdad cartesiano so extendié por los Paises

Bajos. Entre otros, lo utiliz6 fisico y astronomo
Christiaan Huygens (1629-1695). Por su
parte, el matematico suizo Jakob Bernoulli
(1654-1705) también empledé el signo
cartesiano de igualdad en su Ars conjectandi

un trabajo muy posterior.

Fig. 2. El signo de igualdad

de Descartes

Retrato de René Descartes realizado por el pintor Frans Hals en

1648, célebre retratista, considerado uno de los grandes del barroco

holandés

Sin embargo, el propio Descartes utilizo el signo de Recorde en una

carta dirigida a su amigo el filésofo francés Marin Mersenne (1588-
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1648) el 30 de septiembre de 1640. A finales del siglo XVII, el signo
de Recorde se impuso en toda Europa gracias a los trabajos de sus
compatriotas Isaac Newton (1643 1727), John Wallis (1616- 1703) e
Isaac Barrow (1630-1677).

El signo de igualdad de Robert Recorde
La relacion mas importante en matematicas es la de
igualdad. El simbolo con el que se representa hace tiempo
que se hizo universal, y suele utilizarse incluso en ambitos
no matematicos tan cotidianos como los mensajes de texto y

de WhatsApp.

El inventor del simbolo

Robert Recorde nacio en Tenby, una pequena localidad de
Gales, hacia 1512. Estudio en Oxford y ensené matematica,
aunque se traslado a Cambridge para obtener el titulo de
meédico en 1545. De regreso en Oxford retomoé su trabajo
como profesor de matematicas. Dedico un par de obras al rey
Eduardo VI y a la reina Maria, por lo que algunos
investigadores creen que fue médico de los monarcas.
Publico varios trabajos de matematicas y medicina en los que
utilizaba el recurso del dialogo entre alumno y profesor. En
sus obras trato cuestiones de aritmeética, algebra, geometria y
astronomia. Fue en la segunda parte de su obra The
Whetstone of Witte (La piedra de afilar de Witte), publicada en

1557, donde introdujo el simbolo que le haria pasar a la
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historia: el antecedente del actual signo de igualdad. El signo
de Recorde solo se diferenciaba del actual en que las dos

lineas paralelas eran mucho mas largas:

14,20 —F—15.§=—=714.

La ecuacion 14x + 15 = 71, escrita con la notacion de Recorde

Los ultimos dias de Recorde estuvieron marcados por una
demanda por difamacion por parte de un enemigo politico y
por un posterior arresto por deudas. Muridé en prision a
mediados de 1558 sin ser consciente de la popularidad que

alcanzada el signo de su invencion.

Geometria sintética y geometria analitica
La geometria analitica se basa en la asociacion que se ilustra en la

figura 3.

ALGEBRA GEOMETRIA

Nty +1=0
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A la izquierda, se muestra una ecuacion o expresion algebraica de
una curva, X2 + y + 1 = 0, en la que se relacionan dos variables x e
y. A la derecha, se muestra la figura formada por todos los puntos
del plano cuyas coordenadas (x, y) satisfacen la igualdad expresada
en la ecuacion. El resultado es, en este caso, una curva conocida

como «parabolan.

Sin embargo, no es posible comprender la aportacion a las
matematicas que supuso la geometria analitica sin conocer la
geometria  sintética  preponderante
hasta entonces. Para ello, se muestran
a continuacion algunos ejemplos de Q
una y de otra. P

Para la geometria sintética, por
ejemplo, los dos puntos Py Q de la
figura 4 son distintos porque han sido
dibujados en lugares distintos del
Fig. 4. En la geomenia sintética dos

plano. s :
punios son distinios pongue existe

Prueba de ello es que puede trazarse Hnna ("il‘('lll{ﬁ')‘t'll('l-(l que encierra a
uno y excliye al otro.

una circunferencia con centro en P que

no encierre a Q tomando un radio menor que el segmento PQ.

En la geometria analitica, en cambio, dos puntos son distintos

porque tienen diferentes nombres o etiquetas (figura 5). Dichas

etiquetas se componen con sus distancias respectivas a dos rectas

que los separan, en el plano, de dos rectas que sirven de referente a

todo cuanto en dicho plano acontece.
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Los problemas y resoluciones tipicos de la geometria sintética se
llevan a cabo mediante regla y compas.
La mayoria de ellos consisten en trazar Q (63'5, 93'25)
o determinar ciertos elementos *

P (413, 101'6)

geométricos cuya caracterizacion se
Fig. 5. En la geomenia analitica dos

expresa con relacion a otros. Por  puntoes son distintos porque lo son

) e . sis coordenadas.
ejemplo, al dividir un segmento en tres
partes iguales se obtienen tres marcas en los puntos del segmento
que verifican la solucion, pero no se sabe realmente de qué puntos
del plano se trata.
Se conocen unos con relacion a los otros y con relacion al segmento,
En la geometria analitica la solucion al mismo problema no solo se
expresa con las etiquetas concretas de cada uno de los elementos de
la solucion, sino que los datos del enunciado ya se concretan del
mismo modo. Asi, el segmento original a dividir en tres partes
iguales no es un segmento de extremos Py Q, sin mas, como sucede
en la geometria sintética, sino que esos extremos del segmento
tienen, por asi decirlo, nombre y apellidos: P(a, b) y Q(c, d).
Esto no significa que la geometria analitica sea ni mejor ni peor que
la sintética. Sin embargo, la analitica permite un analisis mas fino
(de ahi su nombre) de los elementos geométricos con los que se
trabaja. Prueba de ello es que gracias a ella fueron posibles los
avances en matematicas desarrollados a partir del siglo XVII que
dieron lugar al calculo diferencial y, de modo mas general, a la rama
conocida como «analisis». Sus autores principales fueron Isaac

Newton y el filosofo y matematico aleman Gottfried Leibniz (1646-
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1716). Esos avances habrian sido imposibles sin la geometria
analitica.

En lo que respecta a las demostraciones que pueden ofrecerse de un
teorema geomeétrico, cabria preguntarse cual es mejor, la analitica o
la sintética. Para responder a esta pregunta habria que precisar qué
se entiende por «mejor demostracion» o qué hace que una sea mejor
que otra. Se puede tomar como referente la longitud, ya sea medida
en paginas o palabras, de modo que la mejor demostracion seria la
mas breve. Es posible tomar como referente el menor numero de
calculos, numeéricos o simbolicos. O la demostracion mas elegante,
algo muy apreciado en matematicas porque la elegancia suele estar
asociada a la claridad. Sin embargo, quizas el aspecto mas
importante a tener en cuenta en una demostracion radique en el

hecho de que nos explique o no el teorema.

El discurso del método
La obra mas importante de René Descartes es el Discurso del
método. Para bien dirigir la razon y buscar la verdad en las
ciencias, un libro fundamental para la historia de la filosofia,
que ejerceria asimismo una influencia notable en el
desarrollo de la ciencia moderna. La obra, publicada en 1637
—cuando el Renacimiento habia transformado de forma
radical todo el pensamiento medieval, aunque la Iglesia aun
ejercia su dominio sobre determinados campos del
conocimiento—, propone un método para alcanzar un saber

libre de contingencias y asentado sobre unos fundamentos
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intelectuales solidos. Este

trabajo, dividido en seis partes, r DISCOURS )
DE LA METHODE

venia acompaﬁado de tres Pour bien conduire fa raifon,8 cherchez

la verité dapslesfCiences.
Fras
LA DIOPTRIQVE
LES METEORLS.
ET
LA GEOMETRIE
D uif fout des effais de cere METHODE

tratados, La didptrica, Los
meteoros y La geometria, de los
que constituia una suerte de
introduccion.

Un meétodo  filosofico de

inspiracion matematica.

. A Lzxyoer
En las dos primeras partes del De Meprimeriede 1 xx M A1 s
cla2TI3 ¢c xxevin,
Aues Prigilege.

Discurso del método Descartes
deja claro que la inspiracion de
su método posee raices de caracter matematico. Por un lado,
el autor reconoce haberse inspirado en los gedometras; por
otra, las normas de su método son compartidas por el
quehacer matematica

a. No admitir nada absolutamente evidente.

b. Dividir cada problema en tantos particulares como sea
necesario para resolverlos mejor.

c. Dirigir por orden los pensamientos yendo de lo simple a lo
complejo.

d. Enumerar los datos del problema revisando los elementos
de solucion de cada uno para asegurarse de que se ha hecho
todo correctamente.

No obstante, este trabajo se encuentra lejos de ser libro

impersonal, en el que los pensamientos se desarrollan en un
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mundo ajeno al autor. Por el contrario, las constantes
alusiones a hechos corrientes y, sobretodo autobiograficos,

aproximan el texto al lector.

En otras palabras, la mejor demostracion seria la que permite
hacemos una idea de donde reside el quid de la cuestion, lo que se
conoce como «comprension del teorema». Muy dificilmente alguien
podra desarrollar una demostracion elegante de un teorema sin
comprenderlo en profundidad Aqui reside la diferencia entre
explicacion y demostracion, pues no siempre las demostraciones
son explicativas, es decir, no siempre facilitan una comprension
mas profunda de los teoremas. En las matematicas, la validacion
del conocimiento se realiza mediante demostraciones y no mediante
explicaciones.

«Lo que ha inmortalizado el nombre de Descartes es la aplicacion

que ha sabido hacer del dalgebra a la geometria, una idea de las

mas vastas y felices que haya tenido el espiritu humano.»

Jean Le Rond D'Alembert, en el discurso preliminar de la

Enciclopedia.

Ahora se ofrecen dos demostraciones, una analitica y otra sintética,
de un teorema geométrico que afirma que las cuerdas iguales
equidistan del centro de su circunferencia. La demostracion
analitica comenzaria tomando expresiones algebraicas de los
elementos geométricos que intervienen. Por ejemplo, sea x2 + y2 = 72

una circunferencia de radio r con centro en el origen de
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coordenadas 0(0, 0) y sean A(x1, yi), Bl(xz, y2), C(xs, ys) y D(xs, ya)

cuatro puntos sobre ella.

C(x,l -Yj)

x,¥)

Teorema (analitico) de las cuerdas

Sean M y N los respectivos puntos medios de los segmentos ABy
CD. El teorema equivale a demostrar que los segmentos OM y ON
tienen idéntica longitud. La situacion es la representada en la figura
6.

Las coordenadas de los puntos My N son:

M=

(xl +XxX; Y, t+ 3"2)
2 ¥ 2

X3 +X4 Y3+,
N = ( : )
2 2

De esta forma, las longitudes de los segmentos OM y ON son:
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X, + %\ [y )\
ou- [y )
2 2

X3+ %3\ | (V2 + W)’
on- 3+ (25
2 2

Al igualar ambas expresiones, se obtiene:

Xy + Xz)z (3’1 + )2 _ (xs + x4)2 ()’3 + )’4)2
( 2 N 2 TN 2 N 2

X+ X3+ 2%+ Y7+ Y7 + 20y, =

= X3 + x5 +2X3%4 + V5 + Vi + 2930,
Pero como los puntos A, B, Cy D pertenecen a la circunferencia;
2412+ 20,0, + 29, = 12417 + 2x5x, + 23 Y,

Y de aqui se deduce que:
X1Xz Y1V = X3X4+ Y3,y

Pero sabemos que AB=CD, por lo que:
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AB = (XZ > XI)A + (}2 > -Vl)“ B (X4 ; = )2 i (}’4 ; }’3)2 =CD

Teniendo en cuenta aqui también que los puntos A, B, Cy D

pertenecen a la circunferencia, se obtiene:
X1Xz V1Yo = X3 X4+ Y3 ),

Esta era la igualdad pendiente de justificacion con la cual se
demuestra el teorema.

La demostracion que acaba de desarrollarse transcurre en el mundo
del algebra. Los elementos del teorema se han convertido en
simbolos con los que se ha realizado una serie de calculos que han
conducido a la igualdad de dos expresiones.

La traduccion resulta fundamental. La manipulacion algebraica
hace el resto.

En la demostracion sintética la situacion puede ilustrarse con una
figura similar (figura 7 izquierda), pero sin coordenadas. Se
comienza la demostracion sintética anadiendo dos lineas auxiliares,
OBy OD, que son iguales por tratarse de radios de la circunferencia

(figura 7 derecha).
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D

Teorema sintético de las cuerdas y cuerdas con perpendiculares

trazadas desde el «entro del circulo

Ahora cabe traer a colacion un teorema adicional que asegura que
la perpendicular trazada desde el centro de un circulo a una cuerda
la divide en dos partes iguales.

Se trata de un resultado auxiliar que hay que demostrar
previamente. Para hacerlo, puede tomarse, por ejemplo, la cuerda
AR de la figura anterior. La perpendicular OM a ella se convierte en
la altura del triangulo isosceles AOB que la cuerda y el centro de la
circunferencia determinan. Es isosceles porque dos lados de dicho
triangulo, OA y OB, son radios del circulo. Luego los dos angulos en
Ay B de dicho triangulo también son iguales. En consecuencia, los
dos triangulos rectangulos OMA y OMB son idénticos igualmente
por tener los mismos angulos y un lado igual (el radio del circulo).
Por tanto, AM = MB y la perpendicular OM divide la cuerda en dos
partes iguales, como se queria demostrar.

Continuando con la demostracion del teorema, y puesto que las
cuerdas AB y CD son iguales, se deduce que sus mitades MBy ND

también son iguales. Por tanto, los triangulos rectangulos OMB y
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OND tienen la misma hipotenusa y el mismo cateto. Luego sus

terceros lados también coinciden y OM = ON.

Ambas demostraciones justifican la veracidad del teorema. Para la
demostracion sintética se precisa de un conocimiento profundo de
esta geometria y saber qué cosas pueden darse por sentadas y
cuales no. Ha sido necesario, ademas, un teorema adicional, por lo
que la demostracion no es directa: los datos del enunciado no eran
suficientes. La demostracion analitica es trabajosa por la carga que
supone el calculo simbodlico y las complejas expresiones o formulas
a las que conduce. Este es un problema al que tuvo que enfrentarse
Descartes. Sin embargo, la demostracion no precisa tanto
conocimiento. Resulta mucho mas directa al basarse en la
traduccion de los datos a formulas y ecuaciones y dejar que el
algebra haga su trabajo. El tiinico teorema previo es el de Pitagoras.
De lo que no hay duda es que, por lo menos en este caso, la
demostracion sintética aporta una comprension geométrica mas
profunda que la analitica, un aspecto posiblemente motivado por
tratar de demostrar un teorema relativo a un contexto demasiado
alejado del analisis. Esta claro que otros teoremas geométricos mas
analiticos serian inabordables desde la perspectiva sintética. Tal vez
ahi haya que buscar la motivacion cartesiana. Dicho de otro modo:
no conviene usar la geometria analitica para abordar problemas
propios de la geometria sintética o viceversa.

Sucede ademas que la primera geometria fue la sintética y produjo
muchisimos teoremas. Estos fueron los primeros en abordarse

desde la perspectiva analitica (algo que ya hizo el propio Descartes,
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como se ha visto). Cabe afirmar que en la época de su nacimiento la
geometria analitica no se llamaba asi todavia porque no habia
encontrado su sustancia, es decir, un ambito geométrico particular
en el que desarrollar todo su potencial. Este se mostro, por una
parte, en el calculo y la geometria diferenciales, y por otro, en la

geometria algebraica del espacio tridimensional.

La nueva geometria de René Descartes
La geometria publicada como apéndice al Discurso del método se
compone de tres libros cuyos titulos no resultan muy esclarecedores
de sus contenidos:
«Libro primero: sobre los problemas que pueden construirse
usando solo circulos y lineas rectasy,
«Libro segundo: sobre la naturaleza de las lineas curvas» y
«Libro tercero: sobre la construccion de problemas solidos y

mas que solidos».

El primero trata acerca de como los calculos aritméticos se
relacionan con las operaciones geométricas y de como se hacen
geomeétricamente la multiplicacion, division y extraccion de raices
cuadradas. Por ultimo, aborda y resuelve un problema de Pappus de
Alejandria, matematico griego de los siglos III-IV.

El segundo esta dedicado a las curvas admisibles en geometria; a la
explicacion del problema de Pappus y a su completa resolucion; al

método para hallar las normales a las curvas, a la aplicacion a la
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parabola, elipse y 6valos, y a varios problemas de optica sobre la
refraccion de la luz en diversos tipos de lente.
El tercero viene a ser un tratado de lo que hoy podriamos llamar
«funciones polinoémicas», pues en €l se habla de la naturaleza de las
ecuaciones; de cuantas raices pueden tener, de cuales son falsas; de
como pueden convertirse estas en auténticas y viceversa, y de como
pueden ser imaginarias. También trata acerca de las ecuaciones
cubicas, de la regla para reducir el grado de una ecuacion, de la
triseccion del angulo y del método general para construir problemas
cuya resolucion requiere de curvas de grado no superior a seis.
Dada la extension de esta obra cartesiana, conviene centrar la
atencion en las partes que permitan dilucidar los origenes de la
geometria analitica. El primer punto que hay que considerar esta en
el primer parrafo del libro primero:

[...] para hallar las lineas requeridas se necesita unicamente

sumar o restar otras lineas [..., tomando una linea a la que

llamaré unidad para relacionarla todo lo posible a los numeros y

que en general puede elegirse arbitrariamente

Y es de este modo, tomando un segmento AB como unidad, como
Descartes construyo el segmento BE como resultado del producto de
dos segmentos BC y BD, el cociente y la raiz cuadrada, Esto
significa que Descartes hizo aritmética con los segmentos, lo que de
hecho constituye el paso previo a su algebraizacion. Solo se requiere

ir un poco mas alla:
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A menudo no es necesario dibujar las lineas en el papel, sino
que basta con designar cada una de ellas con una letra. Asi,
para sumar las lineas BD y OH, llamo a una a y a la otra b, y
escribo a + b. Entonces, a - b indica que b se resta de a; ab que
a se multiplica por b, a/b que a se divide entre b; aa o a? que a
se multiplica por si mismo [...] Aqui debe observarse que con a3,
h3, y expresiones similares, me refiero solamente a lineas
simples, a las cuales, sin embargo, llamo cuadrados, cubos, etc.,

de tal modo que hago uso de los términos utilizados en dlgebra.

Esto supone un cambio, pues en la época no se concebian
expresiones como un cuadrado o un cubo que no se refiriesen al

area de un cuadrado o al volumen de un cubo.

Pappus de Alejandria
Considerado el ultimo gran matematico de la Antigiiedad,
Pappus, también conocido como Pappo, naciéo en la ciudad
egipcia de Alejandria y vivio entre los siglos III y IV. Poco se
sabe de su vida, al margen de lo anotado en lo que se
conserva de su obra de ocho volumenes titulada Las
colecciones, en la que se tratan diversas cuestiones
aritméticas y, sobre todo, geométricas relativas a problemas
clasicos (duplicacion del cubo, triseccion del angulo), los
poligonos y los poliedros. En dicha obra, Pappus recopila y
explica sistematicamente los resultados matematicos mas

destacados de sus predecesores. El primero de los ocho
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capitulos se perdio. Partes de los restantes han sobrevivido al
paso del tiempo. El libro IV contiene una generalizacion del
teorema de Pitagoras en la que los cuadrados levantados
sobre los lados de un triangulo rectangulo se sustituyen por
paralelogramos. También confiere wun problema que
preocupara a René Descartes; el problema de circunscribir

un circulo a otros tres circulos tangentes.

El teorema de Pappus
Se atribuye al matematico alejandrino el teorema que lleva

su nombre; dado un trio

A, B, C de puntos /
alineados y otro trio a, x// \\ / * \(
\

\
b, ¢ de puntos también ShGL ) \ <
e N
alineados, entonces los \\\K
<

puntos de interseccion B

X, Y, Z determinados por los pares de segmentos Aby aB, Ac
y aC, Bcy bC, estan alineados. Dicha recta se llama recta de

Pappus.

Un numero o una letra elevados a 2 significaban el area de la figura
geomeétrica cuyo lado era ese numero o letra y de ahi su nombre
(elevado al cuadrado); un numero o una letra elevados a 3
significaban el volumen de la figura geométrica cuyo lado era ese
numero o letra y de ahi su nombre (elevado al cubo). Descartes

introduce en la geometria de las lineas una terminologia algebraica

90 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

por la que los cuadrados y los cubos pueden ser areas, volumenes o
longitudes de lineas.
El paso siguiente consistido en asignar, es decir, en identificar con
ecuaciones algebraicas cada una de las lineas geométricas del
problema, de tal suerte que resolver el problema equivaldria a
resolver esas ecuaciones. Para ello fue necesario establecer de
antemano las incognitas:
(...) st queremos resolver cualquier problema, primero suponemos
la solucion ya obtenida, y nominaremos todas las lineas que
parezcan necesarias para la construccion, tanto las
desconocidas como las conocidas. Luego, sin distinguir entre
unas y otras, debemos como sea que muestre de forma natural
las relaciones entre esas lineas basta quesea posible expresar
una sola cantidad de dos maneras. Esto constituira una
ecuacion, ya que los términos de cada una de dichas
expresiones son iguales a los de la otra.
Debemos hallar tantas ecuaciones como lineas desconocidas:
pero si, tras considerar todo lo que esta implicado, algunas no
pueden hallarse, es evidente que la cuestion no esta
completamente determinada En tal caso podemos escoger
arbitrariamente lineas de longitud conocida para cada una de

las desconocidas para las que no hay ecuacion.

Descartes no ilustré con ejemplos lo que escribio. A este respecto, el
filosofo francés siempre se mostréo reticente a dar demasiadas

explicaciones. Solia incluir en algunos de sus trabajos e, incluso, en
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algunas cartas, comentarios en los que manifestaba no querer robar
el placer del descubrimiento y del analisis propios del aprendizaje a
quienes leyesen sus obras. Cuando posteriormente recibiéo algunas
criticas de sus lectores, Descartes afirmo que ellos no acababan de
comprender su geometria.
Frans Van Schooten (1615-1660), traductor de La geometria al latin,
seguramente siendo consciente de la dificultad que la falta de
ejemplos suponia para la lectura, incluyé un par de problemas
mediante los cuales pretendia ilustrar y ayudar a la comprension de
los parrafos de Descartes. Uno de ellos es el siguiente:
Dado un segmento AB y siendo C un punto arbitrario en él,
extender el segmento AB hasta un punto D de tal modo que el

rectangulo ADxBD sea igual al cuadrado sobre CD.

Graficamente, la situacion es la representada en la figura 8.

l l 1____\,(
/ / / \
A B C D

He aqui la resolucion presentada por Van Schooten aplicando el

método descrito por Descartes:
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AC =a
AD=a+b+x : B 5
i e RN, } (@+b+x)Xx=(b+x)?—>
BD =x
= b?
—>ax+bx+x‘=b2+2bx+x2—>x=a_b

Pese a tratarse de un problema geométrico de corte clasico, la
resolucion es puramente algebraica. Van Schooten comenzo
nominando con letras los segmentos que intervienen en el
problema, esto es, tanto las lineas conocidas como las desconocidas
a las que se referia Descartes. Para ello utilizé las primeras letras
del alfabeto latino (ay b) para las longitudes conocidas y las ultimas
(x) para las desconocidas. Convirtio las relaciones entre las lineas en
ecuaciones igualando los términos para cada una de ellas y a partir
de ahi resolvio el sistema para obtener la cantidad desconocida.

Hay otros aspectos del método cartesiano que merecen destacarse.
Primero, el hecho de incorporar, aunque implicitamente, el aspecto
variable de algunas de las longitudes de las lineas que intervienen
en la resolucion del problema y que en un lenguaje posterior lo
vincularia a las funciones. Segundo, un aspecto de completitud
sobre la comprension del problema que aporta la expresion
algebraica y que resultaria dificil de apreciar desde la perspectiva
geomeétrica, como es el caso de que la solucion exista solo si a>b, es
decir, siempre que AC > CB. Esta limitacion se deduce del
denominador a - b de la solucion, pues, desde un punto de vista

geométrico, no tiene sentido que la solucion x sea negativa. Y
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tercero, que en algunos problemas no se precise de ningun teorema
clasico para su resolucion. Como, por ejemplo, en la duplicaciéon del
cuadrado.

En efecto, supongase que se desea duplicar el cuadrado levantado
sobre un segmento (figura 9). Una sencilla forma de hacerlo es

obtener la solucion levantando un Fio. 0

cuadrado sobre la diagonal del
primero, pues si este se compone de

dos triangulos, aquel se compone de

cuatro.
Sin embargo, esta resolucion no
resuelve el problema de la longitud del

lado del cuadrado doble. Para ello es

necesario traer a colacion el teorema de
Pitagoras y calcular la diagonal D del cuadrado original como
hipotenusa de un triangulo rectangulo e isosceles cuyos catetos

tienen longitud a:

D=+a2+a2=ax?2

La perspectiva cartesiana consistiria en nominar los elementos del
problema y establecer las ecuaciones correspondientes entre ellos.

En este caso, siendo a la longitud del lado del cuadrado que
duplicar, x el lado del cuadrado desconocido, la ecuacion y la
solucion (considerando solamente la positiva) que de ella se

obtienen son:
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2a2 = x2— x = aV2.

Aqui no se precisa de ninguna figura geométrica ni hace falta tener
una capacidad especial para visualizar que el cuadrado montado
sobre la diagonal constituye la solucion del problema. Tampoco
hace falta la aplicacion del teorema de Pitagoras. Basta nominar los
elementos involucrados en el problema, plantear una sencilla
ecuacion, una igualdad entre sus areas. En este sentido, el
potencial del algebra aplicada a la geometria es extraordinario.

Al respecto puede aducirse que las resoluciones mas geomeétricas
conllevan un fin como es el de la propia construccion del elemento
buscado, la incognita, en este caso del cuadrado duplicador. En la
geometria cartesiana, y dado que el como es siempre el mismo y
figura establecido en las normas generales expuestas mas arriba, lo
que importa es el qué, es decir, cual es la solucion.

Mas alla de la relevancia que tiene ese proceso de resolucion de
problemas como aplicacion del método cartesiano defendido en el
texto del Discurso del método, supone una aportacion decisiva a la
manera de enfocar la resolucion de problemas matematicos, tanto
desde la perspectiva geométrica como desde una perspectiva
general.

Las fases cartesianas son: en primer lugar, poner nombres a los
datos conocidos y desconocidos; a continuacion, establecer

relaciones algebraicas (ecuaciones) entre ellos, y por ultimo, realizar
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los calculos necesarios para obtener la solucion, esto es, resolver las
ecuaciones planteadas.

Descartes no solo introdujo el algebra en la geometria, sino también
la idea de trabajar en el plano utilizando dos rectas que se cortan
como ejes de referencia, aunque cabe senalar que en su época los
ejes no eran perpendiculares ni incluian valores negativos. El
resultado seria un sistema de coordenadas cartesiano que en lugar
de producir una cuadricula crearia una reticula sesgada de celdas
romboidales.

Gran parte de la geometria, asi como casi todas las funciones
estudiadas en la educaciéon secundaria, se desarrolla sobre un
sistema de coordenadas cartesiano. Este se compone de dos rectas
numeéricas perpendiculares cuyo punto de interseccion se utiliza
como referente para todos los puntos del plano. El punto de
interseccion recibe el nombre de «origen de coordenadas» y las dos
rectas perpendiculares se denominan «ejes del sisteman.

En un plano con un sistema de coordenadas cartesiano, todos y
cada uno de los infinitos puntos del plano poseen una etiqueta
compuesta por dos numeros que identifican su posicion con
relacion a los dos ejes. Ese par de numeros que determinan la
posicion de un punto hacen referencia a las distancias a las que
este se halla de cada uno de los dos ejes y reciben el nombre de
«coordenadas» (figura 10). La primera se llama «abscisa», y la
segunda, «ordenada». El eje horizontal se llama «eje de abscisas», y

el vertical, «eje de ordenadas».
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las dos distancias

correspondientes a cada uno de los ejes que determinan sus

coordenadas y posicion, y la

inversa, dadas dos
distancias a cada uno de los
ejes, estas determinan un
unico punto del plano.

Los origenes del sistema de
coordenadas cartesiano se
también La

hallan en
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Fig. 10

geometria. En concreto, en la resolucion cartesiana aun problema de

Pappus de enunciado harto complejo que Descartes expuso del

modo siguiente:

Teniendo tres, cuatro o un numero mayor de rectas dadas en
posicion, se intenta hallar, en primer lugar, un punto desde el
cual se pudiesen trazar tantas lineas rectas, una sobre cada
una de las dadas, formando dangulos dados, de forma que el
rectangulo formado por dos de las trazadas desde el mismo
punto guarde una proporcion dada con el cuadrado de la
tercera, en el caso de que no haya sino tres; o bien con el
rectangulo de las otras dos si no hay mas que cuatro. O bien, si
hay cinco, que el paralelepipedo rectangulo formar do por tres
guarde la proporcion dada con el paralelepipedo construido

sobre las dos restantes y otra linea dada |[...]

La situacion planteada se ilustra en la figura 11 con tres rectas.
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El punto C forma angulos iguales con cada una de ellas y verifica

que

CBx CD= 3,614 x CF2.

Al afrontar el problema, Descartes escribio:
Primero, supongo la cosa hecha, y puesto que tantas lineas
llevan a confusion, puedo simplificar el asunto considerando
una de las lineas dadas y otra de las por trazar (como, por
ejemplo, AB y BC) como las lineas principales a las cuales

intentaré referir todas las demas.

Descartes abordé un caso particular del problema de Pappus con
cuatro rectas paralelas y equidistantes una distancia o y de manera
que la quinta recta trazada desde C corte a todas ellas en angulos
rectos. Esta es la primera condicion. La segunda es que los

segmentos determinados por los puntos de interseccion B, D, Ey F
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verifiquen (CB x CD x CE = a x CA x CF. Geométricamente, esto
significa que el volumen del paralelepipedo BCDE y el de lados a, CA
y CF sean iguales. Las referencias que tomo6 Descartes para hallar el
lugar geométrico del punto C solucion del problema no fueron otras
que las que hoy en dia se llamarian abscisa y ordenada de C con
relacion a dos de esas rectas, siendo A el origen de coordenadas (BC
=x, MC = y). Fig. 12 L a |

Siguiendo los pasos de René

0

Descartes en la resoluciéon de , ... ... ..S o |
este caso particular mas :

sencillo, se podra comprobar y

inefectividad de su método

(figura 12) en una version un N 2 s L
tanto modificada para acercar a la terminologia actual en pos de
facilitar su comprension.

Al imponer la condicion segun los términos de esta ultima figura, se
obtiene la expresion del lugar geométrico o curva del plano con las

soluciones C(x, y) del problema:

NCXPCXxQC=ax0CXRC
(a+X)X(a—X)X(2(2—x)=axy

x® —2ax*—a*x—axy+2a*=0

El resultado se alcanza habiendo tomado, en terminologia actual,

un sistema de coordenadas que tiene por ejes la recta solucion r y
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la recta r» y origen en su punto de interseccion O. En La geometria,
Descartes se refiere a los dos valores del punto C solucion del
problema, lo que hoy en dia se llamarian «coordenadas»:
[...] todas las lineas rectas aplicadas por orden a su diametro
son iguales a aquellas de una seccioén conica, los segmentos de

su diametro, que forman entre el vértice y esas lineas |...]

Esto puede traducirse a un lenguaje actual diciendo que «todas las
ordenadas son iguales a las de una seccion conicar. Descartes
destaco mas adelantelas que consideraba bondades de su método
con relacion al método de trazar curvas mecanicamente, como es el
caso de la espiral:
[...] hay una gran diferencia entre este método en el cual la
curva se traza hallando varios de sus puntos, y el usado para la
espiral y curvas similares. En el ultimo, no es posible hallar
cualquier punto que se desee de la curva, sino solamente
aquellos que pueden determinarse de forma mas simple que
mediante la propia composicion de la curva [...] Por otro lado, no
hay ninguno de los puntos de esas curvas que no proporcione
una solucion al problema planteado y que no pueda ser

determinado por el método que he ofrecido.

De este modo, Descartes acababa de crear la geometria algebraica
No se trataba solamente de utilizar el algebra en la geometria, sino
de mucho mas. El matematico francés cre6 un método que imbrica

ambas disciplinas y que presenta una serie de caracteristicas
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concretas. En primer lugar, las ecuaciones algebraicas asociadas a
los problemas geométricos determinan todas las soluciones de
dichos problemas; ademas, cada ecuacion puede representarse en
una curva, que es un elemento geomeétrico, y, a su vez, cada uno de
los puntos de dicha curva constituye una solucion del problema. El
meétodo es completo porque todas las posibles soluciones del
problema estan recogidas en la ecuacion y representadas en su
curva, y se basa en tomar como principales dos lineas rectas (ejes
de coordenadas) a las cuales se refieren las que ahora llamamos
«coordenadas de un punton.

da geometria analitica [...] inmortaliza el nombre de Descartes y

constituye el mdaximo paso hecho en el progreso de las ciencias

exactas.»

John Stuart Mill.

En efecto, al representarla curva solucion del problema anterior una
ecuacion de tercer grado, las posibles soluciones al problema
formaban una curva (figura 13) a la que Newton llamoé el «tridente»
de Descartes.

Las dificultades de representacion grafica propias del siglo XVII
impedian tener la vision de conjunto que sin duda hubiese sido del
agrado de Descartes y que inspiraron a Newton y Leibniz a
desarrollar el calculo infinitesimal por medio del cual Ila
representacion grafica de las curvas se convirtio, en la mayoria de

los casos, en una tarea abordable.
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En el enfoque algebraico de la geometria senalado por el propio

Descartes puede establecerse el origen de la geometria analitica.

s Fig. 13

El tridente de Descartes para a=1; x3-2ax? - a’x - axy + 2a® = 0

Pero el origen del uso de un sistema de referencia para la geometria
pudo deberse al problema de Pappus. Para comprender mejor el
significado de dicho problema, a continuacion se vera por qué
muchos situan ahi los origenes de nuestros actuales sistemas de
coordenadas cartesianos, a partir del analisis de los dos casos mas
sencillos.

El primero es aquel en el que solo intervienen dos rectas ry s, que
ademas son perpendiculares (r L s), de forma que los angulos de las
dos rectas trazadas desde el punto P sean perpendiculares a ry a s

(A =90°), tal como muestra la figura 14.
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U..------......a._.,_, ___________ 'P(X-.V)
7 :
x iy
s 3’...;
Yy
r Fig. 14

El problema de Pappus con dos rectas perpendiculares y angulos

rectos.

Obsérvese que por ser rectos tres angulos (entre ry s, entre ay r, y
entre b y s) del cuadrilatero resultante abxy, también debe serlo el
cuarto (entre ay b). Como consecuencia de ello: a=yy b = x. Asi, a
y b se han convertido en lo que hoy en dia se conoce como
coordenadas de P en el sistema de referencia cartesiano de ejes ry s
y que expresamos como P(x, y).

El segundo caso se obtiene eliminando la restriccion de

perpendicularidad entre ry s (figura 15).

Linea adicional fundamental para resolver un problema de Pappus
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La linea que une el punto de corte de las dos rectas ry s con el
punto P del plano forma dos triangulos rectangulos con hipotenusa
comun Aplicando en cada uno de ellos el teorema de Pitagoras:

Teniendo en cuenta ahora que la proporcion entre las distancias ay

bes k>0, ytomando b =1:

X2-y?+k-1=0

Cabe preguntarse qué representa esta ecuacion de segundo grado
con dos incognitas. Suponiendo que las dos rectas iniciales ry s son
los ejes de coordenadas cartesianos, los puntos del plano que
satisfacen esta ecuacion forman una familia de hipérbolas, una para
cada valor de k. El caso mas sencillo, k = 1, reduce la ecuacion a la

siguiente:

Es un caso muy particular el caso limite correspondiente a dos
rectas, y = x e y = -x, que se cruzan en el origen de coordenadas. Es
una familia de hipérbolas cuyas asintotas son las bisectrices de los

dos ejes o rectas dadas del problema de Pappus (figura 16).
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Fig. 16
La familia de hipérbolas solucion al problema de Pappus cuyas dos

rectas dadas son los ejes de coordenadas x? - y? + k- 1 =0 para k >

1 (izquierda), para k = 1 (derecha)y O < k < 1 (abajo)

Cuando las dos rectas dadas no son perpendiculares, la solucion del
problema continua siendo una familia de hipérbolas cuyas asintotas
son las bisectrices de los ejes originales (figura 16). Un modo
sencillo de justificarlo es centrar la atencion en un aspecto propio
de la geometria sintética relacionado con las bisectrices de un
angulo como es el hecho de que estas son siempre perpendiculares,

lo sea o no el angulo (figura 17).
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Fig. 17

bisectriz s
.................

-
-
-

bisectriz rs

Esquema que muestra como las bisectrices de un angulo son

perpendiculares

En efecto, pues los dos angulos formados por las dos rectas (a y
180°-a) suman un angulo plano y cada bisectriz divide a cada uno
de ellos por la mitad, siendo a/2 y (180°-a)/2. Luego el angulo entre
ellas es la mitad del llano, o sea, un angulo recto: a/2 + (180°-a)/2
= 90°.

Mas alla incluso del teorema de Pappus, tal vez habra que
considerar la perpendicularidad de las bisectrices de cualquier
angulo como el origen primigenio de la perpendicularidad de los

actuales ejes de coordenadas.

Las tangentes y el otro padre de la geometria analitica

En el desarrollo de las matematicas tras la creacion de la nueva
geometria cartesiana tuvieron un papel fundamental dos
personajes, Newton y Leibniz, y dos problemas que acabaron por
resolver se mediante el calculo diferencial: el calculo de las
tangentes a una curva y el calculo del area encerrada entre esta y el

eje de abscisas.
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Descartes mantuvo una controversia con el matematico Pierre de
Fermat sobre el primero de dichos problemas. Otro motivo para
justificar su presentacion radica en el hecho de que era el preferido
por el filésofo, segin se desprende de sus propias palabras:

«...] no es solo el problema mads util y general en geometria que

conozco, sino también el que siempre he deseado conocer».

De hecho, el problema que abordo Descartes fue el del calculo de la
recta normal en un punto de una curva, un problema directamente
relacionado con el de las tangentes. Sobre esta cuestion dijo.
El angulo formado entre dos curvas que se cortan puede
medirse facilmente como el dngulo entre dos lineas rectas,
dando por sentado que una linea recta pueda trazarse formando
angulos rectos con una de esas curvas en el punto de

interseccion con la otra.

o~

F A M G

Dibujo con el que Descartes acompana el problema de la normal a
una curva. Para un lector actual, esta figura resulta de dificil

comprension.
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Dada la curva CE (figura 18), de la que se desea determinar la
normal en uno de sus puntos. Descartes comenzé como predicaba
en su meétodo: dando el problema por resuelto y llamando CP a la
normal por el punto C de la curva. Extendi6o la normal CP hasta
cortar la recta FG en un punto G. La recta FG viene a ser uno de los
ejes de coordenadas de la curva CE. Descartes lo expreso diciendo
que con ella se relacionaban todos los puntos de la curva C. En
figura aparece un punto M del que no se especifica su trazado y que
es el pie de la perpendicular trazada desde P sobre FG.

Asi las cosas, Descartes se hallaba en disposicion de asignar letras
a determinados segmentos que conducirian a la resolucion del

problema. Las dos primeras nominaciones fueron:

MA =y CM =x

Esto equivale a decir que estas son las coordenadas del punto C de
la curva en un sistema de coordenadas cuyos ejes son FG y una
recta paralela a CM y que no se ha trazado en el dibujo. Descartes
plante6 entonces que deberia hallarse una ecuacion que expresase
la relacion entre x e y. Puso también PC= s y PA = v, siendo A el
punto de corte de la curva con el eje FG. De donde dedujo que PM =
v-y.

Puesto que el triangulo PMC es rectangulo, es posible aplicar en €l el

teorema de Pitagoras y escribir:
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PC? = CM? + PM? - s2 = x2 + (v — y)?

S T T ——
x2+vi+yri-—2vy— x \/S w—y)
TN =

Llegado a este punto, Descartes observo que o bien la x o bien la y
pueden ser eliminadas de estas ecuaciones, ya que asi lo permite la
relacion existente entre ellas con relacion a la recta GA. Con ello se
referia a que si la curva es conocida se tiene de ella una ecuacion
entre x e y que expresa su relacion con el eje de coordenadas GA.

Con ello, Descartes pretendia hallar v, pues este valor determina el
punto P de corte de la normal a la curva. La relacion entre sy u es

una ecuacion cuadratica:

s?-12+2yv-(x2 +y?)=0

Descartes ilustro su resolucion aplicandola a un caso concreto de
curva eliptica para cuya ecuacion se remitio al teorema 13 del libro I
de Sobre las secciones conicas del geometra griego Apolonio de
Pérgamo (ca. 262-ca. 190 a.C.). Con objeto de simplificar una labor
que incluye extensos calculos algebraicos con gran cantidad de
letras, aqui se utilizara la elipse de ecuacion x> = 2y - 232, con la

cual la ultima ecuacion se convierte en la siguiente:

Y+2v-1ly+s2-12=0
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Pero aunque se conozca el valor de y, pues el punto C de la curva es
conocido, las dos incognitas vy s persisten.

Descartes resolvio la cuestion trayendo a colacion un aspecto de la
normal que todavia no habia utilizado, como es su
perpendicularidad de la curva, un detalle relacionado directamente
con la tangente en el mismo punto de la curva. Ambos conceptos
vienen a decir que la circunferencia con centro en Py radio s = PC
cortara la curva en un unico e idéntico punto: aquel en el que la
normal es perpendicular, aquel en el que la tangente es tangente. Y
dado que te ecuacion de esta circunferencia es precisamente s2 = X2
+ (v - y)?, la que figura a la derecha de una de las igualdades usadas
para desarrollar la ecuacion anterior. Por tanto, la conclusion es
que esa ultima ecuacion debe tener solucion Unica.

En este punto entré en juego el genio algebraico de Descartes. Su
argumentacion fue que por ser esta una ecuacion de segundo grado
con solucion unica (el punto de tangencia) deberia tener la misma
forma que una ecuacion estandar de segundo grado con una sola
raiz. Esto supone compartir sus coeficientes con los de una
ecuacion de segundo grado estandar con raiz doble. La ecuacion de
segundo grado con incognita y que tiene al valor e como Unica raiz

€s:

(e -ypP =e*-2ye + y?

Entonces, igualando los coeficientes de los términos de ambas

ecuaciones (término en y?, término en y y el término independiente)
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es posible escribir tres nuevas ecuaciones. Una de ellas permite

determinar el valor v buscado:

B
2(v—1)=—-2et->v=1—c¢

§2._ 52 _ip2

Habiendo hallado v, el problema estaba resuelto. Y en dicha
resolucion lo mas relevante no era el resultado en si mismo, sino el
método seguido para obtenerlo. Esa argucia de comparar término a
término expresiones polinomicas de ecuaciones algebraicas era
aplicable a otros casos. Asi lo hizo Descartes en situaciones en las
que aparecian ecuaciones de grado superior. Por ejemplo, para la
normal a una curva parabodlica llegd a una ecuacion de sexto grado
de la que consider6 que deberia tener la misma forma, es decir,
compartir los coeficientes, con la expresion polinéomica de sexto
grado obtenida al multiplicar un polinomio de segundo grado con

unica raiz doble (como el de antes) con el siguiente de grado cuatro:

yt +fy? + g?y? + hdy + kt

De tal forma, senala que, con este método, y sea cual sea la curva
dada, se provee de tantas ecuaciones como necesitemos para hallar
las incognitas necesarias.

Vamos a resolver el problema de hallar la normal a la curva y = Vx

en el punto C(a, b) segun el método cartesiano.
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Fig. 19 tangentg,"'

norma!

il Supnes N

Para ello trazamos la figura 19 del mismo modo en que la haria
Descartes salvo por el hecho de que el filosofo francés nominaria
con la letra y el segmento que nosotros hemos denominado x(AM) y
denominaria x el segmento que nosotros hemos denominado con la
letra y (CM). Asi las cosas, la ecuacion del circulo de radio s

tangente a la curva con centro en el punto de corte P(v, 0) de la

normal con el eje de abscisas sera:
(v_x)Q + y2=82

Dado que este circulo debe pasar por el punto C, sus coordenadas

deben verificar la ecuacion:

(V-a) + b?=s?

a? -2av + 12 +b? =52

Igualando las dos expresiones de s? obtenidas:
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X2+ y? - 2ux-a2+2av - b? = 0.
Teniendo en cuenta ahora que
X +(1-2vyx-a® +2av-b?=0.

Pero la solucion debe ser Uinica y coincidir con x = a, la abscisa del
punto C de la curva. Luego, esta ultima expresion debe
corresponderse con el desarrollo del polinomio de segundo grado

cuya unica solucion (raiz doble) es el valor a:
(z-aP =2 -2az + a?

Esto significa que ambas expresiones polinomicas deben compartir

sus coeficientes:

1=1 1
1—2v=-2a —’U=a+§
—a®+ 2av—b? = a?

Si el punto de tangencia es C(1, 1) como en el caso representado en
la figura, la solucion es v = 1 +1/2 = 3/2. Por tanto, el punto
buscado tiene coordenadas P(3/2, 0). La figura 20 muestra la

solucion.
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La normal la curva y= Vx en x = 1 corta el eje de abscisas en el punto

(3/2, 0).

Si Descartes convertia este problema geométrico en algebraico,
Fermat lo enfocaba desde una perspectiva mas relacionada con lo
que seria el calculo diferencial que Newton y Leibniz desarrollarian a
finales del siglo XVII y principios del XVIII.

A continuacion se aplicara el método de Fermat al calculo de la
recta tangente a la misma curva y = Vx en el mismo punto P = (1, 1).
La ecuacion de la tangente sera del tipo y = mx + n. Puesto que el
punto P = (1,1) debe verificarla, sera 1 =mx1 + n, Deaquin=1 - m,

y conocer la ecuacion de la recta se reduce a conocer el valor de m:

y=mx+1l-m

y=m(x-1)+1

Fermat observé que cualquier curva y = Vx podia expresarse del

modo siguiente:

y/fix) =1
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En particular, para la curva que nos ocupa:

y/x=1

Dado que todos los puntos de la recta tangente, a excepcion de P =
(1, 1), estan por encima de la curva, en ellos se verifica que y?/x > 1.
Y puesto que en P = (1,1) se produce precisamente la igualdad, esto
significa que en el punto de tangencia la expresion y?/x alcanza su
valor minimo, tanto si tomamos la ordenada y de la curva como la
de la tangente, pues ambos valores coinciden en dicho punto. Por

tanto, hallar el valor minimo de y?/x equivale a hallar el minimo de:

(m(x—1)+1)?
X

El problema, pues, se reduce a determinar los minimos de dicha
expresion. ¢Como determinaba Fermat los valores maximos o

minimos de una expresion del tipo y = f(x)?

Pierre de Fermat y su teorema
Nacido en Beaumont-de-Lomagne, poblacion situada en el
sur de Francia, Pierre de Fermat (1606-1665) fue un jurista y
matematico muy conocido por un teorema que lleva su
nombre. La anotacion del «altimo teorema de Fermat» fue

encontrada por su hijo escrita en el margen de un ejemplar
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de una ecuacion de Diofanto, matematico griego del siglo III.
En dicha nota, Fermat decia que el margen era demasiado
pequeno como para escribir en €l la demostracion del
teorema. Nunca se encontro
dicha demostracion ni Fermat
la menciono en la
correspondencia que mantuvo
con sus colegas.

Asi que el teorema ha supuesto
un reto para los matematicos.
El teorema es una
generalizacion del teorema de

Pitagoras, que afirma que el

cuadrado de la hipotenusa de f E v' ; v

un triangulo rectangulo es igual a la suma de los cuadrados
de sus catetos, siendo estos ay b, y cla hipotenusa: ¢2 = a2 +
b2. El teorema de Fermat no es geométrico, sino que se
centra en los numeros que verifican esa igualdad afirmando
que no existen tres enteros positivos a, b y c que verifiquen la
ecuacion c* = ag* + b" para ningun valor mayor que 2. Se trata
de un teorema de teoria de numeros que no fue demostrado
hasta 1994, tres siglos y medio después, por el britanico
Andrew Wiles (n. 1953), mediante unos recursos
matematicos que ni se imaginaban en la época de Fermat. El
misterio de si Fermat hall6o una demostracion maravillosa del

teorema quedara para siempre.
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Los hallaba en tres pasos que anticiparon el método de los cocientes
incrementales que darian lugar a las derivadas: primero hay que
resolver la ecuacion flx) = fix + h), luego se debe dividir por h la
solucion obtenida, y finalmente es necesario sustituir h = 0 en la
ultima expresion.

En nuestro caso, f{1) = 1. Y al resolver primero la ecuacion f{1) =

fll1+h), se obtiene:

= (m(l+h—-1)+1)?
r 1+h

§ L (mh+ 1)?
~ 1+h

1+h=0nh+1)?

Desarrollando esa igualdad y dividiéndola por h:

1+h=m?h*+2mh+1
h =m?h?+ 2mh

1=m?h+2m

Por ultimo, con h = 0 obtenemos m = 1/2. Y la ecuacion de la recta

tangente a y = Vx en el punto P= (1, 1) es:
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DN | =

X "
V==
v 2

El método de Fermat proporcionaba el maximo o minimo en virtud
de la sintonia entre este procedimiento y el que da origen al calculo
de la tangente mediante derivadas. La derivada en un punto x de

una funcion se define como el valor del siguiente limite:

i f(x+h)—f(x)
im

k—0 h

De modo implicito, los tres pasos de Fermat recogen la técnica del
calculo de este limite. Primero evaluar la diferencia entre fix+h) y
f(), luego dividirla por h, y finalmente sustituir h por 0. La
comprension de este proceso pasa por entender su relacion con la
situacion geomeétrica de la tangente a la curva. Un aspecto que sera
retomado y explicado con claridad en el capitulo 4 al hablar de la
influencia de Descartes en Newton y en Leibniz, padres, con permiso

de Fermat, del calculo diferencial.

118 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

119 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

Capitulo 3
Las curvas de la luz

El autor del Discurso del método mostré un gran interés por
los fenomenos luminicos, que le impulsé a realizar algunas
de sus aportaciones cientificas mas importantes: la ley de
refraccion de la luz y el estudio de la formacion del arcoiris.
El filésofo elabord interpretaciones matemdticas de los
fendmenos naturales que se revelaron de gran valor para

SUS sucesores.

Tras dejar el ejército en 1620, Descartes viajo por Europa durante
algunos anos. Paso por Italia y Polonia. También visito los
observatorios del astronomo danés Tycho Brahe (1546-1601), en la
ciudad checa de Praga, y del matematico y astronomo aleman
Johannes Kepler (1571-1630), en la poblacion bavara de Ratisbona.
A su regreso a Francia se establecio en Paris, donde contacto con el
circulo de pensadores de Marin Mersenne, a quien habia conocido
durante su internado en el colegio de La Fléche.

Durante esos anos el filosofo llevo una vida algo disipada, en la que
no faltaron ni la musica ni el juerga. Sin embargo, un dia tuvo lugar
un acontecimiento que le haria retomar la senda de la filosofia.
Descartes se encontraba con Mersenne y otras personas en
Presidencia del nuncio del papa, Guidi di Bagno, escuchando una
conferencia en la que un alquimista, Monsieur de Chandoux,
exponia su nueva filosofia. Finalizada la exposicion de Chandoux,

Descartes evito aplaudir como el resto de los asistentes. Fue
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entonces cuando uno de los presentes, el cardenal Bérulle, le invito
a dar su opinion a todo el publico. Como respuesta, Descartes pidio
al auditorio que le expusiese dos ideas, una comunmente
considerada verdadera y otra tomada por falsa. Entonces, mediante
un discurso argumentado, acabo por demostrar que la tomada como
cierta era falsa mientras que la asumida como falsa era verdadera.
Su tesis afirmaba, en primer lugar, que uno no puede valorar la
veracidad de una exposicion por el modo en que esta, se realiza —
pues no son ni el entusiasmo ni la vehemencia los que certifican la
verdad—y que, mediante su método natural, todo el mundo puede
esclarecer la verdad. Su exposicion dejo atonitos a los presentes.
«Los que buscan el camino recto de la verdad no deben ocuparse
de ningun objeto sobre el que no puedan tener una certidumbre
semejante a las demostraciones de la aritmética y de la geometria.»

René Descartes, en Reglas para la direccion del espiritu.

Descartes habia mostrado como su método era ademas
independiente del ambito, tema, cuestion o fenomeno tratado. El
método que llamaba «natural» era, en realidad, universal. De ahi
que, pocos dias después, durante una visita de Descartes a la
residencia del propio cardenal Bérulle, este lo alentase a tratar de
aplicar su método de pensamiento a la filosofia y a ciencias como la

mecanica o la medicina.

Reflexion y refraccion de la luz
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Descartes estudi6 la refraccion de la luz, directamente asociada al
fenéomeno del arcoiris, que podia dar lugar al mayor descubrimiento
cientifico de la época. El tiempo y las reflexiones dedicados a ambos
se concretaron en la obra titulada La didptrica. Este ensayo fue
publicado junto a La geometria y Los meteoros como parte del
apéndice a su Discurso del método, en 1637. Sin embargo, tal como
sucede con los otros casos, las ideas que contiene fueron
desarrolladas mucho antes, a finales de la década de 1620.

El tratado versa sobre la naturaleza de la luz y algunas de sus
principales propiedades fisicas, como la reflexion y la refraccion. De
hecho, se considera esta obra como la primera publicacion acerca
de la ley de refraccion de la luz, aunque esta no se encuentre
expresada en la forma trigonométrica con la que se conoce en
actualidad.

El tratado permite saber cémo entendia Descartes la luz. El
consideraba que esta se desplazaba en linea recta, aunque sus
rayos sufrian una deflacion al toparse con otros cuerpos. Cabe
senalar que las representaciones mentales con las que el filosofo
trataba de dar sentido a sus ideas se basaban en similes de cuerpos
en movimiento, pues constantemente se imaginaba las trayectorias
luminicas como las de una pelota de tenis golpeada por una raqueta
En aquella época todavia no se sabia que la naturaleza de la luz era
ondulatoria Descartes tampoco cayo en la cuenta de que tanto las
trayectorias de los rayos luminosos como las de las pelotas de tenis

podian verse afectadas por la fuerza de la gravedad.
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Descartes utilizo diminutas pelotitas de tenis para ilustrar las
reflexiones de la luz sobre distintas superficies. Las ilustraciones
dan a entender que los angulos de incidencia y de reflexion son
iguales, pero Descartes no menciono este hecho ni especifico que el
angulo, en el caso de superficies curvas, era el angulo de tangencia.
Mediante el principio del tiempo minimo de Fermat puede deducirse
de modo sencillo la ley de reflexion. Dicho principio afirma que la
naturaleza, en este caso, la luz, se comporta de tal modo que
siempre toma las soluciones optimas. En el caso mostrado en la
figura 1, el rayo de luz que refleja el que parte del punto P alcanza
otro punto Q de manera que el tiempo invertido en hacerlo sea el
mas breve posible. La cuestion radica en explicar como se refleja

entonces.

Fig. 1 )

Para hacerlo, hay que trazar el punto Q', simétrico de Q con relacion
al «espejo» AB, y unir P con Q' para obtener el segmento PQ'. Por una
parte, este segmento PQ’' es el camino mas rapido para ir desde P
hasta Q' Por otra, determina sobre AB un punto X cuya distancia a

Q es idéntica a la que lo separa de Q'. Luego, la solucion es la
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poligonal PXQ y los angulos de incidencia (i y reflexion (1) son
iguales por la simetria de la construccion.

La ley de la refraccion hace referencia al cambio que experimenta
un rayo de luz al pasar de un medio a otro cuyas densidades son
distintas.

Se trata de wun fenomeno facilmente
observable introduciendo una cuchara en
un vaso de agua (figura 2) y que todo el
mundo ha podido experimentar alguna vez.
Ya en la Antigiiedad se trato de explicar por
qué sucedia esto y se dieron soluciones en
la buena direccion, aunque aproximadas y
de caracter empirico. La  primera

descripcion precisa de la ley fue recogida en

el manuscrito sobre Lentes Yy espejos e i

incendiarios, del matematico persa Ibn Sahl (ca. 940-1000), en 984.

Qjo O

medio A C

medio B

P
Imagen real
P’ Punto virtual
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Siendo i el angulo de incidencia y r el angulo de refraccion (figura 3)
con los que la luz pasa de un medio A a otro medio B, la ley afirma
que la proporcion entre los senos de dichos angulos es la misma
que existe entre las velocidades v; y vz con las que la luz se desplaza

en ellos:

sen(i) 7

sen(r) v,

Sin embargo, la cuestion no fue tratada en profundidad hasta el
siglo XVII. Primero, el matematico y astronomo inglés Thomas
Harriot (1560-1621) redescubrio la ley en 1602, aunque su trabajo
no vio la luz. Luego, el holandés Willebrord Snel van Royen (1580-
1626) la formaliz6 matematicamente, aunque tampoco vio publicado
su trabajo en vida. Pese a ello, la ley de refraccion lleva su nombre.

René Descartes demostro la ley utilizando un método heuristico algo
impreciso en el que consideraba infinita la velocidad de la luz. Una
explicacion que no aprobo Fermat, quien se baso en el Principio del
tiempo minimo para afirmar que la luz, cuya velocidad consideraba
finita, recorre el camino con el que puede desplazarse con mayor

rapidez.

Willebrord Snel van Royen
Nacido en Leiden (Holanda) en 1580, Willebrord Snel van
Royen es conocido por la ley de la refraccion de la luz que

lleva su nombre. Fue un astronomo y matematico que, como
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Descartes, comenzo6 estudiando Derecho en la Universidad de
Leiden. Sin embargo, gracias a
su capacidad e interés por las
matematicas, llegd a ocupar en
1613 el puesto de su padre
como  profesor de dicha

disciplina en la universidad.

Calculos precisos

En 1615 realizé un calculo de

la circunferencia de la Tierra

mediante triangulacion de un

arco meridiano, lo que puede
considerarse como el primer trabajo de geodesia tal como se
entiende en la actualidad. El resultado fue publicado en
1617 en su obra Eratdostenes Batavus, sive de terrae ambitus
vera quantilate (El Eratéstenes holandés: sobre la verdadera
circunferencia de la Tierra), Segun Snel, la circunferencia de
la Tierra era de 38.633 kilometros, no muy lejos de los 40075
kilometros calculados en la actualidad. Snel enuncio la ley
de refraccion de la luz en 1621, mientras que Descartes
publico el mismo resultado en 1637. Fue Christiaan Huygens
quien, en 1703, observa que la paternidad del
descubrimiento de la ley le habia sido atribuida

erroneamente a Descartes.
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Antes de analizar como Descartes enfoco el problema y como Fermat
dedujo la ley a partir del principio de optimizacion natural, conviene
tener presentes algunos detalles acerca de la luz. Lo fundamental es
que la linea mas corta entre dos puntos es la linea recta. Esto
significa que tanto en un medio como en otro la luz se desplazara
siguiendo trayectorias rectilineas. Ahora bien, si en un medio B
(figura 3) la luz se desplaza a mayor velocidad que en otro medio A,
recorrera en el primero una distancia mayor que la recorrida en el
segundo durante el mismo tiempo. Esto hara que la trayectoria mas
rapida para ir desde el punto real P hasta el ojo O no sea el
segmento PO, sino la poligonal PCO. Aunque la luz tardara mas
tiempo en recorrer PC que PM, también tardara menos en recorrer
CO que MO y, al desplazarse mas deprisa en el medio B ambas
diferencias no solo se cancelaran sino que también resultaran
favorables al recorrido poligonal PCO. La solucion rectilinea PMO es
la mas rapida solo cuando la luz se desplaza a igual velocidad en
ambos medios o cuando el punto P y el punto O se hallan sobre la
misma vertical.

Descartes enfoco el fenomeno de la refraccion de un modo
geomeétrico y utilizo, tal como hizo en el caso de la reflexion,
pelotitas para ilustrarlo. La modelizacion geomeétrica de la refraccion
desarrollada por Descartes permitia conocer la trayectoria de un
rayo de luz a partir de la refraccion ya conocida de otro. Si se
conoce la refraccion del rayo luminoso que pasa por el punto O del

medio A y que penetra en el medio B por el punto C refractandose
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en el rayo luminoso CO' (figura 4), es posible trazar la refraccion de
otro rayo XC en CX'

Con anterioridad a la demostracion o
de la ley de refraccion, Descartes
argumento que cuando el rayo de

luz pasaba de un medio a otro

-

()

continuaba desplazandose en linea _mesieA
. imedios

recta aunque se moviese a una

velocidad distinta dentro de ese

nuevo medio. En otras palabras,

>

PR WS S S

primero justifico la naturaleza i

 E- - L

z
k

rectilinea de la trayectoria del rayo
luminoso en el nuevo medio.
Descartes explico su interpretacion mediante una analogia. Imaginoé
lo que ocurriria con una pelota que, tras ser golpeada, chocase
contra una tela extendida en posicion horizontal y la atravesase de
la misma forma que un cuerpo penetra en el agua. Argumento que
la pelota veria modificada su velocidad en lo que hoy en dia
expresariamos como su componente vertical pues la componente
horizontal de la velocidad no se veria afectada. Con ello, el angulo
de entrada seria distinto del angulo de salida y el resultado seria la
refraccion.

El razonamiento de Descartes daba a entender que el movimiento en
una direccion podia separarse en todas las partes de las que
imaginamos que se compone. Asi, podia imaginarse con facilidad

que el movimiento de la pelota que se mueve desde un punto A
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hacia otro punto B se compone de otros dos movimientos: uno
causa el descenso vertical, mientras que el otro provoca el
desplazamiento horizontal hacia la derecha. La combinacion de
ambos dirige la pelota hada el punto B a lo largo de la linea recta
AB. En términos actuales, Descartes estaba descomponiendo el

vector desplazamiento en sus dos componentes, vertical y horizontal

(figura ).
Fig. 5 A componante horizonta! -
3
I
I
desplazamiento :
componente :
vertical !
|

Y en lo que se refiere al cambio experimentado por el angulo al topar
con un medio distinto (representado por la tela horizontal),
Descartes arguy6 que solo la parte del movimiento que hacia
desplazar la pelota de arriba abajo seria la que cambiaria al topar
con la tela. De este modo, la parte del movimiento que desplazaba la
pelota hada la derecha permaneceria siempre igual, ya que la tela
no suponia ningun impedimento al movimiento en dicha direccion.

Se trata de una interpretacion dinamica de la situacion. Al
representar la tela mediante el segmento AB (figura 6) es posible
comprobar que, en efecto, la fuerza con la que la pelota impacta
contra ella solo experimenta la variacion de su componente vertical.

El angulo a que forma la fuerza F con la horizontal se vera reducido
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a la fuerza de resistencia F" de la tela se opone, como seria lo mas

corriente en una situacion real, al movimiento vertical.

Fsenta)-£

Fsen(ay

Sin embargo, dicho angulo aumentaria si, como en el caso del agua
dicha fuerza de oposicion fuese negativa y favoreciese el
desplazamiento de la componente vertical. Es lo que le ocurre a la
luz en un medio mas denso que el aire, como es el agua.

Por esta razon, René Descartes ilustro el hecho de que, en el nuevo
medio, la velocidad de propagacion de la luz es mayor imaginando
una pelota que es golpeada de nuevo por la raqueta en cuanto
alcanza el punto B de contacto con el nuevo medio. El filosofo y
matematico francés explico ademas que si, por ejemplo, la velocidad
de la pelota aumentase en un tercio, entonces necesitaria dos
momentos para recorrer, en el nuevo medio, la misma distancia que
recorreria en tres momentos en el otro medio. Una vez dibujado el
circulo y una vez trazados los segmentos AC, HB y FE de tal modo
que hay un tercio menos de distancia entre Fy B que entre By C
(figura 7), entonces el punto I, donde FE y el circulo se cortan,

determina la localizacion hacia la cual la pelota debe dirigirse.
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A

A
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Refraccion de la luz en el agua, a partir de un dibujo de Descartes

E

S

!

Sucede lo mismo con la luz que, al pasar oblicuamente de un
cuerpo transparente a otro que la recibe con mas o menos la misma
facilidad que el primero, también es desviada en la misma
proporcion. Dicha inclinacion debe medirse en fundon de la
proporcion entre lineas como CB o AH, EB, IG o similares (figura 7).
Sin embargo, no debe hacerse en funcion de angulos como ABH e
IBG, puesto que la proporcion entre dichos angulos varia de acuerdo
con las inclinaciones de los rayos, mientras que la proporcion entre
las lineas AH, IG o similares permanece igual en todas las
refracciones.

Asi, por ejemplo, si un rayo viaja a través del aire desde A hacia B
(figura 8), donde encuentra la superficie de una lente CBR en B, y es
reflectado hacia I en la lente, mientras que otro rayo se desplaza
desde K hacia By es reflectado hacia L, y un tercero va de P hacia R

y se reflecta hacia S, debe haber la misma proporcion tanto entre
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las lineas KM y LN como entre AH e IG, pero no la misma entre los

angulos KHM y LBN y entre los angulos ABH e IBG.

.

La ley de reflexion cartesiana, segun un dibujo del propio Descartes.

Para terminar, Descartes observo que todas las refracciones se
reducen a la misma medida, es decir, a la misma proporcion, por lo
que basta con examinar un unico rayo para analizar el fenémeno.

He aqui la formulacion de la ley de refraccion con unos términos en
los que no interviene el algebra y que no dejan dudas acerca de la
veracidad del resultado. Se trata de un modelo geométrico de la
situacion matematicamente impecable, pero que adolece de la falta
de perspectiva fisica, que Descartes supli6 con imaginacion e
inteligencia matematica. En aquella época la naturaleza ondulatoria

de la luz todavia era desconocida.

Una forma diferente de abordar el problema
Pierre de Fermat abord6 el problema y critico el procedimiento

seguido por Descartes para resolverlo. Tal como sucedia en el caso
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de la reflexion, Fermat formulo el problema como una cuestion de
optimizacion al considerar que un rayo de luz buscaria siempre el
trayecto mas rapido para ir de un punto a otra. Hay que suponer,
pues, la existencia de un rayo de luz que va desde el punto O,
situado en un medio A, hasta el punto O' en un medio B (figura 9

izquierda).
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El problema de la refraccion, segun Fermat, y a la derecha la solucion

matemadtica al problema de la refraccion.

La cuestion consiste en hallar el punto C de la superficie del medio
B para que tarde el menor tiempo posible al efectuar el recorrido
OCO..

Lo admirable de este enfoque basado en el principio fisico de la
optimizacion natural es que convierte un problema fisco en uno
matematico. A continuacion, se resolvera al modo de Fermat en lo

que constituira la demostracion matematica definitiva de la ley de la
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refraccion de la luz. Para hallar la solucion a este problema de
optimizacion es necesario introducir algunas lineas adicionales a las
de la figura anterior. Para mayor comodidad, se tomara como la
unidad la distancia entre los puntos A y B, los pies de las
perpendiculares respectivas trazadas desde O y O' (figura 9
derecha).

Por una parte, los triangulos rectangulos OAC y CRO' en la figura 9

derecha, permiten la aplicacion del teorema de Pitagoras:

0C = \/x%2 + h?

0'C =+(1—x)%+ (h')?

Por otra, siendo Va y Vg las velocidades con las que se desplaza el
rayo en los medios A y B, respectivamente, el tiempo necesario para

recorrer OC + CO' sera:

VX2 + h? P J(A —x)%+ (h')?

t=t,+tzg=
A B VA VB

Esta expresion muestra que el tiempo del recorrido es funcion de la
variable x. Puesto que el valor minimo se obtiene derivando e

igualando a cero:

1—x

X
VR (=07 + (W)
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Si ahora se traen a colacion los senos de los angulos de incidencia
() y refraccion (r), es posible darse cuenta de que permiten

simplificar mucho esta igualdad:

() X X 3
sen(i) = =
0C +/x%2+ h?
=5
@) 1—x 1—x
sen(r) = ——=
0C  JA-x)2+(h)?)

sen(i) sen(r) sen(i) V,
— — = —_ —
V, Vs sen(r) Vs

El resultado es la ley de la refraccion formulada tal y como se
conoce hoy en dia: la proporcion entre los senos de los angulos de
incidencia y refraccion es la misma que las velocidades de
propagacion en cada medio. Una proporcion directamente

relacionada con las densidades.

Descartes y la explicacion del arcoiris

Probablemente, de todos los fenomenos atmosféricos el mas bello,
extraordinario y el que mas fascinacion ha despertado siempre es el
del arcoiris. Dicho fenéomeno se produce cuando, en un dia de
lluvia, el sol se halla a espaldas del observador y sus rayos de luz se

reflejan en la cortina de lluvia, contemplada
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Ya en la Antigiedad algunos pensadores ofrecieron explicaciones
mas o menos acertadas de su formacion. Los factores
fundamentales que intervienen en la aparicion del arcoiris son
precisamente la reflexion y la refraccion de la luz. Y, aunque todas
las explicaciones de ese fenomeno pasan por modelaciones
geomeétricas de las gotas de lluvia y de los rayos del sol, ninguna de
ellas puede reducirse a cuestiones de optica geomeétrica, pues el
fenomeno es indisociable de la naturaleza de la luz que lo genera.

A mediados del siglo IV a.C., el filosofo griego Aristoteles intento
explicar el arcoiris como el resultado de una reflexion de la luz en
las nubes que da lugar a un cono circular compuesto por los rayos
que originan el fenémeno. Ya en la Edad Media el tedlogo y filosofo
inglés Roger Bacon (ca. 1219-ca. 1292) aventuro que el angulo
formado por los rayos del arcoiris y el de la luz que lo forma es de
42°. Por su lado, el dominico aleman Teodorico de Freiberg (ca.
1250-ca. 1310) sugirié que cada gota de lluvia podia dar lugar aun
arcoiris y, con el objetivo de demostrar su teoria, realizo
experimentos con un frasco esférico lleno de agua.

La explicacion sobre la formacion del arcoiris también preocup6 a
Descartes, quien afirmé de €él que era una maravilla tan
extraordinaria de la naturaleza que dificilmente podria escoger
ejemplo mas apropiado al cual aplicar su método de pensamiento,
De hecho, su explicacion fue la mas precisa de todas las
desarrolladas hasta entonces. Sin embargo, no fue la definitiva,
debida a que, tal como sucedia con otros fendémenos fisicos

analizados por el filosofo, la naturaleza de la luz no era lo
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suficientemente conocida en el siglo XVII. En la época en que
Descartes abordo6 la cuestion hacia muy poco tiempo que se conocia
la ley de Snell, a menudo conocida con el nombre de ley de Snell-
Descartes, porque fue este ultimo quien, en La didptrica, la publico
por primera vez.

La explicacion cartesiana del arcoiris aparecido en un discurso
titulado «El arcoiris» dentro del ensayo Los meteoros que
acompanaba a otros en el apéndice del Discurso del método.
Descartes comenzo su discurso diciendo que no podia encontrar un
fenomeno natural tan notable, tan estudiado por muchos y, a la vez,
tan poco comprendido al que poder aplicar su método. Su
procedimiento se estructuro en diversas fases.

Descartes primero se aseguro de la esfericidad de las gotas de agua,
lo que le proporcion6é un modelo geométrico de los corpusculos que
componian tanto la lluvia como las fuentes de agua en las que podia

verse el fenomeno.

Doctor Mirabilis
Roger Bacon, conocido también como Doctor Mirabilis, fue
un franciscano y filésofo inglés que se centro en el estudio de
la naturaleza mediante métodos empiricos. También fue
conocido por disenar y construir una cabeza mecanica de
bronce supuestamente capaz de responder a cualquier
pregunta que se le plantease, invencion que sitia a Bacon a
la cabeza del diseno de automatas. Pese a su defensa del

método empirico, suele criticarsele que obtuviese muchos de
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sus conocimientos a través de la lectura.

Las raices aristotélicas
Bacon estudi6o en Oxford y ensend alli el pensamiento de

Aristoteles.

Torre del monasterio franciscano de Oxford ue lbergaba el

estudio de Roger Bacon

A finales de la década de 1230 o principios de la siguiente,
fue profesor en la Universidad de Paris, donde dio clases de
gramatica latina, logica aristotélica, aritmética, geometria,
astronomia y musica. Ademas, estudio los tratados griegos y
arabes sobre optica. A finales de la década de 1260 envio al
papa su Opus malus, obra en la que proponia el modo de
incorporar la logica aristotélica y la ciencia a una nueva
teologia. En la quinta parte de dicha obra, Bacon trato

cuestiones relativas a la optica y, en particular, acerca de
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como la distancia, la posicion, el tamano y la luz intervienen

en la relacion entre la vista, el ojo y el cerebro.

En segundo lugar, se dio cuenta de que la apariencia del arcoiris no
dependia del tamano de las gotas, lo que le permitiria representarlas
tan grandes como quisiera sin que ninguno de sus razonamientos

perdiese rigor.

El arcoiris siempre ha fascinado a numerosos estudiosos a lo largo de

los siglos, incluyendo a Descartes.

Ademas, antes de razonar sobre los modelos geométricos y tratar la
cuestion aplicando las leyes de la reflexion y refraccion de la luz ya
expuestas en un discurso anterior, enfoco la situacion de un modo
empirico reproduciendo experimentalmente el fenomeno con la
mayor fidelidad posible, esto es, llenando de agua un frasco
perfectamente esférico con agua («una gran gota de agua»r, en sus

propias palabras), para realizar sus observaciones y extraer
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conclusiones acerca de la localizacion de las franjas de colores en él
arcoiris.

Posteriormente, dio por sentado, aunque sin justificarlo, que el
angulo maximo formado por los rayos de luz entrante y saliente en
una gota de agua era de 42°, tal como habia calculado Bacon siglos
antes.

A continuacion, Descartes averiguo la existencia de los arcoiris
primario, secundario y terciario y los relacion6 directamente con el
numero de reflexiones experimentadas por el rayo de luz dentro de
la gota de agua. Descartes se valio de dos figuras para ilustrar la
cuestion. Una de ellas (figura 10) era la modelizacion geomeétrica del

fenomeno en general.

Fig. 10

Formacion del arcoiris, segtn un dibujo de Descartes
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El rayo de luz AB incide en una de las gotas de la cortina de lluvia,
penetra en ella reflejandose una, dos, tres e, incluso, varias veces
mas (B, C, D), hasta que sale de su interior dirigiéndose por DE
hacia el observador situado en E. Todo este proceso se basa en la
modelizacion esférica de las gotas de agua.

La otra figura era la interpretacion geométrica de la trayectoria
seguida por el rayo de luz al atravesar la gota de agua (figura 11).
Sobre esta ultima figura, Descartes acabo justificando que el angulo
maximo del arcoiris primario era de 42°. Ahora bien, tal como hizo
en otros ensayos, entre los que se cuenta La geometria, lejos de
escribir punto por punto sus demostraciones, se limito a

mencionarlas dandolas por sentadas.

/ 2
K/ Fig. 11

— -

o - = o vy

Un rayo de luz atraviesa una gota de agua, de acuerdo con Descartes
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Como si fuese posible deducirlas de forma sencilla a partir de la
descripcion de la situacion y de la explicacion geométrica de la
figura. No se entretenia describiendo los detalles, pero, en cambio,
se extendia en explicaciones y casos particulares que a menudo

ofuscaban al lector.

Para Aristoételes, el arcoiris era el resultado de la refraccion de la luz

en las nubes que daba lugar a un cono circular

A continuacion se analizara lo que le ocurre al rayo de luz cuando
incide en una gota de agua. Es decir, lo que le sucede a un
segmento cuando incide en una esfera y al cual aplicamos las leyes
naturales de la refraccion y la reflexion.

Primero, la luz se refracta a) chocar con la gota en B (figura 12), ya
que pasa del aire al agua Luego, parte de ese rayo de luz se refleja
en la pared interior de la gota en el punto C; otra parte la atraviesa

refractandose. Por ultimo, la luz cautiva dentro de la jota vuelve a
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refractarse al salir de ella por D, para pasar del agua al aire y

alcanzar los ojos del observador.

Roger Bacon sostuvo que el angulo formado por los rayos del arcoiris

y la luz que lo forman es de 42°.

El arcoiris mas corriente se produce cuando la luz se refleja solo
una vez dentro de la gota. Un problema matematico relacionado con
este y que fue resuelto por Descartes consistio en averiguar qué
angulo forman los dos rayos de luz, el incidente ASy el saliente DE.
Averiguar dicho angulo, al que se denominara A, supone considerar
el cambio del angulo incidente y refractado en el punto B con
relacion a la perpendicular a la superficie de la gota y que los
angulos de los rayos incidente y reflejado con la tangente a la gota

en el punto C sean iguales (figura 13).
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Para hallar el angulo de deflacion D = 180° - A experimentado por el
rayo entre la entrada y salida de la gota A hay que eliminar los
elementos innecesarios del dibujo anterior (figura 14).

Se aprecia entonces que la deflacion D es la suma de dos angulos
derivados de la refraccion y otros dos derivados de la reflexion

interior.

Fig. 14
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D=(i-17+ (180°-27) + (i- 1
D= 180° + 2i- 4r

Recibe el nombre de angulo del arcoiris el que ha sido llamado
anteriormente A = 180° - D. Sera, por tanto, 4r - 2i. Teniendo en
cuenta ahora que el indice de refraccion entre el aire y el agua es
aproximadamente 4/3 y que la ley de refraccion de la luz determina
el angulo r, es posible escribir la expresion del angulo del arcoiris
segun el angulo con el que incide el rayo de luz sobre las gotas de

lluvia. Para ello, hay que usar la ley de Snell-Descartes:

=—-=7r=s8en

sen(i) 4 L (3sen(i)
sen(r) 3 ( _3,

A=4r—2i

3 sen(i)) 5

=>A(i)=4sen‘1( A

Resulta que dicho angulo A posee un maximo situado entre 0° y
90°. Este puede hallarse mediante el calculo diferencial, es decir,
mediante derivadas, o, de un modo mas empirico, trazando su
grafica y dejando que el software indique donde se encuentra, por
ejemplo, puede hacerse mediante el software de matematicas
GeoGebra trazando la grafica (figura 15) de la funcion A(i), la que

indica qué angulo A corresponde al angulo de incidencia i
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08 FI.QI'T B(1.036, 0.7335)

El maximo se alcanza para it = 1,036 rad, siendo su valor 0,7335
rad. Expresando ambos angulos en grados sexagesimales:
i=59,588°
A=41,826°
He aqui los aproximadamente 42° utilizados por Descartes, medidos
por Roger Bacon y que Pierre de Fermat habria calculado usando
una metodologia mas proxima al calculo diferencial. La figura 15
proporciona dos valores aproximados de los angulos i y A., pero no
exactos. Solo mediante el calculo con derivadas podemos obtenerlos.
Para ello, basta tener presentes las reglas de derivacion de la

funcion arcoseno y de la composicion de funciones:

u'(x)
v1—u(x)?

A continuacion, hay que aplicarla a la funcion A(i) que se reescribe

y=sin"}{ulx))=y' =

como A(x) para mayor comodidad:

12 cos(x)
\/16 — 9sen?(x)

Alx) =
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Finalmente, se encuentra el maximo igualando a cero y resolviendo

la ecuacion:

12 cos(x) 20
A(x) = —— —2=0=x=sen"*| |— |=0593911°
J16—9sen?(x) 70

Esto significa que para un angulo de incidencia en la gota de i1 =
59,3911° el angulo formado entre los rayos entrante y saliente es A
=42,03°.

Ninguno de los calculos efectuados considera los aspectos
cromaticos de la luz. Se ha tomado la trayectoria de la luz como un
segmento que al entrar en contacto con un circulo experimenta una
serie de alteraciones geométricas de tipo angular. Sin embargo, el
rasgo maravilloso del arcoiris reside en su colorido. La realidad del
fenomeno no se puede reducir a una cuestion geométrica tan simple
como la expuesta. Descartes ya se dio cuenta de ello. Por eso, baso
sus ideas en el fenomeno similar del prisma triangular del que
obtuvo una explicacion para el aspecto cromatico de la refraccion.
Pese a ello, Descartes no ofrecié una elucidacion para la formacion
de los colores del arcoiris. Sus explicaciones fueron relativas a la
formacion y a la forma. Décadas mas tarde, Isaac Newton
reconoceria que no comprendia como se formaban las franjas de
colores del arcoiris. Ahora bien, en la época de Newton tampoco
existian conocimientos suficientes sobre la luz como para saber que
son sus diferentes longitudes de onda las que dan lugar a los
distintos colores y que existe un indice de refraccion para cada una

de ellas. La siguiente tabla muestra los indices de refraccion entre el
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aire y el agua para distintas longitudes de onda, es decir, colores, de

la luz expresadas en nanometros:

Color Longitud de onda (nm) indice de refraccién
Violeta 400 1,34451
Azul oscuro 450 1,34055
Azul claro 475 1,33390
Verde 525 1,33659
Amarillo 575 1,33472
Anaranjado 600 133393
Rojo 650 1,33257
Rojo oscuro 700 133141

El angulo de 42° es el que determina el arcoiris primario. Es
consecuencia del hecho de que el rayo luminoso experimente una
unica reflexion dentro de la gota de agua. Si se producen dos o tres
reflexiones, el resultado obtenido son los arcoiris secundario y
terciario. Se trata de fenomenos muy dificiles de observar, sobre

todo el terciario.

La princesa, el filosofo y su teorema

Descartes nunca se caso6 con Helena Jans, sirvienta en una de las
hospederias en las que el filosofo vivio en Holanda y madre de su
hija. Seguramente la causa de esto fue la diferencia de clase social
entre ambos. De haberse casado, el filosofo habria visto mermada
su reputacion y €l anhelaba alcanzar un prestigio social que un

enlace con una criada le habria dificultado. Descartes incluso fue
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testigo en la boda de Helena, celebrada en 1644, y la ayudo
economicamente. No es descabellado pensar que Descartes actuo
asi para resarcirse de un sentimiento de culpabilidad y distanciarse
con dignidad de una persona incomoda en su vida, mas teniendo en
cuenta que su hija Francine habia muerto cuatro anos antes, con lo

que su lazo con Helena habia desaparecido.

El vinculo entre dos mentes excepcionales
La relacion de Descartes con Isabel de Bohemia, princesa del
Palatinado, fue muy distinta. El vinculo con Descartes comenzo en
1640 cuando ella solicito que el filosofo le diese clases de filosofia y
moral. Descartes acab6 experimentando un sentimiento situado en
algin punto entre el enamoramiento platonico y la devocion por
Isabel. Las cartas escritas por Descartes a la princesa desprenden
admiracion por la capacidad intelectual de la dama, capaz de seguir,
superar, e incluso poner en dificultades los razonamientos del
filosofo.
«Y no conozco caso como el de Vuestra Alteza, quien tiene igual
facilidad de entendimiento para todas las cosas.»

René Descartes, carta a Isabel de Bohemia, noviembre de 1643.

La correspondencia entre Isabel de Bohemia y Descartes se inicio en
mayo de 1643 y concluyo con una ultima carta escrita por Isabel el
4 de diciembre de 1649, apenas un par de meses antes del

fallecimiento del filosofo. Isabel escribié desde La Haya, entre 1613
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y 1647, luego desde Berlin, hasta 1647, y, finalmente, desde la
localidad holandesa de Crossen.

La admiracion de Descartes por Isabel debio de ser fruto del
impacto que hubo de causarle el hecho de que una mujer pudiese
situarse al mismo nivel que un hombre cultivado en cuestiones

filosoficas, religiosas, morales y matematicas.

La princesa intelectual
Isabel de Bohemia y del Palatinado nacio en la ciudad
alemana de Heidelberg, en 1618, y fallecio en Herford, en
1680. Fue la primera hija de Federico V del Palatinado y de
Isabel Estuardo, reyes protestantes de Bohemia entre 1619 y
1620. Tras pasar su infancia en Berlin, como consecuencia
de la pérdida del reinado de su
padre, se trasladada a Ila
localidad holandesa de Leiden
junto con sus hermanos. Alli
estudia lengua y literatura
clasica y moderna, ademas de
mostrar gran interés por la
filosofia. Se pensé en casarla

con el rey de Polonia, pero

Isabel se nego a contraer
matrimonio con un catélico. En cualquier caso, ella se

distingui6o como una aristocrata calvinista y filosofa que se

relaciono con los mas destacados intelectuales de su época,
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entre tos que se contaban Descartes y Leibniz.

Profesora y abadesa

Cuando el tratado de Westfalia permitio que Carlos Luis I del
Platinado, hermano de Isabel, recuperase el trono del
Palatinado Inferior, la aristocrata se traslado a Heidelberg,
donde enseno filosofia. En 1667 Isabel se establecido en la
abadia de Herford, en la que sucedi6 como abadesa a su
hermana pequena cuando esta se traslado a Francia, y

donde residiria hasta su fallecimiento.

Sin duda, Isabel trastoco sus esquemas y le provoco fascinacion.
Primero, desde un punto de vista intelectual, y después,
emocionalmente. Descartes le manifest6 un afecto en ocasiones
rayano en la sumision que no dejaban lugar a dudas acerca de su
enamoramiento: «No hay lugar en el mundo tan rudo y tan falto de
comodidades en el que no me considerase dichoso de pasar el resto
de mis dias si Vuestra Alteza estuviera en él y yo pudiera servirle de
alguna manera».

Ahora bien, los sentimientos del filosofo no parecen haber sido
correspondidos por Isabel. No hay duda de que ella lo admiraba y lo
apreciaba, pero sus cartas no mostraban un grado de afecto similar
al que él profesaba por ella.

Las cartas entre Descartes e Isabel de Bohemia trataban acerca de
cuestiones filosoficas y, particularmente, sobre la ética, la moral y

las pasiones. Sin embargo, también hubo lugar para las
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matematicas, como lo ejemplifica un problema geométrico planteado
por Descartes a la princesa en 1643. La solucion propuesta por ella
le parecio a €l mas elegante
que la suya propia. Lo que
motivo algunas reflexiones
del filésofo  sobre la
importancia de la economia

y la elegancia en las

demostraciones
matematicas.
El problema en cuestion se inspiraba en un antiguo problema
geomeétrico referente a circulos tangentes. El planteamiento de
Descartes se conoce como «teorema de Descartes» y dice que cuatro
circulos tangentes entre si dos a dos verifican una ecuacion
cuadratica. De este modo, dados tres circulos tangentes entre si,
puede determinarse el cuarto circulo tangente a los otros tres. Dos
circulos se dicen tangentes si su interseccion es un unico punto.
Aqui se abordara el problema comenzando por un caso consistente
en trazar un tercer circulo tangente a otros dos tangentes entre siy
tangentes a una recta comun (figura 16).

Supongamos conocidos los radios R y r de dichos circulos y la
distancia d que separa sus puntos de contacto con la recta (figura
17).

La cuestion ahora consiste en determinar cual sera el radio del
tercer circulo, el mas pequeno, tangente a ambos y tangente

también a la recta.
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Puesto que los radios de los dos primeros circulos constituyen la
hipotenusa de un triangulo rectangulo, es posible aplicar el teorema
de Pitagoras:
(R+1n2=(R-n?+d?
R2+2Rr+ 2= R2 - 2Rr +r* + d?
4Rr = d?

La relacion entre los radios debe verificarse con cada una de las tres
parejas de circulos. Esto significa que puede aplicarse tres veces el

teorema de Pitagoras (figura 18).
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2 i
di =4nn 1 1 1

=4nm = ===+
(d, +d,)*=4nn Vi Vnn

Por tanto, la relacion entre los radios viene a ser una version dual
del teorema de Pitagoras. Si ahi el cuadrado de la hipotenusa es la
suma de los cuadrados de los catetos, aqui la inversa de la raiz
cuadrada del radio del tercer circulo es la suma de las inversas de

las raices cuadradas de los otros dos:

Al despejar rs se obtiene:

Es posible constatar que, como apuntaba Descartes, la solucion es
de tipo cuadratico y que las raices cuadradas son consecuencia de
la aplicacion del teorema de Pitagoras. Llegado a este punto, el
lector ira cobrando conciencia de la importancia de las palabras con
las que Descartes abria su geometria y en las que venia a decir que
todos los problemas de rectas y circulos se resolvian mediante

ecuaciones algebraicas de este tipo.
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Con las operaciones realizadas hasta el momento es postile colmar
los intersticios entre los dos circulos y la recta tangente comun a
todos ellos. Otra cosa es colmar el espacio restante entre los tres
circulos tangentes entre si. En ello radica la mayor dificultad del
problema.

El caso resuelto con los tres circulos tangentes entre si y tangentes
a una recta constituye de hecho un caso particular de cuatro
circulos tangentes, pues la recta puede considerarse un circulo de

radio infinito. Extendiendo la expresion anterior al cuarto circulo:

1
g5 =
=
N 2 3

Descartes hizo algo similar para resolver el problema, pese a que
hoy en dia lo expresariamos en términos de la curvatura de los
circulos. La curvatura de un circulo se define como la inversa de su
radio. Por tanto, un circulo de radio infinito es una linea recta, y su
curvatura es nula, ya que 1/o = 0. Si en las expresiones anteriores
se trabaja con las curvaturas k1 = 1/n, ke =1/, ks=1/rny, kn =

1/ 14, se llega a la expresion a la que llegd Descartes:

(ky+k, +ky+ky)?=2(ki+k?+k3+k3)
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La ambigtiedad del signo de la raiz cuadrada para hallar el cuarto
circulo (su curvatura ks , permite ver que las soluciones pueden ser

dobles (figura 19).

Fig. 18

Tres circulos tangentes entre si y las dos soluciones para el cuarto

circulo.

René Descartes y el potencial del algebra

Del interés de Descartes por los fenémenos Iluminicos se
desprendieron algunas de sus mas valiosas aportaciones: la ley de
la refraccion de la luz y la explicacion del arcoiris. Todo ello
inspirado por fenomenos fisicos naturales y reales de los cuales el
filosofo desarrollo interpretaciones geométricas y luego algebraicas
que le llevaran a concluir primero y confirmar después la sentencia
con la que abri6é su geometria: que todos los problemas referentes a

rectas y circulos pueden resolverse mediante ecuaciones.
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Sin duda es esta la mayor aportacion matematica de Descartes,
haber imaginado, experimentado y corroborado el potencial del
algebra en una €época en la que su lenguaje y su sintaxis no se
habian terminado de formalizar. Las consecuencias fueron
extraordinarias porque quienes se dedicaron a las matematicas y la
fisica ya partieron de la confianza que proporciona el hecho de
pensar que si se dispone de las ecuaciones correctas, por fuerza se
dispone también de las soluciones correctas, y que la naturaleza de
aquellas determina la naturaleza de estas.

No es extrano que quienes llevaron a cabo los avances matematicos
mas relevantes tras la desaparicion de Descartes fuesen Newton,
fisico y matematico, y Leibniz, filosofo y matematico como el autor

del Discurso del método.
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Capitulo 4
Descartes tras Descartes
René Descartes falleci6 el 11 de febrero de 1650 en
Estocolmo, a donde se habia trasladado en busca de un
ambiente que le permitiera desarrollar su trabajo con
mayor tranquilidad. Su legado para la ciencia matematica
se revelo extraordinario, el autor francés contribuyé de
manera decisiva a la gestacion de la geometria analitica y
edifico un método de aproximacion a la realidad que
ejercié una gran influencia en el pensamiento cientifico de

centurias posteriores.

En febrero de 1650 Descartes se hallaba en Estocolmo, ciudad a la
que habia sido invitado por la reina Cristina de Suecia en
septiembre de 1649, de manera que apenas llevaba cinco meses en
la corte del pais. Habia tomado la decision de mudarse a Estocolmo
con la esperanza de dejar atras el ambiente de cierta hostilidad que
lo atormentaba en Francia y en Holanda, y que se habia generado
como consecuencia de sus creencias y escritos. Por una parte, en
un entorno protestante como el sueco se encontraria mas comodo
que en uno catolico, como lo era el francés. Por otra, en Holanda
sus obras no tenian el apoyo que deseaba y en Suecia podia
albergar la esperanza de que su filosofia fuera conocida en circulos
mas amplios. Ademas, a Descartes le interesaba relacionarse con la
alta sociedad, si sonaba con tener algo mas que una relacion

epistolar con la princesa palatina Isabel de Bohemia. Probablemente
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estas fueron las principales razones por las que acepto la invitacion
de la reina Cristina de Suecia a convertirse en su preceptor de
filosofia. En Estocolmo, Descartes se alojo en casa de su amigo
Pierre Chanut (1601-1662), embajador francés en Suecia, quien
habia mediado con la corte del pais para que la reina invitara al
filosofo. La residencia se hallaba a apenas medio kilometro del
castillo real de las Tres Coronas, un enclave que seria destruido por
un incendio en 1697 en el que se perdieron la mayoria de los

archivos reales.

Un gélido final en Estocolmo
La experiencia nordica no fue positiva para Descartes. Mas alla de
las afinidades entre la soberana y el filosofo, se sabe que la reina
Cristina no le dispensaba la atencion que el filésofo se esperaba
antes de emprender el viaje. Apenas se veian, y los encuentros entre
ambos, dedicados a reflexionar sobre cuestiones religiosas y
filosoficas, se producian a horas intempestivas en el frio castillo
real.
«Descartes, mediante un nuevo método, hizo pasar de las
tinieblas a la luz cuanto en las matematicas habia permanecido
inaccesible a los antiguos y todo cuanto los contempordneos
habian sido incapaces de descubrir.»

Baruch Spinoza, en los principios de la filosofia cartesiana.

La ultima carta que escribio Descartes a Isabel de Bohemia desde

Estocolmo da cuenta del sentimiento de insatisfaccion que invadia
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al filosofo. En ella explicaba a la princesa palatina que desde su
anterior misiva solo habia visto a la reina en cuatro o cinco
ocasiones, por la manana, en la biblioteca de ella y acompanado del
estudioso aleman Johann Freinsheim (1608-1660). Le informaba
también de que la reina Cristina se habia ausentado a Upsala, que

€l no la habia acompanado y que desde su regreso a Estocolmo

tampoco la habia visto.

Descartes en la corte de la reina Cristina de Suecia (1684) de Nils
Farsberg a partir de una obra original de Pierre Louis Dumesnil
realizada en el siglo XVII. Descartes, primero por la derecha, aparece

junto a la monarca sueca.

El gélido clima de Estocolmo hizo mella en la salud de Descartes, un
hombre ya maduro, quien fallecio el 11 de febrero de 1630. Y,

aunque el informe meédico oficial indicaba que la causa de su
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muerte fue una neumonia, algunos investigadores, como el
historiador aleman Eike Pies (n. 1642), aventuran la hipétesis de
que su fallecimiento pudo deberse a un envenenamiento.

Lo que ha quedado de Descartes tras su muerte es mucho mas de lo
que tuvo en vida El filosofo ejercio una gran influencia sobre las
ideas de los pensadores que le sucedieron, en todos los ambitos. En
el matematico, fueron Newton y Leibniz quienes al crear el calculo
diferencial llevaron a cabo la transformacion mas significativa tras

la creacion de la geometria analitica cartesiana.

El algebra infinita de Newton y Leibniz

Newton nacio en 1642, ocho anos antes de la muerte de Descartes.
Cuando ingreso en el Trinity College de Cambridge en 1661 tenia
diecinueve anos. Fue alli donde tuvo conocimiento de la obra del
filosofo francés, pese a que este no formaba parte del plan de
estudios de la academia. En aquel entonces, Aristoteles seguia
reinando en los curriculos educativos de la época. Por fortuna,
Newton os6 leer los apéndices que acompanaban el Discurso del
meétodo.

El joven Newton se interes6 por las mismas cuestiones que
Descartes, y lo hizo adoptando el primero de los cuatro puntos del
método cartesiano: dudar de todo. Empezé reflexionando sobre la
luz y puso en cuestion lo que Descartes habia escrito acerca de su
naturaleza y el arcoiris. Eso condujo a Newton a realizar sus propios
experimentos y comprobaciones. Al final, las explicaciones de

Newton acerca de la luz y el arcoiris fueron mas precisas que las de
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sus predecesores. Newton, menos filosofo que Descartes pero mas
fisico, ofreci6 un enfoque que acabaria enriqueciendo las

matematicas.

Retrato de Gottfried Leibniz, por Johann Friedrich Wentzel

Desde el punto de vista algebraico, la primera aportacion de Newton
fue transformar una fraccion algebraica en una suma infinita. Esta
es quiza la primera diferencia con Descartes, ya que este no trato
cuestiones relacionadas con el infinito. Para comprenderlo, se
repasara un ejemplo de como Newton dividia dos polinomios que, de
entrada, no pueden dividirse por tener el dividendo menor grado
que el divisor. Lo que hizo Newton fue enfocar la division de
polinomios como una division aritmética. A continuacion se

muestran dos divisiones de numeros realizadas mediante el
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algoritmo de la division mas corriente. El resultado de la primera,
123:7, es mayor que la unidad; el resultado de la segunda, 7:123, es

inferior a la unidad.

123 7. 7 |123
63 17 0850 0,05691...
4 1120
013
7

Obsérvese el modo en que se puede expresar este ultimo resultado
como una suma de potencias negativas de 10. Puesto que la division

produce un decimal periodico, esta suma seria infinita:

7—005691—5+6+ ? -+ . +
128 7100 1000 10000 100000

Esa idea sera la que permita aproximarse a la expresion newtoniana
de una fraccion algebraica como suma infinita. A continuacion se
muestra la division de dos polinomios, (x3 + 1): (x +1), Esta division
«puede hacerse» porque el grado del dividendo (3) es mayor que el

grado del divisor (1).
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Algo extraordinario sucede cuando uno se salta la norma de que no

puede hacerse la division de un polinomio entre otro de grado

superior. Si se divide 3 (polinomio de grado cero) entre x + 2

(polinomio de grado 1) aparece una serie de potencias similar a la

obtenida mas arriba en la division de 7 entre 123.

3 |z 42

3-6/z B8/x-6/x"+12/z* -24/x" +...

-ﬁlx
+6/z+12/2°
12/2?
-12/z" -24/2°
-24/2*

+24/ 2° +48/x*

+48/’I‘

~—

El resultado es la expansion de una fraccion algebraica en una

suma infinita de fracciones de potencias:

3 3 6 12 24

x+2 x x% x2 xt
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Newton fue mas alla. Si en la division anterior se ha tomado como
referente el primer término del polinomio divisor; la x, Newton tomo

como primer término el numero 2:

3 2+
3-3%/2 3/2-3%/4+3x"/8-32*/16+...
~3xf2
+3z/2+ 3% /4
+3x*/4
-34%/4-32"/8
-32°/8
+32°[8+3x/16
+32*/16

san
~

El resultado de la division proporciona una serie de potencias de x

en lugar de una serie de potencias de 1/x

3 3 3x .3x% 3x*

£ — foiwus
2+x 2 4 8 1é6x*

Newton fue mas alla. Si en la division anterior se ha tomado como
referente el primer término del polinomio divisor; la x, Newton tomo

como primer término el numero 2:
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3 |2+
3-3z/2 3/2-3%/4+32*/8-32*/16+...
-3x/2
+3x/2+ 3x*/4
+32*/4
-32°/4-32°/8
-32°/8
+32°/8+ 3 /16
+3z*/16

e
-

Descartes nunca necesito los puntos suspensivos del algebra y el
calcalo newtonianos, pero cabria preguntarse para qué necesitaba
Newton expresar un cociente algebraico como una serie de
potencias infinita. Le era necesario para calcular un problema que
no habia abordado el filosofo francés y que tuvo muy ocupados a
Barrow, Newton y Leibniz.

Se trataba del calculo de las areas encerradas por curvas.
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Isaac Newton, retrato por Godfrey Kneller

Para resolver algunos de ellos, Newton desarrollo series de potencias

infinitas de fundones algebraicas, como:

1
l+2
LN -a+x'— z + z* --5'1', +

2a 8a’ 16a® 128q¢"

wl-z*+2' -2 +2%-2%+...

Q

El problema que no afronté Newton fue el relativo a si los calculos
que dichas series expresaban eran posibles para todos los valores
que en ellas podian intervenir. Por ejemplo, tomando x = 1 en la

anterior igualdad:
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1 ” .
| iy =¥

El significado de esta suma esta sujeto a la manera en que se

agrupen sus términos y que permite obtener uno u otro resultado:

1-1)+(1-1)-(1-1)..=04+0+0..=0
1—-14+1—-141—-1..=
1+4(-1+1)+(-1+1)+(-141)..=140+0...=1

Desde el punto de vista algebraico, Newton tuvo la imaginacion y la
osadia de introducir las aproximaciones en las resoluciones de
ecuaciones, lo que dio lugar a la aparicion de un simbolo nuevo en
matematicas los puntos suspensivos. A continuacion, se explica la

manera como solucionaba una ecuacion como la siguiente:
y-2y-5=0

Para resolver esta ecuacion Newton utiliz6 un método iterativo.
Comenzo6 observando que y = 2 era una solucion aproximada de
esta ecuacion, ya que 23 - 2x2 - 5 = -1. A continuacion, basandose en
esa primera solucion aproximada yi1 = 2, tomo6 un valor proximo a

ella, y2= 2 + p, que luego sustituyo en la ecuacion:

(2+ )’ -2(2+p)-5«0,
2°+6p° +10p-1=0,
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Dado que p es un numero pequeno, su cuadrado y su cubo son
menores todavia, por lo que esos términos pueden despreciarse y

escribir.

10p-1=0—>p=0,1 >yp=2+0,1=2,1.

Ya tenemos dos soluciones aproximadas: y1 = 2 e y2 = 2,1. En
efecto, la ultima es mas precisa que la primera, puesto que
sustituyéndola en la ecuacion original se obtiene 0,061. A

continuacion, Newton tomo ys=2 + 0,1 + g:

¢ +6,3¢2 + 11,23 + 0,061 = 0.

Eliminando de nuevo los términos no lineales (con exponentes

mayores que la unidad), hallo la siguiente solucion aproximada

11,23g + 0,061 = 0 — g = 0,0054—ys = 2,0846.

Esa tercera solucion aproximada es ya muchisimo mas precisa.
Sustituida en la ecuacion original, el resultado no es O, pero casi:
0,00054155.

De este modo, Newton fue creando una sucesion de soluciones
aproximadas cada vez mas cercanas a la solucion verdadera. Para
decirlo en un lenguaje moderno, se estaba creando una sucesion

cuyo limite convergia hacia la solucion de la ecuacion.

169 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

Pero esto lo hizo Newton de forma «artesanal», sin desarrollar los
conceptos de limite ni de convergencia de una sucesion. Menos
todavia dilucido6 la naturaleza de dicha solucion, si seria un numero
racional o irracional.
Estos fueron los inicios del desarrollo mas relevante que las
matematicas experimentaron en la época posterior a Descartes. Un
desarrollo que se produjo en un doble sentido. Por una parte, el
algebra se hizo infinita con la incorporacion de las series numéricas,
las cuales proporcionaban soluciones a ecuaciones que antes no se
sabia como tratar y, a la vez, permitian calculos de funciones
radicales tan exactos como se deseasen. Por otra, ese nuevo calculo
se aplico a problemas ya tradicionales que habia abordado
Descartes, como el de las tangentes a curvas. Este y el de las areas
encerradas por las curvas dieron lugar a la creacion del calculo
infinitesimal.
Gottfried Leibniz también abordo el problema de la convergencia de
las series infinitas. No se trataba de saber si esas sumas infinitas
daban un resultado finito, sino qué significaban realmente; la
cuestion no se resolveria hasta un siglo mas tarde, cuando el
matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783), mediante el
concepto de limite, defini6 la suma de una serie infinita como el
valor a que se aproximan sus sumas finitas parciales.

«Y todo lo que el andlisis comun lleva a cabo por medio de

ecuaciones constituidas por un numero finito de términos

(cuando puede ser posible), este método [de series y fluxiones]

puede llevarse a cabo siempre mediante ecuaciones infinitas.»
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Isaac Newton

Junto con el calculo de las areas cerradas por curvas, el calculo de
las tangentes impulsdé el avance mas significativo de las
matematicas desde la creacion de la geometria analitica por parte de
Descartes. Ese avance se concreto en la creacion del calculo
diferencial y constituyo el primer paso en la «domesticacion» de un
concepto que pasaria a ser fundamental en las matematicas: el
infinito. Esa quimera imprecisa que Euclides habia evitado y con la
que solo los algebristas arabes e indios de la Edad Media europea
habian lidiado por medio de sus algoritmos recurrentes comenzo a
comprenderse gracias a los matematicos que sucedieron a
Descartes.

Descartes habia resuelto el problema de la tangente planteando una
ecuacion algebraica cuya solucion se obtenia por comparacion de
los coeficientes de dos expresiones polinomicas que debian tener las
mismas raices. El enfoque del problema por parte de Newton
sintonizaba mas con la perspectiva de Fermat. La divergencia con la
perspectiva cartesiana se produjo porque Newton abordé la cuestion
buscando la cuantificacion del cambio que se producia entre puntos
distintos de la misma curva, una idea que lleva implicito el concepto
de funcion. Seria posible referirse a ella como una vision fisica y no
mecanica de la curva

Supongase que se busca la tangente en un punto de abscisa x = a

de la curva y = x2. La situacion se representa en la figura 1. El valor
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e corresponde al aumento experimentado por la variable x, lo que en

términos contemporaneos seria el incremento de dicha variable.

Fig. 1 8
[
1
y=x i
|
!
1@+ ey-o
I
[
)
P t
PP ATt
o - @ ]
1 1
1 !
1 {
] |
1 !
' 1
' !
' 1
o L 1
/ K a+e

Tasa de cambio entre dos puntos parabola y = x2.

La proporcion entre ambos incrementos, es decir, la relacion entre
el cambio experimentado por ambas variables, es el cociente entre la
variacion experimentada por la variable y y la experimentada por la

variable x. Lo que se conoce como la tasa de cambio entre x=ay x =

a+e:

(a+e)?—a®* a?>+ 2ae+e?—a?
(a+e)—a e

2ae + e?

e

=2a+e
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El resultado obtenido, 2a + e, es precisamente el valor de la
tangente del angulo APB, es decir la pendiente de la recta secante
PB a la curva: m= 2a + e. Sin embargo, es precisamente cuando e =
O que dicho angulo coincide con el de la recta tangente buscada. Se
trata de un valor imposible de calcular en el punto x = a, pues en
un unico punto no existe cambio alguno; no hay cambio en ninguna
de las dos variables, ni en la x ni en la y. Ahora bien, lo
extraordinario de este proceso es que al hacer e = 0, si se obtiene un

valor de la pendiente:

m=2a+e
- m=2a
e=0

La conclusion es que la pendiente de la recta tangente en el punto P
= (a, a?) de la curva y =x2 es m = 2a. Con ello, el problema esta
resuelto, pues se conoce la pendiente y el punto por donde pasa la

recta tangente:

m=2a
-y =2ax— a*
P = (a,a?)

Merece la pena observar este método desde un punto de vista
filosofico. Por una parte, la idea de recta tangente es intuitiva y no

puede trazarse al conocer Unicamente un punto de ella. No hay que
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olvidar que se necesitan dos puntos para construirla. Pero lo que si
puede hacerse es trazar la recta secante entre dos puntos
cualesquiera de una curva. La recta tangente se convierte asi en un
caso especial que es posible ver e incluso dibujar, pero del que nos
falta un referente razonable. Y ese referente es el que proporciono
Newton, dando sentido a la tasa de cambio en un punto. Solo le
falto utilizar el concepto que un siglo y medio después justificaria su
procedimiento: el de «limite». En efecto, al hacer e = O lo que se hace
de modo implicito es acercar el punto B de la secante hacia P y con
ello la tangente se convierte en limite de las secantes. La notacion
introducida por Leibniz dio lugar al calculo diferencial.

El problema de las sumas infinitas relacionadas con las
cuadraturas, esto es, calcular areas de figuras curvilineas, fue
abordado por Leibniz, quien se refirid6 a esas series infinitas como
«cuadraturas aritmeéticas». Si Francoise Viéte y René Descartes
habian demostrado que los problemas de la geometria rectilinea se
resolvian mediante ecuaciones algebraicas, Leibniz puso en
evidencia que los de geometria curvilinea lo hacian mediante la
aritmética de las progresiones. De esta forma, las aproximaciones
tan precisas como se desee de una suma infinita irrumpieron en las
matematicas como nunca antes lo habian hecho y dieron lugar al
concepto de «limite». Con ello, Leibniz no soto considero haber
perfeccionado la geometria, sino también la matematica pura,
simplificando el calculo mediante el medio aritmético disenado por

él: el calculo diferencial.
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Leibniz llamo6 «curva analitica» a aquella cuyos puntos pueden
determinarse de forma exacta mediante el calculo, y «calculo
analitico exacto» al calculo que permite hallar con una ecuacion el
valor exacto buscado.

El filosofo aleman se referia a menudo al francés en sus escritos.
Decia de Descartes que €l mismo era consciente de lo imperfecta
que es una solucion al reconocer que nada mejor podia hacer para
precisar la naturaleza de una linea que no es analitica. Leibniz se
atrevio incluso a decir que Descartes no reconoceria sus dificultades
si no estuviese seguro de que nadie iba a mejorar lo que habia
hecho. Al parecer, y aunque fuese solo a través de sus escritos, el
filosofo aleman llego a conocer bien al autor del Discurso del método.
Leibniz afirmo a su vez que fue esa confesion de solucion imperfecta
por parte de «tan gran geémetra» la que desperto su curiosidad para
estudiar la curva de tal tipo y que su propio método de analisis, un
medio desconocido por Descartes, le permitio dar con la curva
logaritmica. Leibniz admitié también que el problema que frustro a
Descartes era uno de los mas dificiles del método de las tangentes.
El problema en cuestion fue propuesto a Descartes en 1639 por el
jurista y matematico francés Florimond de Beaune (1601-1652), y el
filosofo francés intento resolverlo sin éxito. El problema consistia en
hallar la curva cuya subtangente sea una constante dada. En
términos mas actuales, se trataria de hallar una curva y = f(x) cuya
recta tangente r corte el eje de abscisas en un punto c del eje OX de
tal modo que la diferencia entre la abscisa de cada punto y c sea

siempre constante.
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La figura 2 muestra la situacion referida. La solucion de Leibniz se
baso en que la ordenada y del punto de la curva deberia mantener

una proporcion con x - c igual al valor constante estipulado a =x - c.

La disputa entre Newton y Leibniz por el calculo
El escocés John Kell (1671-1720) aseguro en 1709 que no
habia duda de que Newton habia sido el primero en la
invencion del calculo diferencial, puesto que las cartas que le
habia escrito en 1676 al matematico inglés John Wallis
(1616-1703) asi lo demostraban, Sin embargo, Leibniz habia
desarrollado su calculo diferencial de modo independiente
entre 1670 y 1680, aunque era dificil demostrarlo. La
decision que tomo la Royal Society fue que Kell se ocupase de
redactar un informe defendiendo los derechos de su
presidente. Como Leibniz también era miembro de la Royal

Society, solicité una revision cuando tuvo conocimiento del
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informe.

305 KN

Reunion de la oyal Society, con Newton como peszente

El fallo se produjo el 6 de marro de 1712 y se resume en las
afirmaciones siguientes:

1) ambos métodos eran solo uno, Unicamente se distinguian
por el nombre y la potacion;

2) la cuestion no era quién los habia inventado, sino quién
habia sido el primero en hacerlo;

3) quienes habian atribuido la primicia a Leibniz lo hicieron
porque desconocian la correspondencia de Newton,;

4) Newton tuvo el método preparado quince anos antes de
que Leibniz publicase el suyo en la revista Acta Eruditorum
de Leipzig;

5) se reconocia a Newton como el primero;

6) Keill no habia ofendido a Leibniz.
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Lejos de resolverse la cuestion, en 1713 Leibniz insistio en
que Newton no habia publicado nada antes que €l y que, por
tanto, debia haberle copiado el método al conocerlo en 1684.
Las disputas se sucedieron hasta la muerte de Leibniz en

1716.

Dicha proporcion seria la misma que existe entre dy y dx. Por tanto:

y _dy
—=—eoydx=ady
a dx - :

Leibniz consider6 que las diferencias dx de las abscisas eran
constantes, lo que significaba que variaban segun una progresion

aritmética. Siendo b dicha constante (dx = b), entonces

a b
y=sdy-s>dy=-y
b a

De forma que las ordenadas y seran proporcionales a sus
diferencias dy. Leibniz argumenté que al ser las x progresiones

aritmeéticas, las y serian progresiones geomeétricas. En efecto:
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p b
,".’ = 1.' —_ 1.’ = — '\!
J1 J1 20 a” 1

b bb b\?
dy, =y, =y =E.."2 =i (_) Y1

= (2)
AR — —_— T,
Vi m Vi

Dicho de otro modo: si las x son numeros, las y serian logaritmos.
La conclusion de Leibniz fue, acertadamente, que la curva buscada
Yy = f(x) era logaritmica. Sin embargo, utilizando una notacion mas
contemporanea, un poco del calculo integral desarrollado por el
propio Leibniz y tomando constantes de integracion nulas, es
posible comprobar que la solucion del problema es una curva

exponencial:

f_df)  df®)

a dx @ f(x) TR
adf(x)zfdx_)a df(x)z,(
f(x) fGo

aln(f(x))=x - In(f(x)) = g - f(x)= oa

La «caracteristica de Descartes-Euler»

Las representaciones planas de las constelaciones son figuras
compuestas por puntos (estrellas) y segmentos (conexiones) que
conforman una figura, como sucede con la constelacion de Orion

(figura 3).
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Mediante puntos y segmentos, en el plano es posible componer
poligonales y poligonos caprichosos como las constelaciones (figura
4).

Fig 4
» £
/ /

Sin embargo, existe un orden subyacente en cualquier constelacion,
por extravagante que sea.
Si se cuenta el numero de veértices (extremos de segmentos), aristas

(segmentos) y caras (poligonos) presentes en las constelaciones de
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las figuras 3 y 4 y se organizan en la siguiente tabla de datos, tal vez

se llegue a alguna conclusion:

Constelacion Caras Veértices Aristas C+V-A
Orion 2 18 19 1
Caprichosa 3 14 16 1

La conclusion es que la suma de caras y vértices supera en una
unidad el numero de aristas: C + V =A + 1. No es casual, pues lo
mismo ocurre con cualquier figura de este tipo, siempre y cuando
sea conexa. Es decir, que no presente puntos, segmentos o recintos
aislados que impidan recorrer toda la constelacion de forma
continua, sin saltos.

Para comprobar la veracidad de tal afirmacion, cabe reflexionar
sobre lo que ocurre cuando anadimos un vértice (punto) o una
arista (segmento) a cualquier constelacion ya existente.

Anadir un punto solo es posible si se pone en un segmento ya
trazado, pues de lo contrario quedaria aislado. Entonces, se crean
un vértice y una arista mas, pues la que ya existia se ha dividido en
dos. Por tanto, el valor de C + V aumenta una unidad, como
también lo hace A + 1, y la relacion de igualdad se conserva.

Agregar un segmento de forma no aislada puede hacerse, en primer
lugar, en un vértice de la constelacion, con lo cual se anade una
arista y un vértice (su extremo). En tal caso, C + V aumenta una
unidad, lo mismo que A + 1. También puede realizarse conectando

dos vértices ya existentes, con lo cual se crea una nueva cara, ya

181 Preparado por Patricio Barros



Descartes www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti Palmer

que, de lo contrario, dichos vértices estarian desconectados o serian
aislados. Esa nueva cara no aporta mas vértices, pero sila cara y la
arista que la cierra, por lo que C + V aumenta una unidad, como
también lo hace el valor de A + 1.

Por ultimo, puede hacerse en medio de una arista, con lo que se
crean un veértice y una arista mas. Asi, los valores de C + Vy de A +
1 crecen también en una unidad conservandose su igualdad.

En todos los casos, el nimero de unidades aumentadas en C + V se
corresponde con las que aumenta el valor de A + 1, y la igualdad se
conserva. La relacion caracteristica de las constelaciones planas es,

por tanto, la siguiente:

C+V=A+1

La conocida como «caracteristica de Euler-Descartes» es la
equivalente a los poliedros en el espacio. Afirma que las caras, los

vértices y las aristas de un poliedro cumplen la relacion:

C+V=A+2.

Pese a que fue Euler el primero en establecer esa formula, sus
origenes se atribuyen a Descartes, pues en 1630 d filésofo francés
demostréo una relacion fundamental para obtener la relacion que
algunos consideran equivalente a la de Euler. Sin embargo,
Descartes nunca expreso el resultado del modo en que lo hizo este

ultimo, quien le dio la forma conocida en la actualidad. Siendo fieles
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al desarrollo historico, el nombre de «caracteristica de Descartes-
Euler» de los poliedros convexos resulta mas apropiado que el de
«caracteristica de Euler-Descartes» o simplemente «caracteristica de
Euler», como a menudo suele citarse.

La aportacion mas relevante de Descartes a la formula C+ V=A + 2
tiene que ver con lo que en su época se llamaba la «deficiencia» de
un angulo solido, esto es, el angulo que falta a los angulos planos
de un vértice para completar los 360° del angulo plano circular.
Imaginemos, por ejemplo, el vértice de un cubo. En él confiaren tres
caras cuadradas de angulos rectos. Por tanto, la deficiencia en un
vértice del cubo es de 360° - 3x90° = 360° - 2700 = 90°, un angulo
recto.

Descartes demostro que la deficiencia angular total D en cualquier

poliedro convexo es siempre de ocho angulos rectos:

D =8x90° = 720° =41t radianes

Es facil observar que asi es en toda los poliedros regulares, tal como

muestra la tabla siguiente:

Poliedro Caras en [ Angulo de | Suma de angulos | Deficiencia en un | Ntimero Deficiencia
un vértice| cada cara en un veértice vértice de vértices total D
Tetraedro 3 60° 3x60°=180° 360°-180°=180° 4 4x180°=8x90°
Cubo 3 90° 5x90°=270° 360°-270°=90° 8 8x90°
Octaedro 4 60° 4x60°=240° 360°-240°=120° 6 6x120°=8x90°
Dodecaedro 3 108° 3x108°=324° 360°-324°=36° 20 20x36°=8x90°
[cosaedro 5 60° 5x60°=300° 360°-300°=60° 12 12x60=8x90°
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También es facil observar la propiedad en un poliedro irregular,
como lo es el pentaedro obtenido seccionando un cubo por un plano

diagonal (figura 6).
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Pentaedro por disecciéon del cubo

Ese pentaedro tiene seis vértices, cuatro de ellos con deficiencia de
360° - 2x90°-45° = 135° y los otros dos con deficiencia de 360° -
3x90° = 90°. La deficiencia total es también de ocho angulos rectos;
D = 4x135° + 2x90° = 8x90°.

Cualquier poliedro convexo puede abrirse por una de sus caras,
extenderse sobre el plano y formar una red de poligonos. En dicha
configuracion el valor de C + V - A es una unidad inferior al real
porque hemos eliminado una cara para poder allanar el poliedro.
Sin embargo, cualquier red poligonal conexa en el plano verifica que
C + V - A=1. Por tanto, la red compuesta por la version plana
extendida del poliedro verifica también dicha relacion. Luego, el
resultado es que al anadir esa cara el total de la formula pasade 1 a

2yC+V-A=2.
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Se puede constatar que eso se cumple en el pentaedro irregular

anterior obtenido cortando el cubo.

r

Desarrollo del pentaedro (izquierda) y extension sobre el plano

abriendo una cara triangular (derecha).

Dicho pentaedro puede abrirse por una de sus caras triangulares,
tal como aparece en la figura 7 derecha, la composicion resultante
se compone de 4 caras, 6 vértices y 9 aristas, porloque C+ V-A=4
+ 6 - 9 = 1. La cara que falta, por la que el poliedro se ha abierto y

extendido en el plano, transforma el 1 en un 2.

Descartes y la resolucion de problemas

La cuestion de la caracteristica de Descartes-Euler ha sido tratada
extensamente por matematicos interesados en los procesos
cientificos y de desarrollo del conocimiento matematico, como los
hungaros George Polya (1887-1985) e Imre Lakatos (1922-1974).
Este ultimo puso a prueba el modo en que suelen concebirse tres de
los elementos sobre los que se fundamenta el conocimiento

matematico: los axiomas, las definiciones y las demostraciones. Y lo
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hizo atacando precisamente la caracteristica de Descartes-Euler
sobre los poliedros. Su método fue ver que mediante contraejemplos
a las afirmaciones vertidas se tambaleaba la definicion de poliedro
dada de antemano y que el teorema debia ser reformulado limitando
su campo de aplicacion.

Asi, es posible imaginar un poliedro compuesto por un cubo que
encierra una pequena burbuja cubica en su interior. Este raro
poliedro posee 12 caras, 24 aristas y 16 vértices, por lo que en su
caso la formulaes C+ V= A + 4.

El método de Lakatos tiene el mismo punto de partida que el
cartesiano; dudar de todo. Sin embargo, diverge de él cuando se
basa en el dialogo y la argumentacion no ya para escudrinar unas
realidades tangibles y experimentables, como son el arcoiris y su
causa, la refraccion de la luz, sino para crear los medios con los que
se va a decidir la veracidad o falsedad acerca de una afirmacion,
que afecta a la concepcion de los objetos a los que dicha afirmacion
se aplica. Sin embargo, el método de Lakatos vuelve a aproximarse
al cartesiano al analizar multitud de casos posibles de los que se
derivara al fin la propiedad universal. Lakatos acaba dividiendo un
todo en partes analizables, pero dicha totalidad no es tangible, sino
imaginada.

Donde mas se percibe la influencia del método cartesiano es en la
propuesta metodologica formulada por Polya en 1945 para resolver
problemas matematicos. Recuérdense los cuatro postulados del
método cartesiano de pensamiento:

a) no admitir nada absolutamente evidente;
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b) dividir cada problema en tantos particulares como sea necesario
para resolverlos mejor;

c) dirigir por orden los pensamientos yendo de lo simple a lo
complejo, y

d) enumerar los datos del problema revisando los elementos de
solucion de cada uno para asegurarse de que se ha hecho todo
correctamente.

Comparense con los postulados que Polya establecio en su obra
How to Solve It (:Cémo resolverlo?) acerca de la resolucion de un
problema matematico mediante procesos heuristicos:

a) comprender el problema;

b) desarrollar un plan;

c) llevarlo a cabo, y

d) revisar lo realizado y ver si puede mejorarse.

Si no se halla la forma de solucionarlo, Polya aconseja la analogia;
«St no es posible resolver el problema, quiza conozcas varo parecido y
mas sencillo que ya hayas resuelto o que si puedas resolver y cuya
estrategia de resolucion te sirva para el mas dificil».

Mas sintonias con el método cartesiano se aprecian en las
especificaciones que el matematico hungaro da para desarrollar el
plan de la segunda de sus fases. Esas especificaciones, mas alla del
desarrollo de estrategias, sirven pena comprender mejor el
problema, pues a menudo es la escasa comprension del problema lo
que impide hallar un modo de resolverlo: conjetura y comprueba,

haz una lista, elimina posibilidades, utiliza la simetria, considera
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casos especiales, usa el razonamiento directo y resuelve una

ecuacion.

Un problema de construccion, por George Polya
El matematico hungaro George Polya distinguia tres
tipologias principales de problemas: de construccion, de
demostracion y de ratio o proporcion. La siguiente serie de
vinetas ilustra la solucion al problema de construir dentro de
un triangulo el mayor cuadrado posible con un lado sobre la

base del triangulo y con un vértice sobre otro lado.

1) El triangulo. 2) Un par de intentos entre los que se intuye
la solucion. 3) Mas pruebas para ver su relacion con la
solucion intuida. 4) Las cosas se llevan al limite. 5) El cuarto
vertice del cuadrado limite da sentido a todos los demas. 6)
La solucion queda determinada por el cuadrado de lado igual

a la altura del triangulo. Uniendo el cuarto vértice de este

cuadrado con el vértice inferior izquierdo del triangulo se
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obtiene un punto de corte con el lado del triangulo la altura

de este punto de corte es el lado del cuadrado buscado.

Obsérvese que el método newtoniano para crear una sucesion de
soluciones aproximadas, pero cada vez mas cercanas a la solucion
exacta de una ecuacion, coincide con uno de los principios
estipulados por Polya, Newton partia de una solucion incorrecta
pero facil de hallar (basarse en un problema mas facil y asequible o
que si pueda resolverse). Luego aplicaba una técnica de correccion
para ajustar dicha solucion incorrecta y mejorarla, paso a paso,
para acercarla al resultado exacto. Dado que Newton antecedio en
dos siglos a Polya, este pudo inspirarse en aquel.

Para ilustrar el método de Podlya se intentara demostrar por qué
funciona un criterio de divisibilidad que los ninos de todo el mundo
suelen aprender a usar ya en la escuela primaria: si la suma de las
cifras de un numero es multiplo de tres, entonces dicho numero es
multiplo de tres.

En primer lugar es necesario comprender el problema, la
experimentacion ayuda mucho a la comprension. El enunciado es
cierto para multiplos de 3 como 18777 y 12345678, ya que las
divisiones de todos entre 3 son exactas (los restos de esas divisiones
son todos nulos). Ademas, cumplen con que la suma de sus cifras

también es un multiplo de tres:

1+8=09=23x3,
7+7+7=21=3x%7,
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1+2+3+4+5+6+7+8=36=3x12.

También ayuda a entender el problema expresarlo de otro modo. Si
esta ya expresado en lenguaje corriente, puede ser util anadir una
pizca de formalidad algebraica: N es multiplo de 3 si la division N/3
es exacta.

El aspecto formal puede crecer hasta hacerse omnipresente: N es
multiplo de 3 si el resto de la division N/3 es nulo. N es multiplo de
3 si existe k (el cociente de la division de N/3) tal que N =3k.

Por otra parte, un numero de varias cifras en nuestro sistema
decimal posee unidades, decenas, centenas, millares y, quiza,
muchas mas. Lo que llamamos cifras son, en realidad, coeficientes

de potencias de 10:

1234567 = 1x100+ 2x10° + 3x10%+ 4x103 + 5x102 + 6x10! +7x100

A continuacion conviene elaborar un plan. Si a uno no se le ocurre
nada, quiza sea de ayuda resolver antes una version mas sencilla
del problema, como la siguiente: si las cifras de un numero son
multiplos de 3, dicho numero también es multiplo de 3. En efecto,
numeros como 33 y 6309 son multiplos de 3, ya que sus divisiones

por 3 son exactas. Los cocientes son:

33 = 3x11,
6309 = 3x2103.
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Su embargo, todavia no se ha utilizado una informacion recogida en
el enunciado como es la relativa a las cifras. Cabria preguntarse qué
impacto tienen las cifras sobre el numero que componen y como se
articula este a partir de ellas. Las respuestas a estas preguntas
estan en el sistema de numeracion decimal y posicional. El 33
consta de 3 decenas y 3 unidades; el 6309, de seis millares, tres

centenas y nueve unidades:

33 = 3x10! + 3,
6309 = 6x103 + 3x102 + 9.

La cuestion es que hay que acabar extrayendo un 3 como factor de

esos numeros. ¢Como lograrlo? En el caso del 33 es evidente:

33 = 3x(10+1).

En el caso del 6309 el factor 3 solo puede extraerse de los

coeficientes:

6309 = 2x3x103 + 3x102 + 3x3 = 3x(2x103 + 102 + 1).

Por tanto, en el caso de que todos los coeficientes sean multiplos de
tres, siempre podra extraerse al menos un 3 como factor comun, y
el numero total sera multiplo de 3. ;:Como pasar de este caso al mas

general?
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Imaginese la peor de las situaciones: aquella en la que ningun
coeficiente sea multiplo de 3. De ser asi, ¢de donde sacar un 3 como
factor comun? Tomese, por ejemplo, un numero cuyas cifras sumen

un multiplo de 3 sin que ninguna de ellas lo sea:

1257 = 1x103 + 2x102 + 5x101 + 7

Ninguno de los numeros que aparecen en ese desarrollo es multiplo
de 3:ni 1, ni 2, ni 5, ni 7, ni 10, ni 100 ni 1000 lo son. ¢Coémo es
posible que 1257 acabe siendo multiplo de 3?

Tal vez sea posible basarse en una ley similar a la que afirma que
los multiplos de 5 acaban en O o0 en 6, aunque ninguna de sus cifras
restantes sea O o 5. Por ejemplo, el 235 es multiplo de 5. ¢De donde
obtiene el 235 el factor 5? A continuacion se muestra que lo obtiene
de las decenas y centenas que lo componen, esto es, del 10 y del

100.

235 = 2x100 + 3x10 + 6 =
= 2x(5%20) + 3%(5%2) + 5 =
= 5x(2x20 + 3x2 + 1).

En este punto hay que seguir el tercer paso del método: llevar a
cabo el plan. La clave quiza se encuentre en las decenas, centenas y
millares, es decir, en las potencias de 10. Volviendo a los multiplos
de 3, es evidente que 3 no es divisor de ninguna potencia de 10.

Pero por muy poco, ya que 10 =9 + 1, 100 = 99 + 1, 1000 = 999 +
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1... El 3 si que es factor de 9, 99, 999.... Por tanto, vale la pena
probar con esta idea y ver si es posible sacar un 3 factor comun de

un numero como 1267.

1257 = 1x1000 + 2x100 + 5x10 + 7=
=1x(999 +1) + 2x(99 + 1) + 5x(9 + 1)+ 7 =
=009 + 2x99 + 5x9+ 1+ 2+ 35+ 7=
= (multiplo de 3) + (1+2+6+7).

He ahi la suma de las cifras 1,2, 5y 7 del naumero 1257. Por tanto,
si la suma de las cifras es multiplo de 3, el numero también, pues el
resto formado por maultiplos de 9, 99, 999, 9999... siempre es
multiplo de 3. Lo que acaba de hacerse con el 1257 puede aplicara a
cualquier otro numero. Es decir, que un numero cualquiera puede

descomponerse como un multiplo de 3 mas la suma de sus cifras:

ABCDE... = (multiplode 3)+ A+ B+ C+ D+ E +...)

De ahi la norma que es criterio de divisibilidad: si las cifras de un
numero suman un multiplo de 3, dicho numero es multiplo de 3.

A continuacion debe emprenderse la revision del proceso. En un
intento de generalizacion se podria intentar lo expuesto
anteriormente con los multiplos de 7. Es sabido que la norma no
vale para ellos (34 no es multiplo de 7 aunque sus cifras sumen 7),
pero quiza con un pequeno ajuste sea posible obtener una regla

similar a la de los maultiplos de 3. Se seguira el mismo proceso.
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Ahora se trata de buscar el multiplo de 7 mas proximo a 1000, 100

y 10:

ABCD =
= Ax1000 + Bx100 + Cx10 + D=
= Ax(994 + 6) + Bx(98 + 2) + Cx(7 + 3) + D=
= Ax994 + Bx98 + Cx7 + 6XA + 2B+ 3C + D)=
= (multiplo de 7) + (6A + 2B+ 3C + D).

En el caso mas general se aprecia el patron:

... A7A6A5A4A3A2A1 =
= (multiplo de 7) + (A7 + 6Ac + 4As + 6A4 + 2A;1 + 3A2 + Aj)

Los coeficientes se suceden segun los restos de las divisiones de las
potencias de 10 entre 7. La norma resultante no es practica Por
ejemplo, un numero de cuatro cifras es multiplo de 7 si el séxtuplo
de la primera, el doble de la segunda, el triple de la tercera y la

ultima suman un multiplo de 7. Asi, 2016 es multiplo de 7:

2016 = 6x2+2x0 + 3x1 + 6 = 21 = multiplo de 7.

La estela de Descartes
Los cambios que se produjeron en las matematicas de los siglos
XVII y XVIII fueron, sobre todo, metodologicos. Si bien las técnicas

de Descartes no alcanzaron directamente a Newton y Leibniz en la
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medida en que estos no las utilizaron, la estela de la metodologia
cartesiana, basada en la necesidad de abordar viejos problemas con
un modo nuevo de hacer las cosas, no solo les alcanzo, sino que
llego hasta el siglo XX con la metodologia de Polya.

El trazado de tangentes, la rectificacion de curvas y el calculo de las
areas encerradas por curvas dieron lugar al calculo diferencial
desarrollado por Newton y Leibniz. Pero la relevancia y lo
maravilloso de ese periodo de la historia de las matematicas fue la
creacion de dos ramas nuevas: la geometria analitica, por parte de
Descartes y Fermat, y el calculo diferencial, por parte de Newton y
Leibniz. En ambos casos lo prioritario fue la metodologia, es decir, el
como y no el qué. Muchos de los problemas que ese nuevo método
del calculo infinitesimal logro resolver hacia siglos que ya habian
sido planteados. Abordarlos de otra forma fue Lo que permitiéo su
resolucion definitiva.

Lo fundamental de la filosofia cartesiana es el método, que esta por
encima de las soluciones concretas. Newton y Leibniz dieron con el
método apropiado, pero fue el pensador francés el primero en
conceder a aquel la importancia que merecia. Por encima de la
resolucion de problemas matematicos concretos, el método fue la

mayor aportacion de René Descartes a las matematicas.
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