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Resena

Christiaan Huygens fue uno de los gigantes de la ciencia de su
tiempo. Sus investigaciones abarcaron disciplinas tan dispares
como la geometria, el calculo de probabilidades, el calculo actuarial,
la fisica o la astronomia. Escribio el primer tratado de probabilidad
de la historia. De rattociniis in ludo dlese, manual de referencia
durante casi medio siglo. Aplico el probabilismo al concepto de
esperanza de vida y contribuyo a sentar las bases de la demografia.
En su obra magna, el Horologium oscillatorium, combiné sus facetas
de matematico, fisico e inventor. Las propiedades tedricas que
dedujo de la curva cicloide se encuentran en la base de la precision
de sus relojes de péndulo, unos instrumentos que permitieron
determinar la longitud en alta mar y favorecieron los viajes

maritimos alrededor del planeta.
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Introduccion

En estadistica existen los llamados outliers, puntos que se separan
marcadamente de los demas, datos que se consideran alejados del
resto. La labor desarrollada en el campo de las matematicas, la
astronomia, el calculo actuarial y la fisica por Christiaan Huygens lo
convierten en un outlier, un cientifico fuera de la norma. Fue
extraordinario por estar a la vanguardia de la ciencia en todos esos
campos y ser capaz de hacer descubrimientos importantes en cada
uno de ellos. Tampoco es normal que algunos de sus
descubrimientos formen parte de los conocimientos que una
persona recibe hoy en dia en su educacion, mas de tres siglos
después de su muerte.

Huygens naci6 en unos Paises Bajos que luchaban por conseguir su
independencia de la monarquia espanola, que envio alli al tercer
Duque de Alba al frente de los Tercios. Hasta la Paz de Munster
(1648), colofon de la Guerra de los Ochenta Anos, Espana no
reconocio de ivre la independencia de las Provincias Unidas del
Norte (Frisia, Groninga, Gueldres, Holanda, Overijssel, Utrecht y
Zelanda). Estos territorios habian abrazado el calvinismo como
senal distintiva de identidad frente a la catolica Espana. Creian en
la predestinacion y que habia algunos signos externos que
evidenciaban haber sido elegidos por Dios, como la intensa fe, la
modestia, la honestidad, la austeridad, la frugalidad, el gusto por el
trabajo bien hecho, etc., unas caracteristicas que encajaban muy

bien en la mentalidad de los afanosos holandeses, inmersos en un
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incipiente capitalismo mercantil que hizo de la Republica
Neerlandesa uno de territorios europeos mas ricos de aquel tiempo y
del siglo XVII, el Siglo de Oro neerlandés. Christiaan Huygens
compartia esta filosofia.

En el siglo XVII tuvo lugar la denominada «Revolucion cientifican,
que supuso el progreso de la ciencia en todos los campos y que se
fundamentaba en dos nuevos métodos de conocimiento, el
racionalismo y el empirismo, de los que se nutrio Huygens. El
primer método estuvo impulsado por Rene Descartes, filosofo,
matematico y amigo de la familia. Su método partia de una primera
e indudable verdad para obtener, por medio de la razéon y la
deduccion, todas las demas, es decir las verdades matematicas. Las
bases del método empirico o experimental fueron puestas por el
filosofo inglés Francis Bacon. En €l, la verdad se alcanzaba a través
de los datos que aportaba la experiencia para obtener verdades
concretas, sobre las que establecer, en una segunda etapa, unas
verdades generales o hipotesis, que debian comprobarse mediante la
experimentacion en una tercera etapa, como ocurre en la fisica.

Los primeros trabajos de Huygens tienen que ver con la busqueda
de la «cuadratura» de figuras, en particular del circulo. La
cuadratura del circulo era un tema que habia merecido la atencion
de muchos filosofos y matematicos atraidos por los problemas que
se resistian, a ser resueltos conforme pasaban los siglos. La
cuadratura consistia en construir un cuadrado a partir de otra
figura, exclusivamente con regla y compas, de modo que presentara

igual area. La fama como matematico de Huygens crecio
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rapidamente ya que con tan solo veintidos anos fue capaz de
detectar un error en el intento de cuadrar el circulo por parte del
matematico flamenco Grégoire de Saint-Vicent. Ya unos anos antes,
con tan solo diecisiete, habia dado cuenta de su talento al hacer
llegar al matematico francés Marin Mersenne una carta con la
demostracion de que la catenaria no coincidia con la parabola.

En aquel tiempo, la unica manera de difundir los conocimientos
cientificos era el intercambio epistolar, ya que las primeras revistas
cientificas, Le Journal des Scavans y Philosophical Transactions, no
aparecieron hasta 1665, mientras que la creacion de la Royal
Society de Londres data de 1660 y la de la Real Academia de
Ciencias de Paris, de 1666. Esto hace especialmente interesante el
estudio de la correspondencia de Huygens con otros matematicos de
la época y el papel desempenado por Marin Mersenne o Pierre de
Carcavi a la hora de intermediar entre todos ellos.

En el siglo XVII, las matematicas no se aprendian en la universidad,
sino de forma autodidacta o por medio de tutores o amigos:
Evangelista Torricelli y Bonaventura Cavalieri las aprendieron de
Galileo, Frans van Schooten de Descartes y Huygens de van
Schooten. El hecho de que Descartes fuera asiduo visitante de Van
Schooten e incluso del propio domicilio paterno de los Huygens hizo
de Christiaan un profundo admirador de las teorias racionalistas
cartesianas.

La geometria analitica de Descartes establecio el puente de union
entre la geometria y el algebra. Descartes estudid ecuaciones por

medio de curvas mientras que Pierre de Fermat hizo lo contrario:
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estudio curvas definidas por ecuaciones. Huygens representa el
ultimo peldano, el escalon superior de la geometria analitica antes
de la llegada del calculo infinitesimal de Isaac Newton y Gottfried
Leibniz. Las demostraciones de Huygens fueron puramente
geomeétricas. Necesito desplegar todo un complejo virtuosismo
geométrico, mediarte la construccion de curvas y propiedades de las
mismas, para elaborar demostraciones que requeririan muy poco
esfuerzo con las técnicas del calculo diferencial e integral unos anos
después. En este sentido, Huygens fue el ultimo gran matematico
que empleo técnicas heredadas de Arquimedes, Galileo, Fermat y
Descartes. Con estas técnicas calculo cuadraturas, tangentes y
maximos y minimos de curvas,

El siglo XVII también inauguré una nueva ciencia, la probabilidad,
en la que Huygens colabor6é con entusiasmo. Tras el pistoletazo de
salida dado por la relacion epistolar entre Fermat y Pascal en el
verano de 1654, la publicacion de Ratiociniis in ludo aleae de
Huygens vino a consolidar la probabilidad como un arma para
atrapar la incertidumbre en los juegos de azar y se vislumbré como
la ciencia adecuada para estudiar los hechos sociales, como
después consagrarian los Bernoulli. La probabilidad ya no era el
producto de un sueno de una noche de verano, sino que habia
venido al firmamento cientifico para quedarse en pie de igualdad
con la geometria, el algebra o el incipiente analisis. Huygens resolvio
el «problema del reparto o de los puntos» a través del concepto del
valor esperado del juego, alejando este problema del ambito de las

matematicas comerciales y acercandolo al nuevo del calculo de

7 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

probabilidades. Abordo el «problema de la ruina de un jugador», un
juego que podria tener una duracion infinita, y utilizé por primera
vez un razonamiento en arbol en su demostracion. La influencia del
Ratiociniis in ludo aloe seria inmensa. Durante los cincuenta anos
siguientes a su publicacion, matematicos como Jakob Bernoulli,
Juan de Caramuel, John Arbuthnott, Pierre Montmort o Abraham
de Moivre escribirian obras dedicadas en gran parte a comentar o
resolver problemas propuestos por Huygens.

Es muy conocida la saga de matematicos de la familia Bernoulli,
pero en cierto modo también podriamos hablar de la saga de la
familia Huygens, que contribuy6é de una manera decisiva a que
Christiaan alcanzara la cumbre cientifica. Su padre, Constantijn
Huygens, politico y literato, le proporcion6é una educacion esmerada,
digna de un embajador o de un gentleman. Con su hermano menor
Lodewijk, cruzo una serie de misivas sobre la duracion de la vida
humana que hacen de ambos unos precursores del calculo
actuarial. Y por ultimo, con su hermano mayor Constantijn
compartio su aficion por la construccion de lentes y telescopios, con
los que Christiaan pudo ver los anillos de Saturno, su satélite Titan
y la nebulosa Orion.

En este sentido, Huygens agrando los confines del universo
conocido hasta entonces. Pero también construyé microscopios con
los que observar lo mas pequeno, como las bacterias o la estructura
de los vegetales y animales. Ademas, inventd una serie de
instrumentos con los que mejorar los telescopios y la imagen que

ofrecian, como oculares y diafragmas. Galileo muri6 sin conocer la
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explicacion a las extranas formas que rodeaban a Saturno, sus
anillos, que unas veces aparecian y otras desaparecian, igual que el
dios griego que da nombre al planeta y que devoraba a sus hijos
haciéndolos desaparecer. La labor astronomica de Huygens
constituyd una bella ilustracion de] espiritu de superacion de la
ciencia, en particular del papel tan importante desempenado por el
desarrollo tecnoloégico, el cual debe ir unido a los avances teoricos.
Huygens tuvo la suerte de compartir, junto con otros matematicos
holandeses de la época, como Johannes Hudde (alcalde de
Amsterdam) o Johan de Witt (primer ministro de las Provincias
Unidas del Norte), los conocimientos y el hogar de su maestro Van
Schooten. La necesidad de conseguir recursos economicos para el
pais llevaria a todos ellos, y a Huygens en particular, a calcular
rentabilidades de diversos productos financieros y a la busqueda del
valor de venta de anualidades de vida que se encuentran en la base
de la demografia y el calculo actuarial.

Ahora bien, la labor de Huygens también se vio favorecida por el
mecenazgo de Jean-Baptiste Colbert, ministro de Hacienda del rey
francés Luis XIV, el «Rey Sol». Colbert, padre del mercantilismo, fue
el principal artifice de la llegada de Christiaan Huygens a Paris para
hacerse cargo de la Real Academia de Ciencias en 1666. La muerte
de su protector supuso la salida de Huygens de la Academia y la
vuelta a su pais natal.

Aun siendo importante lo conseguido por Huygens en materias tan
dispares como la geometria, el calculo de probabilidades, el calculo

actuarial o la astronomia es en la fisica donde su nombre luce con
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brillo propio. En 1673 publico su obra magna, el Horologium
oscillatorium, donde combiné su faceta de matematico, fisico e
inventor. Las importantes propiedades teoricas que dedujo de la
curva cicloide se encuentran en la base de la precision de los relojes
de péndulo que diseno y construyo. En el siglo XVII, el calculo
estaba ligado al estudio de curvas: la cisoide de Diocles, la espiral
de Arquimedes, las parabolas, las hipérbolas, el folium de Descartes,
la espiral logaritmica y, sobre todo, la cicloide. Esta curva consagro
a Huygens. El descubrimiento matematico de que la cicloide es la
curva por la que cualquier cuerpo que cae tarda el mismo tiempo en
descender al punto mas bajo independientemente del punto de
partida, «tautocronia», y de que la duracion de los movimientos de
un péndulo que sigue dicho camino es la misma, «isocronia», le llevo
a aplicarla a la construccion de relojes de péndulo precisos.
Huygens no se conformo con exponer la parte tedrica de su trabajo,
sino que busco su aplicacion practica construyendo relojes con los
que resolver el «problema de la longitud geografica» en alta mar. En
un ambiente de depresion econdmica, las Provincias Unidas del
Norte experimentaron un gran desarrollo econémico gracias a un
floreciente comercio colonial con Asia y América controlado por las
companias comerciales, como la Compania Holandesa de las Indias
Occidentales, con la que Huygens estableci6 contactos para
patentar su reloj como el instrumento mas adecuado para conocer
la posicion de un barco en alta mar.

En 1690 publico su Tratado de la luz, donde expuso su teoria

ondulatoria de la luz. El habia estudiado también tanto los choques
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elasticos como no elasticos de cuerpos, de ahi que imaginara la luz
moviéndose longitudinalmente a través de una sucesion de choques
de particulas que conformaban el material que llenaba el espacio, el
éter. No llegd a entender como se podia explicar la gravitacion
newtoniana sin la presencia de una sustancia que actuara de enlace
entre los cuerpos. Pese a todo, fue capaz de explicar la doble imagen
que se producia al atravesar la luz el espato de Islandia,
relacionandolo con el efecto fisico de la polarizacion.

Asi como en los dos primeros tercios del siglo XVII la geometria
analitica dominé las matematicas, el ultimo tercio auguro el
nacimiento del calculo infinitesimal con las obras de Leibniz y
Newton. Durante su estancia en Paris, el filosofo y matematico
aleman Gottfried Leibniz estudio algebra y geometria analitica con
Huygens, quien le aconsejo leer a Pascal si queria llegar a ser
alguien en las matematicas. Ni que decir tiene que los
descubrimientos de Leibniz hicieron honor a su profesor y mentor.
En la ultima parte de su vida y de regreso de Francia, Huygens
quiso conocer personalmente al gran cientifico inglés Isaac Newton.
Para ello no dudo en embarcarse hacia Inglaterra en 1689. Deseaba
conocer sus telescopios y sus experimentos sobre la descomposicion
de la luz. Sin duda, tuvo que ser apasionante el encuentro de
Newton y Huygens, pero no quedoé constancia de las discusiones
habidas entre ellos.

Decia Newton en una carta a Hooke: «Si he conseguido ver mas lejos
que Descartes ha sido porque me he incorporado sobre los hombros

de gigantes». Sin lugar a dudas, Huygens fue uno de esos gigantes.
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consideraba «el mas elegante entre los escritores modernos y el mds

perfecto seguidor de los antiguos». Por tanto, la vida y obra de
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Huygens bien merecen un estudio en profundidad.

1629

1645

1651

1652

1654

Cronologia
El 14 de abril Christiaan Huygens nace en La Haya.
Es el segundo hijo de Constantijn Huygens, musico,
literato y secretario de los Principes de Orange, y de
Suzanna van Baerle.
Cursa estudios de derecho y matematicas en la
Universidad de Leiden ron Frans van Schooten
como profesor.
Publica  Exestasis  cyclometriae  dentro  de
Theoremata de cuadratura hyperboles, ellipsis et
circuli, donde muestra la imposibilidad de cuadrar el
circulo como habia propuesto Grégoire de Saint-
Vicent.
Deduce las leyes que rigen las colisiones elasticas.
Inicia sus estudios sobre optica geomeétrica, que
permitiran realizar numerosas mejoras en el
telescopio, como el ocular de Huygens, el
micrometro o el diafragma.
Publica la forma de calcular el punto de inflexion de
la concoide en Illustrium quorundam problemarum

constructiones, un apéndice de De circuli
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magnitudine inventa.

1655 En marzo descubre Titan, primer satélite de
Saturno, y meses mas tarde deduce la estructura
del anillo.

1657 Publica el primer libro sobre probabilidad de la
historia, De ratiociniis in ludo aieae, inicialmente en
latin y luego en neerlandés.

1659 En su investigacion sobre el reloj de péndulo,
aborda el isocronismo y tautocronismo de la
cicloide.

1666 Dirige en Paris la Peal Academia de Ciencias
francesa, llamado por Colbert, primer ministro del
rey Luis XIV.

1669 Intercambia con su hermano Lodewijk una serie de
cartas sobre el tema de la esperanza de vida y la
vida mediana.

1671 Mantiene correspondencia con Johan de Witt,
matematico y Gran Pensionario de las Provincias
Unidas del Norte, relacionada con el calculo de
anualidades.

1673 Publica el Horologium oscillatorium, que contiene
una completa descripcion de su reloj de péndulo.

1676 Inicia sus estudios sobre la naturaleza de la luz, que
culminaran en el famoso principio que lleva su
nombre.

1661 Regresa a La Haya.
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1669
1690

1692

1695

www.librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

Viaja a Londres y se encuentra ron Isaac Newton.
Publica el Tratado de la luz, obra en la que expone
su vision sobre la luz, manteniendo la teoria
ondulatoria.

Estudia la evoluta de la catenaria que es la curva
tractriz.

El 8 de julio muere en La Haya a la edad de sesenta

y seis anos.
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Capitulo 1
La cuadratura del circulo
Christiaan Huygens fue un matematico precoz. Con tan solo
diecisiete anos demostré que la catenaria no coincidia con la
parabola y con veintidés descubri6 un error en la
argumentacion de Grégoire de Saint-Vicent relacionado con
la cuadratura del circulo. Este problema, heredado de los
griegos, perseguia reducir el area de un circulo a la de un
cuadrado, utilizando exclusivamente regla y compads.
También obtuvo un método para calcular mdaximos y minimos
de funciones, intentando mejorar el aportado por Fermat o

para aproximar el valor de .

Christiaan Huygens nacio en La Haya el 14 de abril de 1629. Su
padre, Constantijn, ocupo el cargo de secretario de los principes de
la casa de Orange. El cabeza de familia fue poliglota, musico y
literato y acumulo mas de tres mil libros en su biblioteca. Escribio
mas de ochenta mil poemas y fue protector de pintores como
Rembrandt. Su madre, Suzanna, que pertenecia a una familia
adinerada, también era una mujer cultivada. El matrimonio tuvo
cinco hijos. El mayor, del mismo nombre que el padre, Constantijn
(n. 1628), llegaria a ser secretario privado del principe de Orange.
Después vendrian Christiaan, Lodewijk, Philip, que muri6 joven, y
por ultimo Suzanna. Descartes conocié a los cinco hijos de
Constantijn y se dio cuenta rapidamente de las dotes excepcionales

de Christiaan, del que declaro que era «de su linaje».
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Cuando muri6o la madre en 1637, una prima se hizo cargo del
cuidado de la familia, que se trasladé a Voorburg, un pueblo
cercano a La Haya. Constantijn formo a sus hijos para que pudiesen
optar a altos cargos representativos y funcionariales de las
Provincias Unidas. Christiaan Huygens aprendio diversas lenguas
(griego, latin, italiano y francés) y geometria en el hogar paterno.
Cuando tuvo quince anos, su padre contrato a un tutor, Jan
Stampioen, que le instruyo en las obras de Ptolomeo, Brahe, Kepler
y Descartes, mas del gusto del pequeno Christiaan.

Entre 1645 a 1647, junto con su hermano mayor, estudio leyes y
matematicas en Leiden con Frans van Schooten (1616-1660).
Mientras que Constantijn sobresalia en la composicion de obras
literarias como su padre, Christiaan destacaba en la resolucion de
problemas geomeétricos. Entre 1647 y 1649 siguio estudiando leyes
y matematicas en el Colegio Orange de Breda, con el inglés John
Pell. La eleccion no fue casual, ya que en Breda se habia formado el
estatuder Guillermo de Orange, al que servia su padre como
secretario. En 1650 murié Guillermo II de Orange, lo que abrio el
paso a los partidarios de la Republica. Esto supuso un grave revés
para Constantijn Huygens padre, que deseaba colocar a sus hijos en
la corte, pero permitié a Christiaan dedicarse a la ciencia alejado de
las intrigas de palacio. Durante su estancia en Breda formo parte de
una delegacion del conde de Nassau-Siegen que viajo a diversos
paises europeos, entre ellos a Dinamarca. El mal tiempo le impidio

desplazarse a Estocolmo, donde se encontraba un conocido de la
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familia, el filosofo francés René Descartes, que habia sido llamado

por la reina Cristina para convertirse en su tutor.

§. La catenaria toma el relevo de la parabola

En esta época Christiaan Huygens afronté el problema de la
catenaria (figura 1). El
astronomo y matematico
italiano Galileo Galilei
(1564-1642) habia

estudiado la parabola ligada

a las trayectorias de
Pardbola proyectiles y a la
- | modelizacion del espacio
©) Figura I 1ecorrido por los cuerpos en
caida libre. En 1638 afirmaba en su Discursos que «otro método de
dibujar la curva deseada |[...] es la siguiente. Clavar dos puntas en
un muro a una altura conveniente y al mismo nivel [...] en estos
clavos se cuelga una cadena ligera [...] Esta cadena tendra forma de
parabola [...]».
Pero Huygens demostré que estaba equivocado, que la forma de una
cadena suspendida por los extremos y sobre la que actua

unicamente la gravedad es la catenaria, no la parabola.

René Descartes
René Descartes (1596-1650) fue el gran filosofo del siglo XVII
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nacido en La Haye, en la
Turena francesa, estudi6 en el
colegio de los jesuitas de La
Fléche, para después
graduarse en derecho por fa
Universidad de Poitiers en
1616. Se alistdo con el ejército
de Maurice de Nassau para
combatir en Randas contra
Espana en la Guerra efe los

Treinta Anos. Estando en

campana, entre el 10 y el 11
de noviembre de 1619, tuvo tres suenos» que él interpreto
como que debia dedicar su vida al estudio y a la busqueda de
verdades indubitables, todas las cuales debian estar sujetas
y basadas en su primera verdad «Cogito, ergo sum» («Pienso,
luego existor). Para Descartes existia la obligacion de
rechazar como falso aquello en lo que existiera la mas
minima duda. Después de licenciarse del ejército, su vida
transcurrio en los Paises Bajos a partir de 1623. Alli vivio
alejado de la opinion publica, a veces invitado a la casa de
los Huygens.

Matematico

Cabe reconocer que la actividad matematica de Descartes
ocup6 un lugar secundario dentro de su obra. Sin embargo,

también es cierto que las matematicas impregnaron de
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manera clara su pensamiento filoséfico. En 1637 publico su
Discurso del método, que en realidad constituia el prologo a
tres tratados en los que aplicaba su método: La didptrica, Los
meteoros y La geometria. Los dos primeros pretendian
explicar el comportamiento de las lentes y el movimiento de
los astros, El tercero al origen a la geometria analitica, cuyos
problemas fundamentales son:

1. Dada una ecuacion, hallar et lugar geométrico que
representa.

2. Dado un lugar geométrico definido por determinadas
condiciones, hallar su ecuacion matematica.

En resumen, tratd da aplicar el algebra a la geometria a
través de la creacion de un sistema de coordenadas para
representar un punto. Descartes consider6 poco rigurosos los
métodos basados en los infinitésimos. Estudio las curvas
matematicas algebraicas y proporciono un meétodo para la
obtencion de tangentes basado en la busqueda de raices

dobles.

Huygens habia entrado en contacto con el problema de la catenaria
gracias a Les oeuvres mathematiques del matematico neerlandés
Simoén Stevin (1548-1620), cuya lectura le habia sido recomendada
por su tutor Jan Stampioen en 1645.
«Le enviaré en otra carta una demostracion que una cuerda o
cadena que cuelga no tiene forma de pardbola. He encontrado

una demostraciéon no muy larga»
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Christiaan Huygens, carta a Marin Mersenne, 28 de octubre de

1646.

El 13 de octubre de 1646 el matematico francés Marin Mersenne

(1588-1648) escribiéo a un jovencisimo

Figura 2

Christiaan Huygens, de tan solo
diecisiete anos, y este le respondio el
28 de octubre anunciandole que habia

demostrado que la curva que cuelga

entre dos puntos no era la parabola.
El 26 de noviembre de 1646, en una
nueva carta, Mersenne le pidi6 una

demostracion, lo que Christiaan hizo el

mes de diciembre. Afronto el problema
colgando primero pesos iguales en una cadena sin peso y
cambiando después los pesos por una cadena compuesta de
segmentos de igual peso, y observo que, igual que antes, las
intersecciones de las extensiones de esos segmentos se encontraban
sobre el «diametro colgante de los pesos». Este ultimo término se
referia a la linea vertical existente a medio camino entre dos pesos
iguales. Esas lineas verticales cortaban el segmento justamente
encima de la interseccion en una serie de puntos. Seguidamente
Huygens demostro que la catenaria ABCDEKFG no coincidia con la
parabola ABCDER utilizando triangulos semejantes.

Asi como la parabola y la catenaria tenian como puntos comunes A,

B y C, ya que una parabola se puede ajustar a tres puntos, la
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parabola no podia pasar por los puntos K o F, por ejemplo, con lo
que la linea buscada no podia ser una parabola (figura 2).

El matematico suizo Johann Bernoulli (1667-1748) proporcion6é una
demostracion mecanica mas sencilla que la de Christiaan Huygens
(figura 3). Consideremos la porcion
de cuerda comprendida entre el
origen O y el punto P. Sobre esta
porcion actuan la fuerza G que es

tangente en P, la fuerza horizontal F

que es independiente de P, depende

w solo de la parte izquierda de la

catenaria, y el peso W del segmento

Figura 3

de la curva OP. Como la parte OP de
la cuerda esta en equilibrio, todas las fuerzas que actuan sobre ella
horizontalmente hacia la derecha y hacia la izquierda deben ser

iguales en magnitud y lo mismo ocurre con las que actuan

verticalmente.
De ahi que
Gcos@ =F
tan @ W
= tanf =—
F
Gsen8 =W
pero
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B Y s ggsess Wy
= — AV = — r:
an o Y= il

Como se supone que la cadena es homogénea, el peso de cada
porcion es proporcional a la longitud de la porcion. Es decir, W = ks,

donde s es la longitud del arco OP. Lo que lleva a lo siguiente:

De aqui se toma

a=F/k

como una constante. Luego la curva buscada debe satisfacer la

ecuacion diferencial

que se pudo transformar en la ecuacion
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ady

dx =

cuya solucion en notacion actual seria

0o, segun la terminologia de Johann Bernoulli, la ecuacion de la
curva buscada se podia resolver por cuadraturas, es decir, reducirse

al calculo del area bajo una curva algebraica

0 sea, se podria construir un rectangulo que tuviera la misma area
que la figura limitada por la curva algebraica.

La catenaria no fue la Unica curva que intereso a los matematicos
del siglo XVII. La cicloide fue objeto de diversos estudios y ademas
se continuo tratando de obtener el area bajo ella, es decir, hallar su

cuadratura.

Los cuadrados magicos de Huygens y Durero

En un trabajo dé 1650, Tabulam omnimodae aequalitaris
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constituere, Christiaan Huygens también mostré coémo
generar cuadrados magicos, tablas de numeros enteros
dispuestos en un cuadrado de tal forma que la suma de los
numeros por filas, columnas y diagonales principales sea la
misma, Uno de los ejemplos citados en este trabajo es el que
aparece en el grabado del pintor Alberto Durero titulado
Melancolia I. Es un cuadrado magico 4x4 que usa, sin
repeticiones, todos los numeros del 1 al 16, En todas las
sumas, verticales, horizontales, diagonales, las de las cuatro
submatrices de orden 2, la de las sumas de los numeros de
las esquinas— se obtiene la constante magica, el numero 34,

Las dos cifras centrales de la ultima fila reflejan el ano en el

Hasta el siglo XVII, uno de los problemas que habia preocupado a
los matematicos desde la época helénica era el de la cuadratura,

consistente en hallar areas de figuras equivalentes a otras
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conocidas; en particular, ser capaz de obtener un cuadrado de area
igual a un circulo Unicamente con regla y compas.

La imposibilidad de cuadrar el circulo utilizando solo los dos
anteriores instrumentos supuso un duro golpe para los
matematicos, igual que para los pitagoricos lo habia supuesto que
no existiera una cantidad que dividiera un numero entero de veces
el lado del cuadrado y su diagonal. El descubrimiento de los
irracionales, de los no conmensurables, caus6 tal exasperacion
entre ellos que se cuenta que arrojaron sin contemplaciones al
fondo del mar a su descubridor, el filosofo y matematico griego
Hipaso de Metaponto (siglo V a.C.).

Los griegos también estaban preocupados por efectuar las
construcciones geomeétricas de la manera mas simple posible. Para
ellos, todas las construcciones debian hacerse solo con regla y
compas. Estos dos instrumentos permitian dibujar la figura
unidimensional mas perfecta y uniforme, la recta, y la
bidimensional mas perfecta y uniforme, el circulo. También estaban
interesados en cuadrar o dar forma de cuadrado a una figura plana
exclusivamente con una regla y un compas. Buscaban sustituir lo
asimeétrico por lo simétrico, lo imperfecto por lo perfecto y lo
irracional por lo racional. Una construccion con regla y compas
estaba definida por una secuencia finita de operaciones de uno de
los dos tipos siguientes:

1. Trazar una recta que pase por dos puntos siendo los puntos ya

construidos.
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2. Trazar una circunferencia de centro C y radio AB, siendo los tres
puntos ya construidos

Luego los puntos construibles son intersecciones de rectas,
circunferencias o rectas y circunferencias construibles. Un numero
real es construible si es una de las coordenadas de un punto
consumible. Desgraciadamente, no todos los numeros reales se
pueden construir con regla y compas.

Por otra parte, existen los llamados numeros algebraicos. Por
ejemplo, 72 es un numero algebraico sobre el conjunto de los
numeros racionales, ya que es raiz de un polinomio con coeficientes
racionales, concretamente, x2 - 2 = 0.

En 1837, el matematico francés Pierre Laurent Wantzel (1814-
1848) demostro la relacion existente entre numeros construibles y
algebraicos, que viene a decir que un numero x es construible si y
solo si es algebraico sobre los racionales y ademas el polinomio de
grado minimo, irreducible con coeficiente 1 en el término de mayor

grado, que tiene a x como raiz, tiene como grado una potencia de 2.

§. La cuadratura del rectangulo y del triangulo
En la proposicion 14 de los Elementos del matematico griego
Euclides (ca. 325 a.C.-ca. 265 a. C.) ya aparecia la explicacion

acerca de como hacer la cuadratura del rectangulo (figura 4).
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Figura 4
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A partir de un rectangulo ABCD, extendiendo el lado AB se marca
con el compas el punto E sobre la recta AB, tal que BE = BC. Con
centro en el punto medio O del segmento AE se traza la
circunferencia de radio AO = OE, que cortara a la recta BC en F. El
cuadrado de lado BF tendra de area (BF)? = BE x AB = BC x AB que
es el area del rectangulo que se tenia al principio.

Y si tenemos un triangulo rectangulo ABC (figura 5) se dibuja un
rectangulo ABCD de area doble. Por el proceso anterior se construye
el cuadrado BFEG de igual area. Entonces el cuadrado BHGI de
diagonal BG y de lado BU tiene la misma area que el triangulo

inicial.
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Con minimas modificaciones se pueden cuadrar triangulos no

rectangulos, poligonos convexos, no convexos y estrellados.

§. La cuadratura de figuras curvilineas

Mas dificil parecia cuadrar figuras curvilineas, con lados curvos. Sin
embargo, e€) matematico y astronomo griego Hipocrates de Quios
(Ca. 4700. 410 a C.) consiguio cuadrar una figura curvilinea
llamada «unula». Se trata, como su nombre sugiere, de una figura
plana limitada por dos arcos circulares, es decir, una inedia luna

(figura 6).
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Figura 6

Hipocrates obtuvo la cuadratura de la linula o espacio sombreado
comprendido entre el circulo de centro O y radio OA = OB y el
circulo de centro H y radio

PA =PB=AB/2

Vemos que el area S de dicha lunula es la misma que la del

cuadrado OPAQ. Por el teorema de Pitagoras tenemos que

(OA)? = (APP + (OPP = 2(AP)?

luego
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L (ln(o,q)2 - l(0;1)2) -

2 ) 2
+ L rary2 = L naary2+ L0ay: =
i riL 2 =
1
—5(04)* = (4P?

Por tanto, la linula de Hipocrates era cuadrable e igual ocurria con
ciertos poligonos inscritos en un circulo. Sin embargo, ¢sera
cuadrable el circulo considerado como limite de poligonos de

infinitos lados?

Retrato de Constantijn Huygens y su* cinco hijos, obra de Adriaen
Hanemann datada en 1640, Christiaan se encuentra arriba, a la

izquierda.
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Retrato al 6leo de Huygens, realizado en 1686 por B. Vaillant.
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Escultura de Simén Stevin por Eugene Simonis
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Galileo Galilei retratado por Justus Sustermans

De la cuadratura del circulo, es decir, de la construccion de un
cuadrado cuya area sea igual que la de un circulo, se ocupo, sin
éxito, el filosofo griego Anaxagoras (500-428 a.C.). La cuadratura de
un circulo con regla y compas es imposible. Si se parte de un
circulo de radio 1 y area x, la cuadratura del circulo es equivalente a
construir un cuadrado de area 1t o un rectangulo de lados 1 y 1.

Dicha cuadratura equivale, por tanto, a que el numero 1 sea
construible. Pero por el teorema de Lindemann (1882) m es
trascendente, no es algebraico y por el teorema de Wantzel no es
construible, por lo que la cuadratura del circulo es imposible con

regla y compas.
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Eso no significa que no sea cuadrable por otros meétodos. A
comienzos del siglo XX, N. G. Tschebatorew y A. W. Dorodnow
demostraron que solo hay cinco lunulas que se pueden cuadrar,
luego la cuadratura de figuras curvilineas es una excepcion. Mas en
general, el problema de las cuadraturas consiste en encontrar el
area limitada por cierta curva y una recta —normalmente un eje—
0, cuando la curva envuelve por completo un punto como en el caso
de las espirales, el area delimitada por la curva y ese punto.

Para hallar una cuadratura, los griegos trataban de encontrar la
razon entre el area de la figura objetivo y el de otra figura
previamente conocida. En su obra Sobre la cuadratura de la
parabola, el cientifico y matematico griego Arquimedes (ca. 287 a.C.-
212 aC.) encontro la razon entre un segmento de parabola y un
triangulo inscrito. Para calcular la cuadratura de la espiral utilizo
resultados equivalentes a las formulas de sumas de enteros y de sus

cuadrados:

; nn+1)
1+2+43+4n=——"—

sBy 9By gy pllnes n(n+ 1)6(2n+ 1)

Con esas formulas, Arquimedes obtuvo resultados que expresados

actualmente quedarian como:
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a2
d " = —
xXax 2

o\ﬁ

& 3
a
2d = —
fx X 3
0

y que hoy estableceriamos mediante limites:

i 1+24+3+--4+n 1
im = —
n—oco 7‘12 2

L 1242243244102 1
lim 3 = —
n—oco n 3

Las soluciones de Fermat y Grégoire de Saint-Vicent
El matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665) desarrollo el
siguiente método para calcular el area encerrada bajo una curva Se

considera la curva y = x* y se

supone que se quiere calcular el  Figura 7
area comprendida bajo la curva
entre los valores x = 0y x = a.
Fermat, subdividia el intervalo

[0,a] en una cantidad infinita de

subintervalos tomandolos puntos

de abscisas a, aFE, aFE?, akES...

\
e
a

0
donde E es un numero menor que

1; en estos puntos consideraba las ordenadas de los
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correspondientes puntos de la curva, aproximando el area bajo la
curva por medio de rectangulos circunscritos (figura 7).

Las areas de los sucesivos rectangulos, empezando por el mayor,
correspondiente al punto x = a, vienen dadas en términos de la

progresion geomeétrica:

a*(a —aE) a“E™(aE —aE?) a"E*"(aE?—aE?)

La suma de estos infinitos términos es:

an+1(1_ E)
l S En+1
(o)
an+1

1+ E+E>k--E"
Segun E tiende a 1, es decir, segun se van haciendo los rectangulos
cada vez mas estrechos, la suma de las areas de estos rectangulos
va aproximandose mas y mas al area bajo la curva, expresado en

notacion actual

an+1

n+1

xtdx =

o'\xﬁ

Sin embargo, este método fallaba para n = -1.
El matematico jesuita Grégoire de Saint-Vicent (1584-1667), nacido

en el Flandes espanol, publico Opus geometricum quadraturae circuli
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et sectionum coni, donde demostraba que el area bajo una hipérbola
rectangular zy = k sobre el intervalo [a,b] coincide con el del

intervalo [c,d] si
a/b=—c/d

Es decir, si los intervalos van creciendo en progresion geométrica y
si en dichos puntos levantamos las ordenadas correspondientes a la
hipérbola, entonces las areas bajo la curva entre cada dos
ordenadas sucesivas son iguales. O de otro modo, si la abscisa crece
geomeétricamente entonces el area bajo la curva lo hace
aritméticamente. Fue un companero de congregacion, el también
jesuita flamenco Alfonso Antonio de Sarasa, el que establecio la

relacion:

b
f x ldx=Ina—1Inb

§. Las soluciones de Huygens

En 1651 Christiaan Huygens publico Exestasis cyclormetriae dentro
de Theoremata de quadratura hiperboles, ellipsis et circuli, donde
mostraba la imposibilidad de cuadrar el circulo de la manera que
Grégoire de Saint-Vicent habia propuesto.

En Theoremata de quadratura hiperboles, ellipsis et circuli, Huygens
extendio la cuadratura de la parabola al circulo, a la elipse y a la

hipérbola, y efectué las demostraciones siguiendo el «método de
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exhaucion» propio de Arquimedes. Este método consistia
primeramente en acotar el area buscada entre dos sumas: la suma
del area de los rectangulos circunscritos al area real bajo la curva y
la de los rectangulos inscritos a dicha area. El area verdadera
estaba entre esas dos sumas. En segunda instancia el método
consistia en proponer un area y demostrar, por una doble reduccion
al absurdo, que dicha area era la Ginica que podia estar entre ambas
sumas. La publicacion del Theoremata de quadratura hiperboles,
ellipsis et circuli descubri6 a Huygens como gran matematico, toda
vez que habia sido capaz de resolver problemas de cuadraturas
planteados desde la Antigiiedad.

Christiaan Huygens también se ocupo en esta época del problema
de trazar normales a la cisoide y a la concoide, lo que le permitio
calcular el punto de inflexion de la concoide, resultado que
publicaria en 1654, en Illustrium quorundam problematum
constructiones como un apéndice dentro de la obra De circuli
magnitudine inventa, donde introdujo el analisis algebraico a
problemas que Arquimedes habia resuelto Unicamente con
geometria. Igualmente, Huygens realizo calculos de centros de
gravedad y estudio la relacion entre la longitud de un arco de
circulo, su cuerda, el radio y la distancia del centro del circulo al
centro de gravedad de un segmento.

En 1621 Willebrord Snell (1580-1626), descubridor de las leyes de
reflexion y refraccion de la luz, y 1654 Christiaan Huygens, en De

circuli magnitudine inventa, obtuvieron diversas formulas para
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calcular i, o dicho de otra manera, para rectificar la mitad de la
longitud de una circunferencia de radio 1.

Arquimedes, hacia el ano 225 a.C., habia aproximado rm mediante el
método de exhaucion, circunscribiendo o inscribiendo en ella

poligonos de n lados a través de
Pn/2 < 11 <Pn/2

donde llamo6 pn y Pn a los perimetros de los poligonos de «lados
inscritos y circunscritos, respectivamente, al circulo. Tomando n =
0, 12, 24, 48 y 96, obtuvo como aproximacion de 1t para el caso del

poligono de 96 lados los valores de
3.14084507...=3 +10/7: << 3 +1/7 = 3.14285714...

Este resultado se puede expresar por trigonometria de una manera

sencilla como:

e n(on (5)) =96 sn(25) < <96 () = (n () =

Snell y Huygens se dieron cuenta que el perimetro de los poligonos
inscritos de n lados aproximaba 1t el doble de rapido que el
perimetro de los que circunscribian la circunferencia. La propiedad
anterior y otras muchas relacionadas con la circunferencia fueron

probadas por Christiaan Huygens en De circuli magnitudine inventa,

39 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

donde obtuvo férmulas para estimar a través de combinaciones
convexas de senos y tangentes, que en notacion actual se podria

expresar Como:

sen 2x
)<n< n| tanx + 2

—tanx
3

tanx —senx
3

n (sen X<t

a partir de los conocidos desarrollos de las series del

" X3 % XS
senx =x——+o0
tanx = x + - + i +
anx =x+—+ -2
y donde hemos llamado
x=n/n

El matematico aleman Ludolph van Ceulen (1540-1610), emigrado a
Holanda por motivos religiosos y maestro de Snell, fue capaz de dar
correctamente las 35 primeras cifras decimales de 1t utilizando
poligonos inscritos y circunscritos de 262 lados. A Huygens le
bastaron poligonos de 230 lados para conseguir et mismo resultado.

En 1657, Christiaan Huygens escribio a Van Schooten

comunicandole que habia obtenido dos resultados relacionados con
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la parabola. Con el primero habia conseguido reducir el area de un
paraboloide a la de un circulo y con el segundo habia determinado
la longitud del arco de una parabola relacionandola con el area bajo
una hipérbola equilatera. Este ultimo resultado era muy
interesante, ya que se habia conseguido un método para rectificar
curvas, es decir, comparar la longitud de un arco curvado con un
segmento recto, consistente en reducirlo a la cuadratura de una
curva asociada, es decir, reducirlo a calcular el area bajo una curva
asociada.

Van Schooten comentéo a Huygens que otro discipulo suyo en
Leiden, el también matematico neerlandés Hendrik van Heuraet
(1633-ca. 1660), habia hecho un descubrimiento similar. Habia
demostrado que la rectificacion de la parabola ay = x? se reducia a
la cuadratura de la hipérbola z2 = 4x2 + a2. Se entablo entonces un
intercambio epistolar entre Van Heuraet y Huygens reclamando
cada uno la autoria del descubrimiento. Muchos anos mas tarde,
Huygens reconociéo que ambos habian llegado al mismo resultado

independientemente.

8. La cuadratura de la cisoide

El 14 de marzo de 1658, el matematico valon René Francois Walther
de Sluze (1622-1685), canonigo y miembro del consejo privado del
obispo de Lieja, escribio a Huygens interesandose por la posibilidad
de conseguir la cuadratura de la cisoide. La ecuacion cartesiana de

la cisoide es
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Tiene un vértice en el origen de coordenadas y una asintota vertical
en

Figura 8 x=a/2

e Del vértice parten dos ramas de la curva que
se aproximan a la asintota cada una por su
lado.

El término «cisoide» proviene del griego y
significa «hiedra». La cisoide de Diocles
(figura 8), que toma su nombre de un
matematico griego del siglo II a.C., se genera

por un veértice de una parabola rodando

sobre otra parabola igual Huygens y Sluze
se encontraban en condiciones de alcanzar la cuadratura de la
cisoide, ya que ambos hablan leido los trabajos de los matematicos
italianos Cavalieri y Torricelli, discipulos de Galileo, y conocian sus
técnicas. En concreto, Sluze los habia estudiado durante su
estancia en Roma, cerca del papa Inocencio X, haciendo labores de
traductor de las lenguas griega, arabe, hebrea y siria.

De Bonaventura Cavalieri'(1598-1647) conocian el concepto de los
indivisibles mediante los cuales este habia sido capaz de calcular,
para los primeros numeros naturales n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 9, la

integral
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a
an+1
fx"dx = _
n+1
0

Cavalieri consideraba que un area estaba formada por un numero
indefinido de lineas paralelas o indivisibles que, al sumarlas, omnes
linae, daban las cuadraturas, y lo mismo ocurria con los volumenes,
compuestos por infinitas areas, planos paralelos, indivisibles.
Cavalieri utilizo los indivisibles como elemento infinitesimal, igual
que Democrito fijaba los atomos como los ultimos elementos que
constituian la materia

El fisico y matematico italiano Evangelista Torricelli (1608-1647)
perfeccionaria el método de los indivisibles calculando cuadraturas
de cicloides.

El objetivo principal de Huygens y Sluze era conseguir la cuadratura
del circulo a través de figuras relacionadas con €l, como la cisoide, y
de esa manera comprobar que era posible cuadrar curvas de
longitud infinita. Un objetivo secundario era calcular el volumen del
solido de revolucion que resultaba de girar la cisoide alrededor del
eje vertical x = 0, considerando Unicamente la parte superior de la
curva (y > 0), lo que genera un cuerpo en forma de copa o vaso
alargado. En marzo de 1658, Sluze demostré que el volumen de
revolucion de la cisoide era infinito. Sin embargo, el 28 de mayo de
1658 Huygens remitio una carta a Sluze, con la cuadratura finita de
la cisoide. Sorprendentemente, al unir ambos resultados, obtuvieron

un cuerpo de revolucion con forma de vaso o copa que podia
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contener un volumen infinito, con sus paredes infinitamente altas,
pero hecho con una cantidad de material finita.
«Un vaso de beber que tuviera un pequeno peso, pero que ni
siquiera el mayor bebedor del mundo pudiera vaciar.»

René de Sluze, carta a Christiaan Huygens, marzo de 1658.

En 16359, Sluze publico Mesolabum, donde demostro que se podian
construir raices de cualquier ecuacion de tercer o cuarto grado
intersecando una conica con una circunferencia. En la
correspondencia que mantuvo con Huygens y el filosofo y
matematico francés Blaise Pascal (1623-1662) estudio las curvas
dadas por las ecuaciones y™ = kx* (a - x)» para a, b, my n enteros
positivos y que Pascal bautizé como «perlas de Sluze», ya que se

creia que tendrian forma de perla, al igual que la

\ Figura 9
grafica particular de y = X2 (a - x). Curiosamente, \’-,\
estas curvas no tienen forma de perla en todo el X\ —~
dominio, sino solo en el eje de abscisas positivo. \ / \
Sluze pensaba que la grafica era simétrica : ‘1
respecto del eje OX pero fue Huygens quien ," \ /.-"'f

calcul6 sus maximos, minimos y puntos de
inflexion, con lo que consiguid representarla
correctamente, tanto para coordenadas positivas

como negativas (figura 9).

Figuras imposibles; la trompeta de Torricelli

Un resultado similar al del vaso de Sluze es la «trompeta de
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Torricelli», una figura geométrica que tiene una superficie
infinita pero un volumen finito, evangelista Torricelli la
descubrio en 1641, provocando una gran controversia sobre
la naturaleza del infinito. Se genera utilizando la grafica de
una hipérbola
y=1/x

con x > 1 y rotandola alrededor del eje horizontal de abscisas.
Para calcular ese volumen, Torricelli utilizo6 técnicas

geomeétricas, pero en notacion actual:
a a 5 Qa
1 dx 1
V=] nf(x)idx = n(—) dx =1 —2=n(1——)
X X a
1 1 1
Cuando a tiende a infinito el volumen de la trompeta es

finito, concretamente . En cambio, la superficie es infinita

cuando a tiende a infinito:

a a

1 adx
5= f 2nf(x)dx = f Zﬂ(;) dx = 2”]7 =2n(lna—1In1)
1

1 1
luego se necesitaria una cantidad infinita de pintura para
pintar su interior, pero al mismo tiempo seria posible llenar
ese espacio con algunos litros de pintura. La solucion a la
paradoja  es que la
trompeta es un objeto
matematico que no puede

construirse en la realidad. | __ = —3

Al hacerse infinitamente y=}

estrecha, llegaria un
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momento en que su diametro seria mas pequeno que el
diametro de la molécula de pintura, por lo que una gota de
pintura cubriria el resto de la trompeta, aunque fuese
infinita. Asi una superficie infinita no requeriria una

cantidad de pintura infinita.

A pesar del interés que suscito la cisoide o perla de Sluze, la curva

protagonista que encumbré a Huygens estaba por venir.

8. La cuadratura de la cicloide

René Descartes distinguia entre curvas matematicas y curvas
mecanicas. Las primeras pueden ser definidas mediante una
ecuacion algebraica indeterminada de dos incognitas, mientras que
las segundas requieren para su definicion longitudes de arco de
otras curvas. Segun Descartes, las unicas que deben ser objeto de
estudio por las matematicas son las de la primera clase, pero no las
mecanicas. Ejemplos de curvas matematicas son la parabola y la
elipse, pero la cicloide es una curva de naturaleza distinta, es
mecanica.

El estudio de las propiedades matematicas de la cicloide consagro a
Christiaan Huygens. Segun este, la cicloide es la curva por la que
cualquier cuerpo que cae, por ejemplo la lenteja de un péndulo,
tarda el mismo tiempo en descender al punto mas bajo
independientemente del planto de partida («tautocroniar); y la
duracion de los movimientos de un péndulo que sigue dicho camino

es la misma («isocronar), Huygens aplico estas propiedades teodricas
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de la cicloide a la construccion de relojes de péndulo precisos, en
especial a relojes de péndulo marinos, para calcular la posicion de

un barco en alta mar.

4 Figura 10

‘o

—~——

PR TeRl ek

-e ey

Generalmente, se define la cicloide como una Ilinea plana
engendrada por un punto fijo sobre una circunferencia cuando esta
rueda sin deslizar sobre una recta Su nombre proviene del griego y
significa «casi un circulo». El grafico de la cicloide surge como
superposicion de dos movimientos: uno que corresponde a la
rotacion de la circunferencia alrededor de su centro, con velocidad
angular uniforme, y otro de desplazamiento lineal hada la derecha

con velocidad uniforme (figura 10).
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Para obtener las ecuaciones paramétricas de la cicloide basta con
tener en cuenta que la distancia OB = arco(PB), siendo P(x,y) un
punto cualquiera de la cicloide, R = DB, el radio de la

circunferencia, y a el angulo en el centro:

x=0A=0B—AB = arco(PB)—PDsena =Ra —Rsena = R(a —sen a)

y=PA=DB—-DC=DB—-PDcosa=R—Rcosa=R(1—cosa)

de este modo, las ecuaciones parameétricas de la cicloide quedan

como

x = R(a —sena)

y =R(1—cosa)

Si pensamos en el punto de contacto de una circunferencia de radio
1 con la recta en el instante inicial del comienzo del rodamiento
(figura 11), este punto A = (0,0) describe un arco que vuelve a tocar
de nuevo el eje horizontal de abscisas sobre el que se produce el

rodamiento en el punto E(O, 2m).
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Figura 11

En 1628, Marin Mersenne propuso a Gilles de Roberval (1602-
1675), matematico francés incorporado recientemente a su circulo
de debate cientifico, calcular el area de la cicloide. Este lo resolvio

en 1638 de la siguiente manera (figura 12).

s R
Figura 12,

Supongamos que la circunferencia AHBF, de diametro d, gira sobre
la recta (D) y que tras media vuelta el diametro AB de la
circunferencia generatriz se encuentra en DC. El segmento AC debe
ser igual a la semicircunferencia AFB, y AFD sera la cicloide descrita
por el punto A. Si P es un punto cualquiera de la cicloide y Q un
punto tal que PQ = EF = HE, entonces Q describira una sinusoide

AQD. Roberval demostré que esta curva divide el rectangulo ABCD
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en dos partes iguales, pues a todo segmento EQ de la parte AQDB
corresponde un segmento igual AS de la parte ACDQ, y si ambas
superficies son iguales deben tener areas iguales, segun el principio
de Cavalieri. Ahora bien, el rectangulo ABCD tiene una base AC
igual a la semicircunferencia AFH y una altura Igual al diametro d

de la circunferencia generatriz, luego su area, base por altura, es
nd?/2 = 2n(d/2)>?

o sea, el doble del area del circulo generador, y el area AQDC es
pues la del circulo generador. Por lo tanto, el area APDC bajo el
semiarco, al ser la suma de esta ultima area AQDCy del area APDQ,
que es por construccion la del semicirculo generador, vale 1,5 veces
la del circulo generador. Luego el area barrida por la cicloide desde
(0, 2mtr) es tres veces el area del circulo que lo genera.

Utilizando el calculo infinitesimal, el area acotada por un arco
Yy = f{x) de la cicloide en el intervalo (0, 2m) viene dado, en notacion

actual, por la integral:

2mR 2

A= f f(x)dx = f R(1—cosa)R(1—cosa)da =

0
2 2w

=R2](1—cosa/)zdcz/:sz(1—2cosa+cos2 a)da =
0 0

2

1—cosa
= R? 2n2(0)+dea = 31R?

0
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La cuadratura del circulo es imposible con regla y compas, pero eso
no significa que no sea cuadrable por otros métodos, como, por
ejemplo, el método de la cicloide. Si hacemos rodar un circulo de
radio 1 sobre wuna recta una vuelta completa, habremos
representado 2m y por particion tendriamos un segmento de
longitud 1, lo que no significa que nt sea construible con regla y
compas. Construyendo wuna semicircunferencia de diametro
AC=AB+ 1 y trazando por B la recta perpendicular a la recta fija

(figura 13), se obtiene el punto de interseccion D.

Figura 13

Podemos trazar un triangulo rectangulo ADC y por el teorema de la
altura sabemos que la altura BD relativa a la hipotenusa es la media
geomeétrica entre las proyecciones ortogonales de los catetos sobre la
hipotenusa, es decir, (BD)?=ABxBC. Como la longitud de ABesny la

de BC es 1, podemos construir un cuadrado de area igual a la del
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circulo inicial, es decir, hemos cuadrado el circulo empleando la

cicloide, no mediante la utilizacion de regla y compas.

§. La tangente de la cicloide

En 1638, Roberval descubrio simultaneamente a Fermat y
Descartes como calcular la tangente en un punto cualquiera a una
curva. Roberval era reacio a publicar sus resultados, debido a las
condiciones que imponia la catedra Ramus del College Royal que
ocupaba desde 1634. El puesto se sacaba a concurso cada tres anos
y el ocupante proponia las cuestiones a resolver. Si habia algun
candidato que resolvia las cuestiones, este pasaba a ocupar la
catedra de Roberval. Al no publicar sus resultados ni desvelar sus
formas de resolucion, Roberval consiguio mantenerse en la catedra
durante cuarenta anos.

El inconveniente de esta estrategia es que Roberval se vio envuelto
en varias disputas de prioridad. Asi ocurrio con Evangelista
Torricelli, que envio los resultados de la cuadratura de la cicloide a
Mersenne en 1643 y los publico en 1644 en la obra De parabole, lo

que llevo a Roberval a acusarlo de plagio.

El método mecanico de calculo de tangentes en la
parabola y la elipse
Roberval y Torricelli utilizaron con profusion el meétodo
mecanico de calculo de tangentes. Asi, un punto de una
parabola esta dotado de dos movimientos, uno que lo aleja

del foco y otro de la misma medida que lo aleja de la
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directriz.

El paralelogramo de velocidades determina la velocidad
resultante y la tangente a la parabola en un punto P tiene la
direccion de la bisectriz del angulo que forma el radio focal
en P con la perpendicular desde el punto de la directriz

(figura 1).

Y un punto de una elipse se considera generado por un
movimiento que lo aleja de un foco en la misma medida que
lo acerca al otro y por tanto la tangente en P es la bisectriz
del angulo que forman dos vectores de igual magnitud en las
direcciones de los radios vectores u, v. Sin embargo, este
método, valido para el caso de la cicloide, la parabola y la

elipse, no se puede generalizar a otras curvas (figura 2).
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iy
3 Figura 2

- X

Lo cierto es que Roberval y Torricelli desarrollaron entre 1630 y
1640 un método para el trazado de tangentes, basado en
argumentos cinematicos Roberval utilizo el concepto de movimiento
instantaneo y se baso en tres principios basicos;

1. Tomar una curva como la trayectoria de un punto movil

2. Considerar la tangente en un punto de la curva como la direccion
del movimiento instantaneo en ese punto movil

3. Si el movimiento del punto que describe la curva es una
combinacion de movimientos simples, la linea instantanea del
movimiento o direccion de la tangente puede hallarse por

composicion de movimientos, mediante la ley del paralelogramo.
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Figura 14

T A A e L

Para e! caso particular de la cicloide, Gilles de Roberval supuso que
un punto P de la misma estaba sujeto a dos movimientos (figura
14):

1. Un movimiento rectilineo uniforme de direccion PH, paralela a la
base AN.

2. Un movimiento de rotacion uniforme alrededor de la
circunferencia generatriz, cuya direccion PK es la de la tangente a

esta en P.

La razon entre ambas velocidades es la razon entre AN y la
semicircunferencia NLV, es decir, igual a 1, de modo que los
segmentos PH y PK son iguales en longitud. De la igualdad de
velocidades, el paralelogramo de la ley es, en este caso, un rombo,
dedujo que la direccion del movimiento resultante, y por tanto de la
tangente en P, es la bisectriz del angulo que forman los segmentos
PHy PK. También demostro que la tangente a la cicloide es la recta
que pasa por P paralela a LV, siendo NLV el circulo central

generado. Esta propiedad que caracteriza a la cicloide seria utilizada
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mas tarde por Huygens en su Horologium oscillatorium, de 1673,
para demostrar que la curva cicloide es aquella por la que cualquier
cuerpo que caiga tarda el mismo tiempo en descender al punto mas
bajo independientemente del punto de partida, y poder construir su
reloj de péndulo.

En De parabole, Torricelli proporcioné veintiuna demostraciones
distintas de la cuadratura de la parabola, pero su resultado mas
interesante fue darse cuenta del caracter inverso de los problemas
de cuadratura y tangentes. Fue capaz de pasar de una ecuacion
donde se daba la distancia recorrida por un movil en funcion del
tiempo a otra donde se obtenia la velocidad en funcion del tiempo y
a la inversa.

La rectificacion de curvas, es decir, la determinacion de su arco, se
retrasd respecto a la demostracion de la cuadratura, es decir, el
calculo del area bajo la curva. La primera curva rectificada fue la
espiral logaritmica por Torricelli en 1640. La cicloide fue rectificada
por Roberval en 1659. Algunos matematicos se dieron cuenta de
que la rectificacion de la curva y = f(x) se correspondia con la

cuadratura de la curva

y=v1+f(x)?

de esta manera se vinculaban la diferenciacion y la integracion, las

tangentes y la cuadratura.

§. El método de Huygens para calcular maximos y minimos
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En 1652, Huygens, que habia comenzado a estudiar problemas
relacionados con las ecuaciones de tercer y cuarto grado, intento
simplificar el método de Pierre de Fermat del calculo de maximos y
minimos. Este ultimo consideraba que los valores de f(x)y f(x+E), si
bien no son iguales, se podian considerar casi iguales en los puntos
extremos, siendo E una cantidad menor que 1. Veamoslo con un
ejemplo. Dado un segmento AB de longitud L, hallar el punto P de
dicho segmento que lo divida en otros dos, de manera que el
producto de sus longitudes sea maximo. Si llamamos x a la longitud
del segmento AP, se trata de hacer maximo el producto x(L - x). Para

resolverlo se forma la pseudoigualdad o adigualdad:

(x + E)[L-(x + E)] = x(L - x),

donde se puede suponer que la ecuacion tiene dos raices E y x.

Operando tenemos:

xL -x2 -xE + EL -Ex - E?2 = xL -x2

obtenemos

EL -2xE - E?=0 — EL = 2xE + E?

dividiendo por E:

L=2x+ E.
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Ignorando el término en E se obtiene la solucion x = L/2, luego el
punto buscado P es el punto medio del segmento. En resumen, para
hallar el maximo hay que igualar las dos raices, dividir entonces por
Ey hacer E = 0.

Huygens intentoé simplificar el método de Fermat. En términos
actuales su meétodo consistia en dado un polinomio f{x) y sea f{xo) un
maximo. Sea a < f(xo), la ecuacion f(x) = O tendra dos raices que se
haran iguales cuando a = f(xo). Para determinar ese extremo xo
debemos simplemente comparar los dos miembros de la siguiente

ecuacion e identificar coeficientes de ambos miembros:
J0) - flxo) = (32 + 2xx0 +x07) p1(X),
donde pi(x) es un polinomio de coeficientes indeterminados.
Veamoslo con un ejemplo, calculando los maximos y minimos de la
funcion
flx) = 2x3-3x% -36x
Segun Huygens, habra que igualar

2x3 -3x2 - 36x - (2x0% - 3x02% - 36x0) = 2(x2 - 2xx0 + X02%)(x - @)

Operando resultara
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2x3 - 3x2 -36x - (2x0% - 3x0? - 36x0) =

= 2x3 + (-4x0-2a)x2 + (2x02% + 4x0a)x - 2x0%a

identificando coeficientes:

4x0 +2a =3
2x0% + 4xoa = -36

2x03 - 3x02 - 36x0 = 2x0%a

eliminando entre las dos primeras ecuaciones el parametro a, se

obtiene:

X0 - X0 -6=0

que tiene por raices -2 y 3, que verifican la tercera ecuacion y que se
corresponden con los extremos buscados.

Sin embargo, Huygens se dio cuenta de que este método era mas
complicado que el dado por Fermat. No obstante, era ya uno de los
matematicos punteros en Europa, capaz de aportar soluciones
novedosas a los problemas tratados por Fermat o Pascal, como
sucederia pronto con el calculo de probabilidades.

Por lo demas, Huygens continuaba en esta €época con su labor de
fisico y astronomo. En 1652 estudio las leyes de los choques de los
cuerpos en la obra De motu corporum ex percussione. En 1653,

completd su Tractatus de refractione et telescopiis, donde expuso sus
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progresos en los estudios de optica y, en 1654, continuo6 centrando
su atencion en la construccion de telescopios y en mejorar el afilado
de lentes para los mismos.

En marzo de 1655, Huygens monto su primer telescopio que media
cuatro metros de largo y proporcionaba cuarenta y tres aumentos, y
con el que consiguid descubrir la primera luna de Saturno, a la que
posteriormente el matematico y astronomo inglés John Herschel
(1792-1871) bautizara como Titan. El 25 de marzo esbozo el primer

boceto de Saturno con sus anillos que se conserva.
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Capitulo 2
El primer tratado de probabilidad de la historia
El primer tratado de probabilidad de la historia es el De
ratiociniis in ludo aleae, escrito por Christiaan Huygens en
1656. En este texto, el cientifico neerlandés propuso el
concepto de la «esperanza matemadticar y se planted
problemas de calculo de probabilidad como el de los puntos,
el de los dados o el de la ruina del jugador, entre otros, que
cautivaron durante mas de cincuenta anos a los principales

matemadticos de Europa.

En 1655 Huygens viajo por primera vez a Francia para recibir en la
universidad protestante de Angers el doctorado en Derecho Civil y
Canonico, que su padre habia comprado previamente. Entre julio y
mediados de noviembre de ese ano visité Paris, acompanado de su
hermano Lodewijk y de su cunado Doublet, e informo6 a los sabios
franceses de sus descubrimientos astronomicos, en particular de
Titan, el mayor satélite de Saturno. La visita le permitio codearse
con los principales hombres de ciencia franceses en el circulo
intelectual parisino, pero no pudo ver a Pascal, que estaba retirado
en el monasterio de Port-Royal, ni al matematico Pierre de Carcavi
(1600-1684), aunque casi con total seguridad, a través de un amigo
de este, el también matematico francés Claude Mylon (1618-1660),
conocio6 los problemas relacionados con el calculo de probabilidades

que se trataban en esos ambientes.
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En esas fechas, los intelectuales parisinos, como el filésofo y
astronomo Pierre Gassendi (1592-1655), el matematico Bernard
Frénicle de Bessy (ca. 1604-ca. 1674) y el anatomista Nicolas Steno
(1638-1686), se reunian en la casa de un amante de la ciencia,
Habert de Montmor, situada en la calle Vieille du Temple. Huygens
entraria a formar parte de este circulo que después pasaria a
reunirse en la celda del padre Mersenne.

De vuelta a su pais, en 1656 publico sus descubrimientos de los
anillos de Saturno en su obra De Saturni luna observatio nova y
comenzo a escribir un tratado de probabilidad que llevaria por titulo
De ratiociniis in ludo aleae (Del razonamiento en los juegos de azar).
Huygens y Frans van Schooten, su profesor de Leiden, acordaron
que la obra del primero completaria los cinco volumenes de los que
constaba Exercitationes mathematicae libri quinque de su maestro, y
que la primera edicion seria en latin —el idioma de la ciencia en el

siglo XVII, para publicarlo posteriormente en lengua vernacula.

Frans van Schooten, la importancia de un buen maestro
Frans van Schooten (1615-1660) cre6 en Leiden una
auténtica escuela con alumnos tan notables como Christiaan
Huygens, Henrik van Heuraet, Johannes Hudde o Johan de
Witt, con los que mantuvo un estrecho contacto. De hecho,
todos ellos le darian consejo antes de publicar cualquier
resultado. Nacido en Leiden, Van Schooten estudio

matematicas con su padre, que ocupaba la catedra de esta

materia en la Escuela de Ingenieria, antes de ingresar en la
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universidad de su ciudad natal en 1631, donde se gradud
cuatro anos después. Van Schooten se familiarizo con las
matematicas griegas de
Arquimedes, Apolonio o
Pappus de Alejandria, y los
trabajos mas recientes del
matematico e Ingeniero
neerlandés Simon  Stevin.
Cuando el filosofo, fisico y
matematico franceés René
Descartes visito Leiden en

1637, le pidio que le ayudara a

ilustrar La geometria, lo que fe
permitio conocer esta obra antes de su publicacion. A Van
Schooten, que habia heredado el talento artistico de su tio
maestro de Rembrandt, se debe uno de los pocos retratos de
Descartes. Para conocer los trabajos de los algebristas
franceses Francois Viéte y Pierre de Fermat en 1641 viajo a
Francia donde se encontr6 también con et sacerdote,
matematico y filésofo francés Marin Mersenne. En 1646, de
vuelta a su ciudad, sustituyo a su padre en la catedra de la
Escuela de Ingenieria y edit6 las obras de Viéte. En 1649 Van
Schooten publico la version latina de La geometria de
Descartes, que contenia apéndices de sus discipulos Hudde,
Heuraet y De Witt relacionados con el tema. En el libro V de

su  Exercitationes mathematicae, titulado Secciones

63 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

miscellanea triginta, que desarrollaba técnicas combinatorias,

figuraba el De raciocinus in ludo aleae de Christiaan

Huygens.

El 6 de mayo de 1656, a peticion de Van Schooten, Huygens envio a
su profesor una version latina de su obra pero con frases todavia en
holandés. Fue en esta version donde Huygens anadio la palabra
expectatio que después se tradujo por la palabra «esperanzan.
Huygens también inici6 una numerosa correspondencia epistolar
con los matematicos parisinos. El 20 de mayo envidé su manuscrito
a Pierre de Carcavi con la esperanza de que lo hiciera llegar a Pascal
o al jurista y matematico Pierre de Fermat, para que le dieran su
parecer. Finalmente, el 22 de junio, Carcavi le hizo llegar unas
cuestiones planteadas y resueltas por Fermat que Huygens resolvia
a través de la esperanza matematica. Este, por su parte, le pidio
informacion sobre el problema que después se llamaria de la «ruina
del jugador», planteado por Pascal a Fermat, y le insistio en la
necesidad de saber si sus métodos coincidian con los de Pascal y
Fermat.

Por fin, el 28 de septiembre, Carcavi informo6 a Huygens de que
Pascal utilizaba el mismo método que él. La respuesta habia
tardado cuatro meses en llegar pero resultaba muy satisfactoria.
Pascal le envi6 otro problema para anadir al manuscrito que estaba
preparando y, Fermat, dos problemas mas. Por ultimo, el 8 de
diciembre, Huygens inform6 a Mylon de que le habia enviado a

Carcavi la solucion del problema de la «ruina del jugador.
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Finalmente, en septiembre de 1657, su maestro Van Schooten le
confirmé que el escrito se editaria primero en latin bajo el titulo De
ratiotiniis in ludo aleae y, en 1660, en holandés, con el titulo de Van

Rekeningh in Spelan van Geluk.

§. El concepto de esperanza matematica
El tratado De ratiociniis in ludo aleae esta formado por cuatro
partes, cada una relacionada con un tipo de problema. Huygens
comienza demostrando tres proposiciones o premisas sobre las que
basar la resolucion de las demas proposiciones. Las tres primeras
constituyen los fundamentos teoricos acerca de como aplicar el
algebra a los juegos de azar, que ayudaron a Huygens a resolver las
once proposiciones posteriores a modo de ejercicios practicos.
«Me resultara muy agradable incorporar a mi trabajo lo que
habéis inventado sobre juegos de azar y los posteriores
anadidos, redactados por vos tanto en latin como en lengua
verndcula, pues todo lo que sume a mis obras servira para
perfeccionarlas.»

Frans von Schooten, carta a Huygens, 13 de julio de 1656.

Estas tres proposiciones consagran el concepto de esperanza
matematica, que para Huygens necesitaba demostracion. El valor
del juego, o la esperanza de un jugador, se define como la apuesta
por participante en una loteria o sorteo equivalente, donde hay una

serie de jugadores que tienen una serie de papeletas. Con estas
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proposiciones Huygens efectuo valoraciones del juego a través de la

esperanza matematica.

§. Con dos jugadores
La proposicion I reza de la siguiente manera: Tener oportunidades

iguales de conseguir a o b me vale

(a+ b)/2

Podria traducirse como: Si un jugador puede conseguir dos premios
a y b con la misma probabilidad, la cantidad media que espera

conseguir es de

(a+ b)/2

Esta cantidad coincide con la que deberia pagar por poder participar
en ese juego.

Huygens necesitaba saber la expectatio («esperanza»), o sea, el valor
de cualquier juego en particular. Pensaba que en una loteria justa
esta claro que cada apostante paga el mismo precio por cualquier
papeleta. Mas aun, si el premio es z entonces cada una de las n
papeletas deberia costar z/n. Si las papeletas cuestan mas, el dueno
de la loteria obtendria ganancias sin riesgo. Si las papeletas cuestan
menos, los apostadores podrian formar una asociacion que

obtendria ganancias sin riesgo.
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Hay dos maneras de que un juego o loteria no sea justo. Bien
porque los premios no sean iguales o bien porque las papeletas no
puedan ser extraidas con la misma «facilidad». Huygens hace una
valoracion del juego con dos posibles resultados para un unico
jugador en términos de equiprobabilidad de aparicion de resultados.
La valoracion de este juego es la esperanza, es decir, la probabilidad
multiplicada por el pago o premio.

Si suponemos que los premios no son iguales, la demostracion de
Huygens pasa por llamar x al valor de la posibilidad que tiene el
jugador de conseguir a o b. Este primer jugador puede encontrar un
segundo jugador que también apueste la misma cantidad x, con lo
que el que gane tomara todo lo apostado, 2x, y entregara una
cantidad a de consolacion al que pierda. De esta manera, el ganador
recibira la cantidad b = 2x - a. Luego, el valor inicial del juego, la
apuesta por participar en el juego, la esperanza debe valer x que es

la semisuma de los premios

x=(a+ b)/2

como se queria probar.

Una vez obtenido ese valor, se comprueba que es la solucion de la
ecuacion anterior. Como cada jugador ha puesto la misma cantidad,
el montante total de la apuesta es a + b. Si ahora gano daré a mi
oponente a y me quedaré con b. Si ahora pierdo ganaré a y mi
oponente b. Huygens dio después un ejemplo numeérico con a =5y

b =7 siendo la esperanza o ganancia promedio de 6.
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La solucion que aporté Pascal a esta proposicion fue suponer que
hay una cantidad segura para ambos jugadores, a, si suponemos
que a < b, y lo que se dirime entre los dos es la cantidad sobrante, b
- a, que debe repartirse en partes iguales, con lo que la valoracion

del juego es:

§. Con tres jugadores
La proposicion II dice: Tener oportunidades iguales de conseguir a,

b o ¢ me vale

(a+b+/3

o, dicho de otra manera, la valoracion de un juego (es lo que deberia
pagar un jugador por participar en este juego) con tres posibles

resultados a conseguir con igual probabilidad es

(a+b+¢/3

La proposicion II generaliza la primera ya vista. Aqui Huygens
establecio tres jugadores, es decir, un oponente mas que en la
proposicion anterior, cada uno de los cuales apuesta la misma
cantidad x. El primer jugador acuerda con el segundo que si uno de

los dos gana entregara al otro la cantidad b. Con el tercero acuerda
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que si uno de los dos gana entregara al otro la cantidad c. Asi pues,
el juego planteado es justo, los tres tienen la misma probabilidad de
ganar y los acuerdos a los que han llegado son equitativos. El
primer jugador tiene igual probabilidad de conseguir la cantidad b si
gana el segundo, de conseguir c si gana el tercero o de conseguir 3x
- b - c = asilo hace él; despejando x sale el resultado.

Este resultado se podria extender a cualquier numero de jugadores
con un numero finito de oportunidades iguales, segun Huygens,
pero el valor del juego seguira siendo la media aritmeética de los
premios.

En 1671, el matematico neerlandés Johan de Witt (1625-1672),
discipulo de Frans van Schooten como Huygens, demostro las dos
proposiciones anteriores mediante una solucion menos algebraica.
De Witt trabajo con joyas y sus precios para establecer en ellas una
serie de contratos colectivos equitativos en los que formalizaba una
sociedad para comprar las joyas o bienes objeto del sorteo, y otra
serie de contratos justos o equitativos reciprocos entre particulares,
para medir o calcular la situacion de incertidumbre que se habia
planteado. El objetivo ultimo consistia en llevar estos problemas al

ambito de lo mercantil, donde los contratos suelen ser frecuentes.

§. Con varios jugadores y papeletas
La proposicion III dice asi: Tener p oportunidades iguales de
conseguir a, y q de conseguir b, siendo las oportunidades

equivalentes, me vale

69 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

pa+ qb
p+q

Supongamos ahora que las papeletas tienen distinta posibilidad de
ser extraidas o, lo que es lo mismo, que compramos mas de una
papeleta en una loteria justa. Entonces, supongamos que hay p
posibilidades de ganar a y g de ganar b. Huygens demostro esta
proposicion de la siguiente manera;

El matematico supuso un juego imaginario con cierto numero de
jugadores donde todos apuestan la misma cantidad x. Esos
participantes los dividimos en tres clases: el que hemos llamado
primer jugador, p - 1 jugadores con los que el primer jugador ha
acordado de forma individualizada que si €l gana les entregara la
cantidad a a cada uno de ellos y, si alguno de ellos gana, le
entregara al primer jugador esa misma cantidad, y otros g
participantes con los que el primer jugador acuerda con cada uno
de ellos que si gana les entregara la cantidad by, si alguno de ellos
gana, en justa correspondencia también el primer jugador recibira
b. En resumen, el primer jugador tiene p — 1 oportunidades de
conseguir a, q oportunidades de conseguir b y una oportunidad de
ganar el juego, recibiendo todo el dinero apostado menos lo que
debe entregar a los otros p - 1 y g contrincantes.

En resumen, el primer jugador tiene (p - 1) + 1 = p oportunidades de
conseguir la cantidad a y q oportunidades de conseguir b. Por tanto,
si llamamos x a la oportunidad del primer jugador que queremos

calcular, el total apostado es (p + g)x, menos lo pagado a los p - 1
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jugadores, (p - 1)ay a los restantes g jugadores, gb, y lo igualamos a

la cantidad que recibe el primer jugador, a, obtenemos la ecuacion:

(p+qgx-(p-1lla-gb=a
en la que podemos despejar su oportunidad

pa+ qb
X = ————
p+q

Esta proposicion define la esperanza como una media ponderada.
Como se ha visto, Huygens resolvio el problema introduciendo
tantos jugadores como fueran necesarios para manejar
oportunidades unitarias y poder resolverlo como un juego justo para
todos los participantes.

Luego en todos estos casos, tanto si el juego es justo o no, si se
invita a jugar con un esquema dado de premios que dependen de los
diversos resultados, exigimos un precio justo para aceptar la
apuesta. La esperanza matematica es lo que vale la apuesta. Si se
paga mas de la esperanza se tendera a perder y si se paga menos se
tendera a ganar. Un juego o experimento aleatorio es justo o
equilibrado si su esperanza global es cero) si un juego no es

equilibrado se dice que es un juego con ventajas.

§. El problema de los puntos
Tras la definicion del concepto de esperanza matematica en las tres

primeras proposiciones, Huygens dedico las siguientes nueve del
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tratado al «problema de los puntos», denominado también «de las
partidas inacabadas» o «del reparto», que habia sido abordado por

diversos matematicos de la época.

Planteamientos previos

El problema de los puntos inicialmente habia sido publicado en
1494 por Fray Luca Pacioli (ca. 1445-1517), matematico y
economista italiano, en su obra Summa de arithmetica, geometria,
proportiont el proporcionalita, como un problema aritmético alejado
de un ambiente de azar.

El libro en cuestion esta dedicado a las matematicas financieras y a
la contabilidad. En él, Pacioli enunci6 el problema de puntos de la
siguiente manera:

Un grupo juega a la pelota de modo tal que se necesita un total de
60 puntos para ganar el juego. La apuesta es de 22 ducados. Por
algun incidente no pueden terminar el juego y un bando queda con
50 puntos y, el otro, con 30. Se quiere saber qué participacion de
dinero del premio le corresponde a cada bando.

Pacioli coment6 que como 5 + 3 = 8 se corresponden con lo
apostado, 22 ducados, al que va ganando le corresponde 5/8 de
esos 22 ducados, es decir, (13 + 3/4 ducados) y al segundo bando
3/8 de 22 ducados, es decir (8 +1/4 ducados). Luego Pacioli opta
por dividir la apuesta de acuerdo a los puntos ya anotados por cada
bando en el momento en que el juego se interrumpe. Esta forma de
proceder recibe el nombre de «regla de la compania» y es una de las

reglas mas conocidas de la aritmética comercial. Pero esta solucion
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no es convincente ya que al no haberse acabado el juego el bando

perdedor podria pedir que la apuesta se repartiera por igual.

Pacioli; el comercio y las matematicas
Luca Pacioli (ca. 1445-1517), natural de Burgo de
Sansepolcro, al norte de Perugia, donde estudio con el pintor
Piero della Francesca, se trasladé con veinte anos a Venecia
donde entro al servicio del comerciante Antonio Rompiasi

como profesor de sus tres hijos.

Sumando las dos experiencias, la del comercio y la de las
matematicas, concibié la idea de escribir un tratado de
aritmética comercial. Tras hacer votos como franciscano en

1472 y ensenar matematicas en varias universidades como
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Perugia, Florencia, Napoles, Bolonia y Pisa, en 1494 publico
su Summa de arithmetica, geometria, proportioni et
proporcionalita. Se trata de wuna obra de caracter
enciclopédico, de seiscientas paginas, donde se hace un
repaso al algebra, las reglas de tres con aplicaciones
mercantiles y la geometria de Euclides, e introduce la
llamada contabilidad de doble entrada o contabilidad
veneciana. Estuvo al servicio de grandes mecenas como
Guidobaldo de Montefeitro (duque de Urbino) al que dedico
su Summa. Ludovico Sforza (duque de Milan) y el papa Leon
X. Fruto de su amistad con Leonardo da Vinci fueron los
setenta dibujos que el artista realizo para la edicion de De
divina proportione de Pacioli, dedicada a la divina proporcion

0 seccion aurea, tan importante en arquitectura.

El matematico e ingeniero italiano Niccolo Fontana, Tartaglia (1499-
1557), en su Trattato generale di numeri et misure, editado en
Venecia en 1556, propuso dar al bando que va ganando su apuesta
mas la parte proporcional correspondiente a los puntos ganados, es

decir, como el remanente son 50 - 30 = 20 ducados y

20/60 =1/3;22/3=71/3

El grupo que gana debe recibir 22 + 7 1/3 = 29 1/3 ducados y el
que va perdiendo 22 - 7 1/3 = 14 2/3 ducados.
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Pero contra el argumento de Tartaglia se podria decir que esa
ventaja que sirve para primar al que va ganando podria reducirse e
incluso anularse.

Girolamo Cardano (1501-1576), médico, matematico y astrologo
italiano, cambio la estrategia de Luca Pacioli y Tartaglia para
resolver el problema de los puntos en su obra Practica arithmeticae
generalis (1539). Cardano propuso tener en cuenta el numero de
juegos que le quedan por ganar a cada jugador, en el caso de que el
juego continuara. La formula que dio para el reparto de la apuesta

era.

partedelbandoA 1+2+3+--+(n—q)
partedelbando B 1+2+3+ -+ (n—p)

donde n es el numero de puntos a jugar y p y g son los puntos
ganados por A y B, respectivamente. Esta formula aunque es valida

para el problema de Pacioli no es cierta en general.

§. El problema de los puntos segun Pascal y Fermat

Blaise Pascal llamo6 «método combinatorio» a la forma de resolver el
problema de los puntos enumerando todas las posibles alternativas
propuesta por el matematico francés Pierre de Fermat, frente al
método universal basado en la esperanza matematica. El método
combinatorio consistia en que si el juego esta en la situacion (a, b),
es decir, si al jugador A le faltan a partidas para ganar, y a B le

faltan b partidas, al juego le faltan a + b - 1 partidas que pueden
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aparecer de 2«1 formas diferentes, todas equiprobables. Cada una
de estas formas se puede considerar como un resultado que hace
ganar a A o a B. Contando las que son favorables a uno u a otro,
Fermat construia las proporciones o probabilidades de ganar el
juego que se emplean para efectuar el reparto equitativo de la
apuesta.

Por ejemplo, en una carta remitida el 24 de agosto de 1654 por
Pascal a Fermat y para el juego (a, b) = (1,3), hay 23 = 8 juegos
posibles: AAA, AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, BBA y BBB, de los que
los 7 primeros son favorables a A, luego la esperanza del juego es
e(1,3) = 7/8. Pascal se dio cuenta de que se podia obtener del
triangulo aritmeético: bastaba con leer en €l el contenido de la base
que contiene tantas partidas como le quedan a los dos jugadores
juntos, es decir, la base 1 + 3 = 4. La suma de esa base le daba el
numero total de casos 1 + 3 + 3 + 1= 8 y el numero de casos a favor
de A, consiste en sumar tantas casillas, en este caso 3, como le
faltan al adversario a contar desde el extremo de la base, o sea, 1 +
3 + 3 = 7. Por tanto, al jugador A le corresponde
una fraccion igual a 7/8 y de la misma manera
se podria saber lo que le corresponde a B.

Pascal se sirvio del triangulo aritmético para
efectuar calculos combinatorios, como una | 4 " 6 4 1
verdadera calculadora. Los numeros del

triangulo de Pascal coinciden con los numeros combinatorios. El

numero combinatorio
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se encuentra en el triangulo en la fila m+ 1, en el lugar n + 1.

Matematico y jugador compulsivo
Girolamo Cardano (1501-1576), natural de Pavia, fue un
hombre polifacético que destacoé como matematico, médico y
astronomo, ademas de ser un jugador empedernido. Lo
reconoce en su autobiografia: «como tenia aficion
desordenada al ajedrez y a los dados, me considero
merecedor de las mas fuertes censuras. Jugué a esos dos
juegos durante muchos anos y no solo una vez al ano, sino, y
lo digo con vergliienza, cada dia».
Perdi6 un hijo al no poder
pagar la indemnizacion que
se le exigia para que no lo
ejecutaran. Al parecer, el hijo
habria suministrado arsénico
a su mujer, con la
colaboracion del padre,
debido a las continuas
infidelidades de esta. Como

meédico llegd a tener gran

fama. Viajo hasta Escocia

para curar al arzobispo de Saint Andrews, John Hamilton.
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con quien los galenos franceses habian fracasado
anteriormente.

Escritor polifacético de personalidad inquieta, Girolamo
Cardano escribio sobre materias muy dispares y en 1545
publico su Ars magna, donde mostraba métodos de
resolucion de ecuaciones de cuarto grado, utilizando
numeros imaginarios, conseguidos de su alumno Luigi
Ferrari, o de tercer grado, del mismisimo Tartaglia, al que
personalmente asegur6 que no los iba a difundir. Lo cierto es
que los difundi6 y Tartaglia, muy enfadado, financié una
acusacion de herejia contra Cardano por publicar un
horoscopo de Cristo. En 1663 se publico de forma péstuma
su Liber da ludo aleae. donde junto con recomendaciones de
prudencia y honestidad en el luego, el matematico exponia
correctamente el espacio muestral o conjunto de los posibles
resultados asociados al lanzamiento de dos dados, Cardano
domino la formula para trabajar con la unién de sucesos o la
interseccion de sucesos independientes. Del mismo modo,
introdujo la nocion de valor esperado y se dio cuenta de que
la suma de las caras de un dado legal dividida entre el

numero de caras es su media.

De esta manera, la combinacion de cuatro elementos tomados de
dos en dos es el numero que se encuentra en la quinta fila en el
tercer lugar, que resulta ser el 6. O los coeficientes del binomio de

Newton:
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n

(a+ b)? = Z (7ln) a1y

i=0

coinciden con los proporcionados en la linea n + 1 del triangulo de

Pascal Por lo que
(a+ b3 =1a®+ 3a2b + 3ab? + 1b3

«Vuestro método es muy seguro y es el que me vino al
pensamiento por primera vez en esta busqueda; pero dado que
el esfuerzo de las combinaciones es excesivo, he encontrado uno
abreviado y concretamente otro método mucho mas corto y mas
claro...»

Blaise Pascal, carta a Pierre Fermat, 28 de julio de 1654.

En la carta de 24 de agosto, Pascal le comento a Fermat la critica
del matematico francés Gilles Personne de Roberval, centrada en
que el método de las combinaciones obligaba a contar todas las
posibilidades aunque el final del juego ya se hubiera producido.
Fermat replico que tal enumeracion era necesaria para enfrentarse

a que todos los resultados tuvieran la misma probabilidad.

§. El problema de los puntos para dos jugadores segun

Huygens
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Huygens no utiliz6 el calculo combinatorio como sus antecesores
Fermat y Pascal, sino su método basado en la esperanza

matematica.

Los fundadores del calculo de probabilidades

La correspondencia que Fermat mantuvo entre julio y
octubre de 1654 con Pascal fue el inicio de la teoria de la
probabilidad. Pierre de Fermat (1601-1665), nacido en la
localidad francesa en Beaumont-de-Lomagne, completé su
carrera en Derecho en las universidades de Orleans, ejercio
como abogado en Burdeos y llegd a ser miembro del
parlamento de Toulouse y, en 1648, consejero del rey. Es
famosa su conjetura, demostrada en 1997 por el britanico
Andrew Wiles. Pero la conjetura, una generalizacion del
teorema de Pitagoras para exponentes distintos de 2, no es
verdad. Fermat también investigo sobre el calculo de
maximos y minimos. En 1654, primero, y en 16359, después,
se puso en contacto con Carcavi y Pascal para que buscaran
un editor para sendas obras suyas relacionadas con la teoria
de numeros y, en ultima instancia, ofrecerles que se hicieran
cargo de su impresion. En ambas ocasiones Carcavi se puso
en contacto, a su vez, con Huygens, pero sin éxito. Fermat
moriria sin encontrar editor de la misma.

Blaise Pascal (1623-1662), nacido en Clermont-Ferrand, fue
un matematico precoz. Cuando era nino su padre lo

sorprendio un dia intentando probar un teorema de los

80 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

Elementos de Euclides y, tras el traslado a Paris de la familia
en 1631, lo inscribio, con catorce anos, en la academia del
filosofo y matematico Marin Mersenne, donde se discutian
problemas matematicos. A los diecinueve anos Pascal diseno
una maquina aritmeética (la «pascalina») que presentaria en la
academia de Mersenne junto con su Essay pour les coniques,
donde incluye el teorema que lleva su nombre. Pascal y
Fermat, los dos genios precursores del calculo de
probabilidades, no llegaron a conocerse personalmente, solo

se cartearon.

Pascalina de seis cifras de 1652.

En sus proposiciones IV, V, VI y VII abordé el problema de los
puntos para dos jugadores.

La proposicion IV dice: «Supongamos que juego contra otra persona
a quien gane el primero tres partidas, y que yo haya ganado ya dos
partidas y él, una. Quiero saber qué parte de la apuesta me es
debida en el caso de que queramos interrumpir el juego y repartir

equitativamente lo puesto».
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Huygens resolvio el problema, al igual que Cardano y Pascal,

pensando que es suficiente tener en cuenta las partidas que faltan a

una y otra parte. El sabio neerlandés senala:
Para calcular la parte que vuelve a cada uno de nosotros, es
necesario prestar atencion a lo que ocurriria si continuasemos
el juego. Es cierto que si yo ganase la primera partida habria
terminado el juego y asi conseguiria la apuesta, toda entera, a
la que llamaré a. Pero si el otro jugador ganase la primera
partida nuestras oportunidades serian ahora iguales, a la vista
de que nos faltaria una partida a cada uno; tendriamos
derecho cada uno a a/2. Ahora bien, es evidente que tengo
tantas oportunidades de ganar la primera partida como de
perderla. Por tanto, dispongo de oportunidades iguales de
tener a o a/2, con lo que por la primera proposicion, equivale a

la suma de las dos mitades, es decir 3a/4.

La proposicion V dice lo siguiente: «Supongamos que a mi me falta
una partida y a mi adversario, tres. Se trata de repartir la apuesta
con esta hipotesis».

Por su parte, la proposicion VI reza de la siguiente manera:
«Supongamos que me faltan dos partidas y que le faltan tres a mi
adversarion.

Y la proposicion VII dice: «Supongamos que me faltan aun dos
partidas y a €l, cuatron.

Huygens propuso resolver las tres proposiciones anteriores de la

siguiente manera: Si representamos por (a,b) un juego cuando al
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primer jugador, pongamos A, le quedan a partidas para ganar y b
partidas para su contrincante By, por e(a,b) la esperanza del primer
jugador en tal juego. Siguiendo esta notacion, las proposiciones
anteriores nos dan la esperanza del primer jugador e(a,b) para los
juegos (1,3), (2,3) y (2,4), de la misma manera que en la proposicion
IV.

En la siguiente tabla aparece el calculo de la esperanza e(a,b) para
diferentes valores de a y de b efectuado por Huygens de la misma

manera que lo habia hecho antes Pascal:

[~ a b leta-1b) etab-n] eab
M 0 n>0 1
- (2) n n /2
(3 1 2 3/4
733) A gana 0 2 1
' (3b) A pierde I 1 1/2
(4) 1 3 7/8
(4a) A gana 0 3 1
(40) A plerde 1 2 3/4
(5) 1 4 L 1‘5_)/16_
- 9”) A gana (0] 4 1 N
(5b) A pierde 1 3 7/8
) 2 | 3 /16
(6a) A gana 1 3 7/8
| (66) Apierde | 2 2 | /2

Usando la notacion moderna puede resumirse en la siguiente

ecuacion como la media de juegos anteriores:
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1
e(a,b) =—=[e(a—1,b) +e(a,b— cona,b=1,23..
(a, b) 2[( 1,b) (a,b—1)] b=1,23

§. El problema de los puntos para tres jugadores

En las proposiciones VIII y IX Huygens abordé el problema de los
puntos para tres jugadores. La proposicion VIII reza «Supongamos
ahora que tres personas juegan juntas y que a la primera y a la
segunda les falta una partida, pero le faltan dos a la terceran».

En la proposicion VIII Huygens trato el juego (1,1,2) utilizando la
proposicion II. Asi, si el primero ganase la partida obtendria la
apuesta a, Si el segundo ganase esa partida, el primero no
conseguiria nada. Si el tercero ganase, le faltaria una partida para
acabar a cada uno de los tres, luego el primero tendria derecho a
1/3a. Por lo tanto, en resumen, el primer jugador tiene 1
oportunidad de conseguir a, 1 de conseguir O y 1 de conseguir

1/3a, luego en virtud de la proposicion II le vale
1 [ s 1 ] _a
B gl a”

Al segundo jugador también le corresponde 4/9a y al tercero le
corresponde el resto, 1/9a.

Y la proposicion IX dice: «Para calcular la parte de cada uno de un
numero dado de jugadores, en el que a cada cual le falta un numero
dado de partidas, es necesario primero ponerse a contar lo que le

corresponderia a aquel del que se quiere saber su parte en el caso

84 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

en que €l hubiese ganado la primera partida que sigue, y en
aquellos donde cada uno de los otros a su vez la hubiesen ganado.
Sumando todas esas partes y dividiendo la suma por el numero de
jugadores se encuentra la parte buscada del jugador considerado».

La proposicion IX quiere establecer la regla que habria que seguir
tanto para el caso resuelto en la proposicion VIII como para otros
casos. Para resolver el caso (1,2,2) encuentra que el jugador B

deberia recibir
1 [O . 4 5 1 ] I 5
3L B o) T

dependiendo de si la partida que sigue la hubiese ganado A o el
mismo B o C, de la misma manera que procedio en la proposicion
VIII en el caso (1,1,2). Asi como para resolver el caso (1,2,2) se
apoyo en el caso (1,1,2), para resolver el caso (1,2,3) se apoy6 en los
casos anteriores (1,2,2) y (1,1,3). Huygens tabulo asi diecisiete
valores de e(a,b,c) para pequenos valores de a, b y ¢, pudiéndose

obtener la regla general para calcular la esperanza:
1
e(a,b,c) = 3 [e(a —1,b,c)+e(a,b—1,c)+ e(a, b, (c — 1))]

§. El problema de los dados
La tercera parte del tratado De ratiociniis in ludo aleae de Huygens,

concretamente las proposiciones X, XI, XII, XIII y XIV, se dedicaba
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al llamado «problema de los dados». De ellas, las tres primeras
proposiciones estan dedicadas a problemas del estilo del Caballero
de Méré, mientras que las dos ultimas introducen la novedad de las
distintas probabilidades de ganarlas que tienen los jugadores.

El Caballero de Méré era el sobrenombre con el que se conocia a un
cortesano del rey Luis XIV y jugador profesional, que en realidad se
llamaba Antoine Gombauld, senor de Baussay. Se cuenta que en
1652 durante un viaje en carruaje camino de Poitou, junto con sus
amigos el duque de Roannez y Damien Mitton, coincidié con Blaise
Pascal, al que le plante6 sus cuestiones relacionadas con los juegos
de dados. De Méré conocia que si apostaba por obtener un 6 al
lanzar un dado en 4 tiradas, habia una ventaja a su favor de 671
contra 625, mientras que si intentaba conseguir un sonnez con dos
dados (obtener un doble 6 con dos dados lanzados al mismo
tiempo), en 24 tiradas, tenia desventaja. De Méré no se explicaba
como si 4 es a 6 (posibles resultados al lanzar un dado) y 24 es a 36
(tamano del espacio muestra, al lanzar dos dados), en el primer
caso, con un dado, habia ventaja a su favor pero no en el segundo
caso, con dos dados. Y de acuerdo con lo que afirmaba Pascal: «Esto
provocaba su gran escandalo, que le hacia decir a todo el mundo
que las proposiciones no eran constantes y que la aritmética era

contradictoria».

§. Con un dado
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Huygens inicio sus calculos con un solo dado en la proposicion X:
«Encontrar en cuantas veces se puede aceptar lanzar un 6 con un
dado».

O a partir de qué numero de lanzamientos el jugador tiene una
probabilidad mayor de 0,5 de ganar la apuesta de conseguir un 6
lanzando un dado. Si efectuamos solo un lanzamiento, los

resultados son;

Premio Probabilidad
a 1/6
0 S5/6

Segun la proposicion III, la esperanza o valoracion de este juego, de

esta partida numero 1, para el primer jugador es;

donde el subindice indica el numero de lanzamientos del dado; la
oportunidad del primero al segundo es de 1:5.
Si ahora lanzamos dos veces el dado, la situacion para el primer

jugador sera:

Premio Probabilidad
a 1/6
el S5/6
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donde hemos sustituido la partida numero 1 por su valor, y por
tanto la esperanza o valoracion de este segundo juego para el primer

jugador es:

Para el segundo jugador su esperanza sera por tanto 25/36ay las
oportunidades de ambos jugadores estaran en relacion 11 a 25. Por
tanto, sigue siendo desfavorable para el primero de ellos.

Huygens repitio el proceso para 3, 4, 5 y 6 lanzamientos y obtuvo:

Numero de Oportunidad del
lanzamientos | primero al segundo
l1ad
11 a25
91 a 625
671 a 625
4651 a 3125
31031 a 15625

O O B W N =

Huygens escribié que con cuatro lanzamientos existe «mas de 1

contra 1», es decir, es cuando se produce una probabilidad mayor
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que 0,5 de ganar la apuesta. Si calculamos la ecuacion recurrente,

esta seria:

1 +5 1 +5 ; (5)" 1 +5(6"—5”)
T e 6l 1T 6" "B oo

§. Con dos dados

En la proposicion XI Huygens aumento a dos el numero de dados:
«Encontrar en cuantas veces se puede aceptar lanzar dos 6 con dos
dados».

La resolucion de este problema es idéntica a la del anterior,
cambiando las oportunidades 1 y 5 con el lanzamiento de un dado
por 1 y 35 con el lanzamiento de dos dados.

La esperanza o valoracion de este juego para el primer jugador es:

1 35 1 35(1 ) 71
36

—a+ — 0 ksl ]
e =36" 36 ' 36" 36 1296

Encontré que la relacion entre las oportunidades de ambos
jugadores es 71 a 1225.
Huygens resolvio los casos para 4, 8, 16 y 24 lanzamientos, con la

ecuacion recurrente siguiente:

i B d 35(36"—35”)
ens1 =ge @t el =30t e\ T 3en )
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Encontrandose con que la probabilidad para 24 lanzamientos es un
poco menor que 1:1 y con 25 ya es ligeramente mayor, ya habria
ventaja para el primer jugador con 25 lanzamientos. En 1676,
Huygens volvio a resolver este problema pero usando logaritmos.

La proposicion XII es una generalizacion de las proposiciones X y
XII: «<Encontrar el numero de dados con el que se puede aceptar
lanzar dos 6 en la primera tiradar». Huygens reformulo esta
proposicion a como encontrar cuantas tiradas de un dado son
necesarias para tener al menos una oportunidad igual de conseguir
dos 6. Basandose en que la probabilidad de obtener al menos dos 6
en n + 1 lanzamientos es igual al producto de la probabilidad de
obtener al menos un 6 en el primer lanzamiento por la probabilidad
de obtener al menos un 6 en los n lanzamientos ultimos, mas la
probabilidad de no obtener 6 en el primer lanzamiento por la
probabilidad de obtener al menos dos 6 en los n lanzamientos
ultimos, si llamamos a la esperanza del jugador primero cuando
apuesta conseguir dos 6 en n lanzamientos y tomando ex = 1/32 se

puede llegar a la relacion de recurrencia:

Huygens observo que tomaba ventaja cuando el numero de

lanzamientos era de 10.

§. Los jugadores tienen probabilidades distintas de ganar
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En la proposicion XIII, al igual que en la siguiente, los dos jugadores
intervienen de manera activa, con desigual probabilidad de ganar
«En la hipotesis de que juego a un lanzamiento de dos dados contra
otra persona en la condicion de que si consigo 7 puntos habré
ganado, pero que €l habra ganado si consigue 10, y que repartimos
la apuesta en partes iguales si aparece otra cosa, encontrar la parte

que corresponde a cada uno de nosotros».

Christiaan Huygens, segun un grabado realizado a partir de una

pintura de Casper Netscher

Huygens observo que el numero de oportunidades para los tres
posibles resultados son 6, 3 y 27, respectivamente. Para el primer
jugador, el ultimo resultado no le hace ganar ni perder, por lo que el

valor de esa opcion es 1/2a. De las otras dos opciones, la primera le
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hacer ganar (tiene 6 oportunidades de conseguir a) y la segunda le
hace perder (3 oportunidades de conseguir 0). Aplicando la
proposicion III, por primera vez a esas dos opciones, tenemos que el

valor de las mismas es de

De este modo, para resumir, el primer jugador tiene 9
oportunidades de conseguir 2/3ay 27 de conseguir 1/2 a; aplicando
nuevamente la proposicion III el valor esperado de este juego para

ese jugadores:

9(2 )+27(1 )_13
36\3%/ "36\2%) " 22°

El siguiente problema que resuelve Huygens se puede considerar
como un «problema de repartos» y a diferencia de los anteriores no
hay limite superior en el numero de juegos.

La proposicion XIV dice: «Si otro jugador y yo lanzamos por turno
dos dados con la condicion de que yo habré ganado cuando haya
lanzado 7 puntos y €l cuando haya lanzado 6, y si le dejo lanzar
primero, encontrar la relacion entre mi probabilidad a la suyan».
Huygens propuso para su resolucion un método diferente al que al
que hasta ahora venia utilizando y que el matematico suizo Jakob

Bernoulli (1654-1706) llamaria «método analitico de Huygens».
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Consiste al hallar la solucion a través de la resolucion de dos
ecuaciones algebraicas.

Nos situaremos en dos instantes de tiempo diferentes, cuando sea el
turno del segundo o del primer jugador. Antes de que se inicie el
juego llamaremos a al valor del juego para el primer jugador y por
tanto a - x para el segundo, si la apuesta total es a. Una vez
comenzado el juego, es decir, una vez sea el turno de lanzar del

segundo jugador, la situacion del primer jugador sera;

Premio Probabilidad
0 5/36
y 31/6

donde y es la valoracion del juego una vez le ha llegado su turno de
lanzar.

Luego antes de iniciarse el juego, la valoracion del mismo para €l
primer jugador una vez sea el turno del segundo, aplicando la

proposicion III, debe ser igual al valor a; fijado al inicio, es decir,

s 3
s —y =
36 367

Cuando sea el turno del primer jugador, la situacion para el primer

jugador sera:
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Premio Probabilidad
a 6/36
X 30/36

Y aplicando la proposicion ID, la valoracion del juego para el primer

jugador sera:

6 30
—_— —_— =YV
36° 736" 7

La solucion de ese sistema de ecuaciones nos da

x=31/61a

por lo que la razon de oportunidades de ambos jugadores es de
31:30. Por tanto, la solucion la hemos conseguido resolviendo dos
ecuaciones lineales entre lo que hoy llamariamos esperanzas

condicionadas.

§. Los cinco problemas propuestos por Huygens

La cuarta y ultima parte del tratado De ratiociniis in ludo aleae la
forman cinco problemas propuestos por el autor y no totalmente
resueltos, aunque se da la solucion de tres, fruto de la relacion
epistolar de Huygens con Fermat y Pascal.

El problema I fue propuesto por Fermat a Huygens a través de René

de Carcavi, en una carta de 22 de junio de 1656, y dice: <Ay B
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juegan juntos con dos dados con la condiciéon siguiente: A habra
ganado si lanza 6 puntos, B, si lanza 7. A hara en primer lugar un
solo lanzamiento; a continuacion B, dos lanzamientos sucesivos;
después de nuevo A dos lanzamientos; y asi sucesivamente, hasta
que uno u otro haya ganado. Se pide la relacion de la oportunidad
de A a la de B. Respuesta: como 10355 es a 12276».

Se trata de una generalizacion de la proposicion XIV. Huygens se
dio cuenta de que en el juego el orden de lanzamientos generaba
una periodicidad ABBA ABBA... De esta manera solo necesita usar 4
esperanzas para resolverlo. A saber, e, es la esperanza del jugador A
justo antes de empezar el juego n = 1, 2, 3, 4, dado que los juegos
previos se han desarrollado sin éxito. Llamando a al total apostado

calculo que:

5 31 30
© Sgedrar, €2 = 3%
30 5 31
€ =34 % € =32 T34

con lo que la esperanza del jugador A antes de iniciarse el juego es

e1 = 10355/22631 a

esto nos da una relacion de oportunidades entre ambos jugadores

de 10355:12276.
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Corresponsales de la ciencia: Mersenne y Carcavi
En el siglo XVII todavia eran pocas las revistas cientificas a
las que se podia recurrir para publicar una investigacion. La
difusion de los nuevos resultados se hacia sobre todo a
través de cartas. Tanto Mersenne como Carcavi fueron
auténticas «estafetas de correos» a través de las cuales se
recibian y se difundian las novedades cientificas, poniendo

en contacto entre si a matematicos de toda Europa.

Marin Mersenne y Pierre de Carcavi

El sacerdote, matematico y filésofo francés Marin Mersenne
(1588-1648) ocupd el centro de la vida intelectual del siglo
XVII, ya que mantuvo correspondencia con Descartes,
Pascal, Torricelli, Huygens, Roberval, etc. A su muerte se
encontraron en su celda cartas de setenta y ocho
corresponsales diferentes. Pensaba que la comunicacion era
imprescindible para el avance de la ciencia. Cre6 la Académie
FParisiensis, un grupo de cientificos que se reunia para hablar

de ciencia y comunicar sus resultados.
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El caso del matematico francés Pierre de Carcavi (ca. 1600-
1684) es similar. Consejero del Parlamento de Toulouse y
secretario de la Biblioteca Real, no recibié6 formacion
universitaria y sus resultados matematicos no fueron muy
importantes, pero si lo fue la correspondencia que mantuvo
con Fermat, Huygens, Pascal, Descartes, Galileo y otros
cientificos de la época. En Paris entr6 en contacto con
Mersenne y a la muerte de este ultimo continud su labor y

puso en contacto a Huygens con Fermat

El problema II reza: «Tres jugadores A, By C toman 12 fichas de las
que 4 son blancas y 8 negras; juegan con la condicion de que
ganara el que primero haya sacado, escogiendo a ciegas, una ficha
blanca, y que A elegira el primero, B a continuacion, después C,
después de nuevo A, y asi sucesivamente, por turnos. Se pide la
relacion entre sus oportunidades».

Se cree que este problema es de la propia cosecha de Huygens, que
lo resolvié utilizando extracciones con reemplazamiento tomando P
=4/12 = 1/3. El orden de los jugadores es ABC, ABC..., y denomino
a las esperanzas u oportunidades antes de que comience el juego
con las letras r, y, z, siendo a la apuesta. En la primera extraccion,
si el jugador A extrae una bola blanca gana la apuesta y si no, el
jugador A pasa a ser el tercero en las extracciones, por lo que su
probabilidad se convierte en z, esperanza del tercero en el orden de

extracciones, con lo que utilizando la proposicion III tenemos que
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_4a+8z
=T

El jugador B tiene 4 oportunidades de conseguir O, si el primero
acierta, y 8 de conseguir ser el primer jugador de la serie y por tanto

de tener una esperanza x, siendo por tanto

_0+8x
T 42

;\!

Por su parte, el tercer jugador tiene 4 oportunidades de conseguir O

y 8 de convertirse en el segundo jugador. Esto quiete decir que

_0+38y , o
Z = 12 Oque a.
9 9 4
= — ] — — —_—_—
¥=32° ITI3% FT39"

y por tanto, las ratios de las oportunidades son en general 1: g : ¢?

que en nuestro caso son 9:6:4 para
g=1-1/3a
El matematico neerlandés Johannes Hudde entablo una discusion

epistolar con Huygens proponiéndole como alternativa el hacer las

extracciones sin reemplazamiento.
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El problema III se enuncia: «A apuesta contra B, que de 40 cartas,
donde hay 10 de cada color, extraera 4 de manera que tenga una de
cada color. Se encuentra en este caso que la probabilidad de A es a
la de B como 1000 es a 8139».

Este problema también fue planteado por Fermat a Huygens a
través de Carcavi el 22 de junio de 1656. Huygens propuso la
solucion, sin explicacion ninguna, en una carta a Carcavi fechada el
6 de julio de ese ano.

El problema IV se enuncia: «Como antes, los jugadores toman 12
fichas de las que 4 son blancas y 8 negras. A apuesta contra B que
entre 7 fichas que €l sacara a ciegas, se encontraran 3 blancas. Se
pide la relacion entre la probabilidad de A y de B».

Es muy similar al problema II, Huygens lo resolvido con
reemplazamiento en una nota de 16355, asi como con una
modificacion propuesta por Hudde que lo entendia como «extraer al
menos 3»; por consiguiente, los resultados que harian ganar el juego

son (3,4) y (4,3).

§. Problema de la ruina del jugador

El problema V, conocido como «problema de la ruina del jugador» se
expresa de la siguiente manera: «Habiendo tomado cada uno 12
fichas, Ay B juegan con tres dados con la condicion de que a cada
tirada de 11 puntos A debe dar una ficha a By de que este debe dar
una ficha a A en cada tirada de 14 puntos, y que ganara aquel que

sea el primero en poseer todas las fichas. Se encuentra en este caso
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que la probabilidad de A es a la de B como 244140625 es a
282429536481>».

En este problema se plantea el calculo de la probabilidad de que un
jugador arruine al contrario conociendo las fichas con las que parte
cada uno. En principio es un juego que podria tener una duracion
infinita. Se trata de un problema propuesto por Pascal a Fermat
creyéndolo «el mas dificil del mundo» en la correspondencia directa
que mantuvieron en 1654 y en la correspondencia indirecta de los
anos 1655y 1656.

Lo cierto es que la demostracion de Pascal y Fermat de la que
hablaba Carcavi en una carta a Huygens en 1656 no nos ha llegado,
la que si nos ha llegado es la de Huygens, en una carta que mando
a Carcavi el 12 de octubre de 1656 y que figura en la edicion de las
Obras completas de Huygens.

Los jugadores arrancan con la puntuacion (0,0), donde el primer O
representa los puntos que tiene el primer jugador al inicio del juego
y el segundo O lo mismo para el segundo jugador. El ganador es el
primero que llega a 12 puntos. Dado que se lanzan tres dados y el
jugador A necesita sacar un 14, el numero de resultados favorables
al mismo es 15 de 63 = 216 resultados posibles, mientras que el
numero de resultados posibles para B es de 27. Hay 15 + 27
resultados que favorecen a uno o a otro jugador, y el resto no
favorece a ninguno, por lo que Huygens toma p = 15/42 = 5/14
como la probabilidad de Ay g = 27/42 = 9/14 como la de B. Si el
total apostado es la unidad, entonces la esperanza de un jugador en

cada situacion coincide con su probabilidad de ganar.
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Huygens comenz6 analizando el caso en el que el juego acabara
cuando uno de los jugadores llegara a dos puntos. Dio una lista de
todos los resultados posibles y sus probabilidades (esperanzas) en

un diagrama tipo arbol (figura 1).

P e(2,0)=1
ef1.0} < =

4™ efl,il=el0.0

P A ell 1)=e(0.0
ef0, 1) <

q e{G.2)=0

Se trataba de la primera vez en la historia de la probabilidad que se

Figura 1

P

e{C, 0}

q

incluian arboles de probabilidad para la demostracion de un
resultado.

Huygens suponia que e(1,1) = e(0,0) dado que en los casos (1,1) y
(0,0), el primer jugador necesita el mismo esfuerzo para conseguir
arruinar al contrincante. Utilizando el teorema de la probabilidad

total obtuvo que:

e(0,0) = pe(1,0) + ge(0,1) =

= p(pe(Z,O) - qe(l,l)) 4 q(pe(l,l) - qe(0,2)) =
= p(p + qe(0,0)g(pe(0,0) + g X 0)) =

= p? + 2pqe(0,0)
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Ya que p + g = 1, podemos despejar y obtener la solucion

e(0,0) = p?/(P* + @)

Es decir, la ratio de las esperanzas de los dos jugadores es p? : g2

Después, Huygens estudio el caso en que el ganador necesita
conseguir 4 puntos de ventaja. Usando el resultado anterior y en
dos pasos, primero pasando del (0,0) al (2,0) y de este al (4,0), con

probabilidades proporcionales a p2? obtuvo el resultado de que:

e(0,0) = p*/(p* + ')

lo que provoca que la ratio de las esperanzas de los dos jugadores

sea p*: ¢*

Para conseguir una ventaja de 8 puntos, obtuvo

e(0,0) = p*/(p* + ¢°)

y asi sucesivamente, afirmando que la ratio de esperanzas de los
dos jugadores es puqgr y para el caso que nos ocupa es S5!2: 912,
Como puede verse. Huygens consiguio no solo resultados brillantes,

sino también bonitos.

§. Reediciones, reproducciones y comentarios al Tratado de

Huygens
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De rutiociniis in ludo aleae de Huygens tuvo muchas otras ediciones
y reimpresiones a lo largo de los siguientes anos. La primera gran
reedicion corrio a cargo de un monje espanol, Juan Caramuel
(1606-1682), filosofo, matematico y linguista, que en 1670 publico
en latin su obra magna Mathesis biceps. Vetus et nova, donde
recogia todo el saber matematico publicado hasta entonces;
aritmeética, algebra, geometria, calculo logaritmico, trigonometria,
astronomia, etc. Una parte de esa obra, veinticuatro paginas,
denominada Kybeia, término griego que hace relacion a los juegos
de dados, la dedico al estudio de la combinatoria y los juegos de
azar. Las ocho ultimas paginas reproducen y comentan el tratado de
Huygens. Caramuel introdujo el término «peligro» como sinénimo de
riesgo y contrario al de «esperanza mal eméticar». A mayor peligro,
menos dinero a apostar.

Caramuel resolvio varios casos del problema de los puntos de la
misma manera que lo hizo Huygens y decidi6 analizar la perspectiva
futura y situarse en la posicion intermedia para que «ninguno de los
dos obtenga lo que le habria correspondido con el triunfo». Por
ejemplo, dos jugadores juegan a los dados. El juego lo gana el
primero que consiga tres partidas; cada uno de ellos ha apostado un
doblén, y uno de los jugadores ha ganado dos partidas y el otro,
una, es decir, el juego se ha interrumpido en ir situacion (1,2),
Caramuel analiza lo que ocurriria en la siguiente partirla, en la
perspectiva futura Si al que le faltan dos la ganase entonces
quedarian empatados y si se separaran cada uno deberia llevarse su

doblon por una cuestion de derecho o justicia. Si la siguiente
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partida fuera ganada por el jugador al que le faltaba una, los dos
doblones serian para él. Luego el hecho de jugar la siguiente partida
puede llevar a dos situaciones: 1 doblon para cada uno, o 2 para
uno y O para el otro. Por tanto, el primero de ellos puede recibir o 1
doblon o 2. Como la victoria es igualmente incierta para ambos,
entre 1 y 2, debe hacerse una particion tal que, antes de vencer,
ninguno de los dos obtenga lo que le habria correspondido con el
triunfo. Entre 1 y 2 hay 1 y medio. En cambio, Caramuel se
equivoco al resolver el problema de los puntos para tres jugadores.

También tratdé problemas al estilo del Caballero de Méré, es decir,
problemas donde se pretende conseguir un éxito en un numero
determinado de pruebas. En cada caso se trata de conocer la
probabilidad de ganar (o proporcion entre esperanza y peligro) y la
proporcion de las apuestas de los que juegan. Si se quiere conseguir
un 5 lanzando el dado una sola vez, la proporcion de esperanza y
peligro es 1 a S (la probabilidad es 1/6). En caso de querer
conseguir el éxito en dos pruebas, un 5 en dos lanzamientos, dicha

probabilidad es:

Caramuel obtuvo lo mismo razonando sobre lo que debe apostar el
primer jugador y el que le reta. El jugador quiere obtener un 5 en
dos pruebas y el total apostado es 36 monedas. Si en el primer

lanzamiento obtiene un 5, se lleva las 36 monedas, si no, le queda
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aun otro lanzamiento cuya probabilidad es 1/6 y por tanto el valor
de esta segunda tirada es 1/6 de 36, es decir, de 6. Si la segunda
tirada vale 6 y, en total, puede conseguir 36, los 30 de diferencia
son los que sirven para valorar la primera tirada, es decir, la
primera tirada vale 1/6 de 30, o sea, 5, mas los 6 de la segunda
tirada, es decir, 11.

Caramuel acabo la Kybeia con unos comentarios criticos al tratado
de Huygens. En general considero que este se perdia en «rodeos y
perifrasis» y afirm6 que €l conseguia «soluciones mas claras y
sencillas», lo que le granjed la enemistad del matematico Nikolaus

Bernoulli (1687-1759) que sali6 en defensa de Huygens.

Juan Caramuel: un erudito enciclopédico

Juan Caramuel y Lobkowitz (1606- 1682) fue conocido como
el Leibniz espanol por su espiritu enciclopédico. Es autor de
una obra muy amplia y variada, Se cuenta que el emperador
Fernando III se qued6 asombrado al visitarle una tarde en su
celda y observar que conservaba mas de doscientas sesenta
obras manuscritas y «que de una sola mano y una sola
pluma hayan escrito tantas cosas y tan diferentes».

Aprendio a hablar mas de veinte lenguas, incluyendo latin,
griego, arabe, hebreo y chino, y propuso la creacion de un
lenguaje universal.

Mantuvo activa relacion epistolar con los eruditos mas

importantes de su época, nacido en Madrid, estudio

humanidades y filosofia en la Universidad de Alcala y a los
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diecisiete anos ingres6 en el Cister. Tras pasar por varios
monasterios espanoles, en 1632 se establecio en el
monasterio de Dunes (Lovaina), ciudad donde se doctoré en

Teologia.

En esta etapa publico trabajos
de astronomia y matematicas.
En 1642 Caramuel publico
Mathesis audax y en 1654 se
traslado a Italia, donde seria
nombrado obispo de varias
ciudades por el papa Alejandro
VII. Sin embargo, su obra
Apologemas pro antiquisima et

universalissima doctrina de

probabilitate (1663) fue incluida

en el Indice de libros prohibidos. En Mathesis biceps, Vetus
et nova, publicada en 1670, abogoé por utilizar bases

numeéricas diferentes a la base 10.

En 1692, De ratiociniis in ludo aleae fue reeditado por el meédico,
escritor satirico y polimata escocés John Arbuthnott (1667-1735)
bajo el titulo Of the laws of chance, or, a Method of Calculation of the
Hazards of Game, Plainly Demonstrated, and Applied to Games at
Present most in Use.

Este titulo pone de manifiesto que no lo vendié como un libro de

matematicas sino como un manual para jugadores (sin duda, una

106 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

buena estrategia de marketing), lo que le reporté grandes beneficios,
Es el primer tratado de probabilidad publicado en inglés y se refiere
a «the calculation of the quantity of probablility». Se trataba de la
primera ocasion que aparecia la palabra «probablility» (probabilidad)

impresa.

§. Huygens en el Ars Conjectandi de Jakob Bernoulli

También, la primera parte del Ars conjectandi, de Jakob Bernoulli,
publicado poéstumamente en 1713, fue dedicada a reproducir y
comentar De ratiociniis in ludo aleae con el titulo «Apuntes sobre los
posibles calculos en los juegos de azar de Christiaan Huygens con
notas de Jakob Bernoulli». Los comentarios a la obra de Huygens
son cuatro veces mas amplios que el texto original.

Jakob Bernoulli generalizé el caso de un juego no equitativo que
consta de n partidas, de forma que el primer jugador tiene una
probabilidad p de ganar y una probabilidad g = 1 - p de perder, y
queremos conocer la probabilidad de que el primer jugador haya
ganado k partidas del total de n jugadas. Demostréo que tal
probabilidad era la conocida funcion masa de probabilidad de la

distribucion binomial

Hizo hincapié en que la probabilidad de éxito debe ser constante,

esto es, independiente de los resultados previos, y que las
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realizaciones de las pruebas han de ser independientes y dar lugar a
dos Unicas salidas (éxito y fracaso).
Jakob Bernoulli remarco que la palabra esperanza debe ser usada
en sentido matematico y ser calculada de la misma manera que se
calcula un precio medio de una serie de articulos de diferentes
precios. Huygens calculd la esperanza de un jugador y la del otro
por sustraccion. Bernoulli llamoé la atencion de que esto solo es
posible si el total de la apuesta unicamente se reparte entra dos
unicos jugadores, es decir, si los sucesos son disjuntos.
La cuarta parte del Ars conjectandi, que titulo «Aplicacion de la
doctrina a cuestiones civiles, éticas y economicas», intenta entender
las nociones de probabilidad a cuestiones sociales. La imposibilidad
de conocer a priori la probabilidad de un suceso, ya que no se
puede saber el numero de casos posibles o totales de la experiencia,
le llevo a formular la ley de los grandes numeros que, a grandes
rasgos, se puede enunciar asi: «Es muy poco probable que, si
efectuamos un numero suficientemente grande de experimentos, la
frecuencia de un acontecimiento se aparte notablemente de su
probabilidad».
«Conjeturar sobre algo es medir su probabilidad. Por tanto,
definimos el arte de conjeturar o el arte estocdstico como el arte
de medir las probabilidades de las cosas con la mayor exactitud
posible...»

Jakob Bernoulli, Ars conjectandi.

108 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

En 1685, antes de escribir Ars conjectandi, Jakob Bernoulli ya habia
propuesto dos problemas publicados en el Journal des Scavans y
que eran generalizaciones del problema I de Huygens

1. «Dos jugadores Ay Bjuegan con un dado con la condicion de que
el primero que saque un as gana. El jugador A tira el dado una vez,
entonces B hace otra tirada; luego, A tira dos veces sucesivamente y
B otras dos veces; luego, A lo tira tres veces seguidas y B otras tres
veces, y asi sucesivamenten.

2. «Alternativamente, A tira una vez el dado, luego B dos veces
sucesivas, luego A tres veces, luego B cuatro veces y asi hasta que

uno de los dos gane. ¢Cual es la razon de sus oportunidades?»

Los Bernoulli, una familia de matematicos
Jakob Bernoulli (1654-17035) inauguro una saga familiar de
grandes matematicos suizos. Nacido en Basilea, completo
sus estudios de teologia en la universidad de su ciudad
natal, pero su verdadera pasion eran las matematicas y la
astronomia que estudiaba secretamente junto a su hermano
Johann, en contra del deseo de su padre. En Amsterdam
conocié a Huygens, cuyos estudios sobre el azar influirian en
sus trabajos sobre el tema. Su obra Ars conjectandi fue

editada postumamente en 1713 por sus hijos.

Los primos Daniel y Nikolaus Bernoulli

Daniel Bernoulli (1700-1782) era hijo del también

matematico Johann Bernoulli (1667-1748), hermano de
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Jakob. Gano varias veces el premio de la Academia de
Ciencias de Paris y llegd a ser muy conocido en vida, lo que
le valio ser invitado por la zarina Catalina I, junto a su
hermano Nikolaus II (1695-1726), a ocupar, en 1725, una
catedra de Matematicas en San Petersburgo, ciudad que

abandono en 1733.

Johann Bernoulli y su hermano Jakob, trabajando en

problemas geométricos

Su primo Nikolaus Bernoulli (1687-1759) fue profesor de
Matematicas en Padua y en 1722 regreso a su ciudad natal
Basilea, para ocupar la catedra de Logica y de Derecho, y
llego a ser rector de su universidad. Aunque era considerado
un gran matematico, publico poco. Muchos de sus hallazgos
se describen en las casi quinientas cartas que se conservan

de su correspondencia con importantes matematicos como
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Leibniz, Euler o Montmort En 1709, defendi6 en Basilea su

tesis doctoral titulada De usu artis conjectandi in jure.

Después de esperar en vano cinco anos a que alguien lo resolviera,
Jakob Bernoulli publico la solucion en el Acta eruditorum de 1690,

obteniendo la probabilidad de triunfo de A por medio de series:

Pi=1+@+g+qg2+...-q-q¢-¢- ...

Po=1+g@+qg%+@+..-q-¢°-g>- ..

donde g = 5/6.
Fue la primera vez que la solucion de un problema de probabilidad

se expresO0 como una serie infinita.

§. Las soluciones de Pierre Rémond de Montmort

En 1708, Pierre Rémond de Montmort publico Essay d’analyse sur
les jeux de hazard, reeditado en 1713. En su segunda edicion el
libro apareci6 dividido en cinco partes: la primera, sobre
combinatoria; después, tres partes mas sobre juegos de azar,
incluyendo la solucion de los problemas propuestos por Huygens, y
una ultima parte dedicada a la correspondencia que mantuvo con
Johann y Nikolaus Bernoulli.

Respecto al problema de los puntos para dos jugadores, tanto con
igual como con desigual destreza, Montmort aportdo la solucion

definitiva que hoy identificamos con las modelizaciones binomial y
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binomial negativa. Respecto a los cinco problemas propuestas por
Huygens al final de su tratado (tres con solucién pero no resueltos),
Montmort desconocia las resoluciones que aportéo Huygens en hojas
separadas una vez se publico el trabajo, aun asi, resolvio los
problemas I y II utilizando el método de Huygens y los IIl y IV a
través de calculos combinatorios. Respecto al problema V o de la
«ruina del jugador», Montmort muestra las soluciones aportadas por
Johann y Nikolaus Bernoulli en la correspondencia que mantuvo
con ellos.

En una carta fechada el 9 de septiembre de 1713, Nikolaus
Bernoulli propuso a Pierre Rémond de Montmort cinco problemas,
el ultimo de los cuales era el denominado la «paradoja de San
Petersburgo», relacionada con el concepto de esperanza matematica

tan cercano a Huygens.

§. La importancia de ratiocioniis in ludo aleae

Pocas veces un libro ha sido tan estudiado, editado e impreso, y ha
tenido tanta influencia en el nacimiento del calculo de
probabilidades como He ratiocioniis in ludo aleae de Huygens. Fue el
manual de referencia durante casi cincuenta anos, por haber
abordado algunos de los problemas mas relevantes del calculo de
probabilidades.

En el libro se define el concepto de expectatio o de esperanza
matematica como la esperanza del jugador (lo que espera ganar), o
como el valor del juego, es decir, lo que un jugador deberia pagar

por poder participar en el mismo o la apuesta por participante en
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una loteria justa o sorteo equivalente. La evaluacion de la esperanza
nos hace ver si el juego a largo plazo nos producira pérdidas,
beneficios o sera justo. Para Huygens el término «esperanza» se
sitiia a medio camino entre lo mejor que podemos esperar de un
juego y lo peor que podemos temer.

Huygens proporciona una expresion para el calculo de la esperanza
en cualquier situacion y dota al concepto de esperanza de una
importancia superior al de probabilidad. Asi, definir a través del
concepto de esperanza las apuestas y pagos en un juego de azar
permitira abordar posteriormente el estudio de pensiones vitalicias y
de seguros de vida.

En la obra de Huygens el «problema del reparto o de los puntos»
abandonoé el campo de la aritmética, de las matematicas financieras,
para entrar a formar parte del calculo de probabilidades. Se
confirma que en vez de razonar pensando en el pasado, en las
partidas que cada jugador lleva ganadas, se debe razonar en futuro,
sobre las partidas que fallan a una parte y a otra.

En el «problema de los dados» Huygens introdujo la novedad de que
los jugadores tuvieran distintas probabilidades de ganar y un
método diferente al que hasta entonces se venia utilizando para su
resolucion y que Jakob Bernoulli llamaria «método analitico de
Huygens». Consistio en hallar la solucion a través de la resolucion
de dos ecuaciones algebraicas, entre lo que hoy llamariamos
«esperanzas condicionadas».

Huygens abordé también el dificil «problema de la ruina del

jugador», un juego que podria tener una duracion infinita. Para su
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resolucion proporciondé una lista de todos los resultados posibles y
sus probabilidades (esperanzas) en un diagrama tipo arbol. Era la
primera vez en la historia de la probabilidad que se incluian arboles
de probabilidad para la demostracion de un resultado.

De ratiocioniis in ludo aleae de Huygens, el primer libro de calculo de
probabilidades de la historia, fue profusamente estudiado y editado
por matematicos de aquel tiempo. Se convirtié en un auténtico best
seller de la época. Incluso algunas de las obras mas importantes
sobre el tema publicadas posteriormente, como Ars conjectandi de
Jakob Bernoulli (1713), Essay d’analyse sur les jeux de hazard
(ediciones de 1708 y 1713), de Pierre Rémond de Montmort, De
mensura sortis, seu, de probabilitate eventum in ludis a caso fortuito
pendentibus (1712) o Doctrine of Chances (ediciones de 1718, 1738 y
1756) de Abraham de Moivre, estaban dedicadas en parte a

reproducir y comentar el tratado de Huygens.
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Capitulo 3
La esperanza de vida
St en la década de 1650 la actividad de Christiaan Huygens
como matematico estuvo centrada en el cadlculo de
probabilidades, en la década siguiente aplicé el probabilismo
al concepto de esperanza de vida. En 1669 intercambi6é con
su hermano Lodewijk una serie de cartas donde se trataron
conceptos como el mencionado y que contribuyeron a poner
las primeras bases de la demografia. En este debate
participaron otros matemadticos y colegas suyos como Johan
de Witt y Johannes Hudde, condiscipulos todos de Van

Schooten

En la década de 1660 Christiaan Huygens, que ya era considerado
uno de los principales cientificos de Europa, desplegé una prolifica
actividad. Entre abril a mayo de 1661 visitdo la Royal Society de
Londres. El 23 de abril se llevo a cabo una reunion en los aposentos
de Huygens en Londres donde acudieron matematicos tan conocidos
como John Wallis o Christopher Wren y donde mostro sus
telescopios a los cientificos ingleses. En contrapartida, el fisico y
quimico inglés Robert Boyle (1627-1691) le ensen6é su maquina de
vacio. Huygens repetiria mas tarde los experimentos de Boyle
relacionados con la ausencia de propagacion del sonido y la muerte
de seres vivos (pajaros) en el vacio.

De junio a septiembre de 1663 Huygens realizé un segundo viaje a

Inglaterra para mostrar a Boyle una anomalia asociada al
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experimento del vacio descubierta por el cientifico neerlandés en su
experimentacion con la maquina neumatica a finales de 1661.
Gracias a su viaje a Inglaterra, ese mismo ano, Huygens fue elegido
miembro de la Royal Society de Londres.

En 1666, cinco anos después de la primera visita que Christiaan
Huygens curso a la Royal Society de Londres, Jean-Baptiste Colbert,
primer ministro del monarca francés Luis XIV, le pidi6 que formara
parte también de la nueva Real Academia de Ciencias de Paris.
Inicialmente la institucion se reunia en la biblioteca de Colbert y
después se traslado a la del propio monarca. Entre los socios
fundadores de la Academia figuraban Gilles de Roberval, Pierre de
Carcavi, Adrien Auzout y Bernard Frénicle de Bessy, Aprovechando
su experiencia en la Royal Society, Huygens se encargo de dirigir a
este grupo de cientificos, a los que influyo.

En 1668, Huygens envido una memoria a la Royal Society
relacionada con el choque de cuerpos elasticos. Habia conseguido
demostrar hechos tan curiosos como que cualquier cuerpo en
reposo, por grande que sea, puede ser movido por uno tan pequeno
como S€ quiera o que un cuerpo menor le imprimira una mayor
velocidad por medio de otro interpuesto entre ambos de tamano
mediano que si le empuja directamente.

Entre 1668 y 1669 entablo una disputa de prioridad sobre la
determinacion de las leyes del choque de cuerpos con Christopher
Wren (1632-1723), matematico y arquitecto de la catedral
londinense de San Pablo y del Observatorio de Greenwich, y con el

también matematico inglés John Wallis.
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El ano 1668 fue muy fructifero para Huygens. El 1 de febrero
escribio el articulo Lens composita hyperbolicai aemula que seria
publicado péstumamente y donde propuso compensar la aberracion
esférica de una lente convexa anadiéndole otra concava. El 13 de
febrero comenzo, en la Academia de Ciencias de Paris, las
experiencias sobre la fuerza del aire y del agua en movimiento y
sobre la resistencia de los cuerpos cuando atraviesan dichos
medios. El 16 del mismo mes efectué una experiencia sobre la forma
de salida del agua de un cilindro con un agujero en la base. En la
Academia de Ciencias presento otros escritos relacionados con
maquinas para medir la fuerza del aire y del viento. El1 18 de mareo
publico también una carta titulada «Regles du mouvement dans la
rencontré des corps» en el Journal des Scavans.

Del 7 de agosto al 20 de noviembre Huygens participé junto al
matematico Gilles Personne de Roberval, y los fisicos franceses
Edme Mariotte (1620-1684) y Claude Perrault (1613-1688), entre
otros, en una serie de discusiones sobre la gravedad. Intervino en
contra de la teoria de la gravedad y apoyando la teoria cartesiana de
los vortices.

El 8 de octubre Huygens midi6o la velocidad del sonido y en
noviembre publico su memoria «Maniere de tailler les verres,
ordenée a un ouvrier («<Manera de tallar los cristales, ordenada a un

artesano»).

§. Las primeras estadisticas
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En 1669, Christiaan Huygens intercambi6é con su hermano Lodewijk
una serie de cartas donde trataban el tema de la esperanza de vida
y que se consideran como uno de los inicios de la demografia Los
dos partian de los mismos datos, los que proporcionaba el
estadistico inglés John Graunt (1620-1674) en Natural and Political
Observations Made upon the Bills of Mortality, obra sobre mortalidad
publicada en enero de 1662, En el capitulo XI de esta obra aparecia

la primera tabla de mortalidad.

John Graunt: el primer demadgrafo
John Graunt (1620-1674), mercero y comerciante de tejidos
de profesion, es considerado el primer demografo por sus
investigaciones estadisticas sobre la mortalidad, realizadas

en colaboracion con su discipulo Nowral and Poliiical

OBSER VATIONS

Mentioned in & following INDEX,

William Petty.

and wade vpon tke

Bills of Mortality.

Nacido en Londres, era hijo de un

panero procedente de Hampshire. X

Estudié conocimientos basicos de
latin y francés antes de incorporarse
por las mananas como aprendiz de
mercero, profesion que ejerceria
después. Enseguida llegdé a ocupar
puestos importantes en el

Ayuntamiento de su ciudad y en el

EY
Capt., JOHN GRAUNT,

Fellow of the Repal Susiery.

With reference to the Government, Reli-
giom, Trade, Growth, dir Difesfes, and the
feveral Changes of the faid CITY,
e Now e wt mivetor Turba, iabare,

Comtentame paveis Leld gribus mmm

The Fifth Edition, mach Enlarged,

LONDON,
Pristed by Johnm Martyn , Printer (o the

Kapad Saciery, a5 the Sign of the Bell in S¢, Pawl
Charch-yard, MDCLXXV,

sindicato de paneros. Esto le permitio tener acceso a los

boletines de mortalidad de Londres, sobre los que bas6é sus
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estudios estadisticos y demograficos. La publicacion de las
Observations en 1662 le sirvido para ingresar en la Royal
Society, recomendado por el propio rey Carlos II de
Inglaterra. El manual de Graunt, del que se hicieron muchas
impresiones, tenia solo ochenta y cinco paginas, lo que llevo
a su autor a afirmar que era «un panfleto que se puede leer

en no mas de dos horas».

Desde 1538 ya se recogian datos de bautizos, bodas y entierros
dentro de la Iglesia de Inglaterra. En 1604 comenzaron a publicarse
semanalmente unos registros de mortalidad que se imprimian para
el publico en general. A partir de 1624 los bautizos y fallecimientos
se daban separadamente por sexos, pero estos registros no
suscitaron verdadero interés hasta la publicacion de la obra de
Graunt. Graunt tratéo de resumir datos relativos a nacimientos y
fallecimientos en unas pocas tablas. Asi, estudio las razones entre el
numero de hombres y mujeres y los bautizados y fallecidos en

Londres y el pueblo de Romsey:

Periodo Indice de masculinidad de Fallecidos en
bautizados en Londres Londres.
1629-1636 1.072 1,173
1637-1640 1.073 1,149
1641-1648 1.063 1,093
1649-7656 1.095 1.065
1657-1660 1.069 1.093
Total 1.074 1.098
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Periodo indice de masculinidad de Indice de masculinidad

bautizados en Romsey de fallecidos en Romsey

1569-1573 1,03 0,97
1579-1588 1,06 0,95
1589-1598 1,25 1,19
1599-1608 0,97 1,14
1609-1618 1,16 0,88
1619-1628 0,99 1,00
1629-1638 1,01 0,99
1639-1648 0,98 0,98
1649-1658 1,11 0.99

Total 1,06 1,00

Graunt concluyo que el clima de Londres era mas propicio para el
nacimiento de mas varones que el pueblo de Romsey. Habia mas
hombres que nacian y que morian que mujeres, lo que le llevo a
concluir que entre los vivos habia mas hombres que mujeres y que
esto quedaba compensado por la mayor tasa de defunciones y de
inmigracion masculina, lo que hacia innecesaria la poligamia.

Graunt mostro su preocupacion por los efectos de la peste que en

aquella época diezmaba a la poblacion.

Afo 1592 1603 1625 1636
Muertes por peste 11.503 30.561 35.417 10.400
Muertes por todas 25.886 37.294 51.758 23.359
las causas

Peste/Total (aprox.) 10/23 4/5 7/10 2/5
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También calcul6 el nimero de familias de Londres de tres maneras
diferentes:

En primer lugar, estim6 el numero de nacimientos en 12.000.
Suponiendo que una mujer tiene un nino cada dos anos, se
totalizan 24.000 mujeres de este tipo. Suponiendo que el numero de
mujeres adultas (16-76 anos) duplica a las fértiles, obtuvo 48.000
familias.

Después, partiendo de que por cada 11 familias hay 3 fallecidos al
ano y como se producen 13.000 fallecimientos anuales, se obtienen
de nuevo 47.667 familias.

Por ultimo, suponiendo que cada 100 yardas cuadradas hay 54
familias, como en intramuros de Londres hay 220 cuadrados de 100
yardas cuadradas obtuvo 11.880 familias de intramuros. Como la
proporcion de fallecimientos del numero de familias de intramuros
es una cuarta parte del total de familias de Londres, el numero de
familias era de 47.520.

Como puede verse con cualquiera de los tres argumentos conseguia
un numero de familias cercano a 48.000. Suponiendo que cada
familia estaba formada por 8 miembros (los padres, 3 hijos y 3
criados), estim6 para Londres una poblacion de 384.000 personas,
de las que 199.111 serian hombres y 184.889 mujeres, ya que la
proporcion era de 14:13.

Christiaan Huygens conocio la obra de Graunt a través de Robert
Moray, a la sazéon primer secretario de la Royal Society, que se la

hizo llegar por carta el 16 de marzo de 1662.
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§. Los calculos de Lodewijk Huygens
En agosto de 1669 Lodewijk Huygens envié una carta a su hermano
Christiaan en la que le comunicaba el fallecimiento de algunos
conocidos y se mostraba preocupado por la decision del padre de
ambos, Constantijn Huygens, de setenta y tres anos de edad, de
realizar un viaje por diversas ciudades de Holanda. La avanzada
edad de este le sirvio para abordar el tema de la duracion de la vida
humana, de la esperanza de vida, basandose en los datos de
Graunt. Lodewijk preguntaba a su hermano: «¢Hasta qué edad
debiera vivir un infante recién concebido segun el curso natural de
las cosas?».

«La obra de Graunt es digna de consideracion y me agrada

mucho, razona bien y claro y admiro cémo obtiene todas esas

consecuencias de las observaciones mas simples.»

Christiaan Huygens, carta a Robert Moray, 9 de junio de 1662.

Graunt habia confeccionado la siguiente tabla de mortalidad:
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Edad x Fallecidos dx Sobreviventes Ix

0 36 100
6 24 64
16 15 40
26 9 25
36 6 16
46 ¥ 10
56 3 6
66 2 3
76 1 1
80 0

Graunt habia llegado a esta tabla clasificando a los fallecidos de las
parroquias de intramuros y extramuros o alrededores de Londres
por enfermedades y asignando ciertas enfermedades a la infancia.
Asi, del total de personas que murieron de convulsiones,
raquitismo, dientes, abortos, etc. que sumaban 229.250 fallecidos,
con un tercio, es decir, 71.124, eran menores de 6 anos. Estimo que
el total de muertes de viruela, varicela, sarampion, etc., que

suponian 12.210, la mitad, es decir, 6.105, eran menores de 6 anos.

Lodewijk Huygens
Lodewijk Huygens (1631-1699), hermano de Christiaan, era
el tercer hijo del poeta y secretario del estatuder Federico
Enrique de Nassau, Constantijn Huygens, y de Susanne van

Baerle. Educado para ejercer la funcion diplomatica, estudio

Derecho en Leiden y en el Colegio Orange de Breda, junto a
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su hermano Christiaan.
Tras ejercer la abogada en La Haya, en 1655 viajo a Francia
para ampliar estudios. A diferencia de su hermano
Christiaan, no mostraba un interés especial por las
matematicas, aunque se defendia bien con los idiomas.
Particip6 en misiones diplomaticas en Londres (1651-1632) y
Madrid (1661-1662). la ultima formando parte del séquito
que las Provincias Unidas de los Paises Bajos enviaron a la
corte espanola de Felipe IV. Estos viajes constituian una
especie de formacion practica
de los hilos de los nobles y
familias acaudaladas. En el
viaje a Espana llevaron a
bordo del barco que Ilos
transportaba un reloj cicloidal,
obra de su hermano
Christiaan, con el fin de
apreciar su utilidad en alta

mar. Una terrible tormenta

inutilizo el reloj y la prueba de precision resulté un fracaso.
En 1672, su hermano mayor, Constantijn, heredo el puesto
de su padre como secretario del principe de Orange
Guillermo III, y €l mismo seria nombrado oficial judicial de

Gorinchem. La poblacion local le acus6 de corrupcion y tuvo

que abandonar el cargo.
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También consider6 que 16000 murieron por una causa
extraordinaria como la peste. Por tanto, el porcentaje de fallecidos

en la franja de edad, de O a 6 anos, era del 36 por ciento:

(71.124 + 6.105)/(229.250 - 16.000) = 0,36

Como de los 100 nacidos habian muerto 36 hasta la edad de 6
anos, los 64 fallecidos restantes, al no tener informacion de la edad
de su muerte, los distribuyo decrecientemente hasta 1, como se
muestra en la anterior tabla, donde se llama Ix a los supervivientes a
la edad xy dx a los fallecidos a la edad x.
El objetivo de Lodewijk en la carta era comprobar si los
razonamientos efectuados por €l sobre el tema de la esperanza de
vida eran correctos. Y para eso nada mejor que consultarlo con su
hermano Christiaan:
A propésito de la edad, estos dias he construido una tabla del
resto que queda de vida para personas de toda clase de edades.
Es una consecuencia que he extraido de la tabla del libro inglés
Of the Bills of Mortality de la cual os envio una copia con el fin
de que vos os toméis la molestia de entreteneros un poco con
mis cadlculos y asi ver si nuestros resultados concuerdan. Os
advierto que me ha costado bastante trabajo conseguirlo, pero
para vos no serd lo mismo, y las consecuencias que resulten son
muy interesantes Yy pueden, incluso, ser tutiles para la

constitucion de rentas vitalicias.
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Sin explicar sus calculos, Lodewijk pronosticé que su hermano

viviria 56 anos y €l mismo hasta los 55 anos.

Edad en Resto de Edad de muerte Edad de

1-69 vida prevista muerte real
Christiaan 40 16,5 56,5 66
Lodewijk 38 17 55 68

En la respuesta a su hermano fechada el 28 de agosto, Christiaan le
advirtio que sus comentarios sobre la duracion de la vida no eran
suficientemente precisos y procedid a realizar una interpretacion
probabilista, en términos de apuesta, de la tabla de Graunt.

Si apostaramos sobre la supervivencia de un nino que acaba de
nacer hasta los 16 anos, esta no es del 50 por ciento, ya que la
probabilidad de morir en esa franja de edad es superior a la de
sobrevivir. Dado que, segun los datos de la tabla de Graunt, a los 16
anos de 100 personas sobreviven 40 y mueren 60, se podria apostar
40 contra 60, o sea, 2 contra 3. En el periodo que va de los 16 a los
36 anos, se pasa de 40 a 16 supervivientes, es decir, se producen 24
fallecimientos. Luego la apuesta sobre la supervivencia de una
persona de 16 anos a la edad de 36 es de 16:24, es decir, vuelve a
ser 2:3.

Lodewijk, en su contestacion del 30 de octubre, convino con su
hermano que sus calculos no eran del todo exactos, porque los
datos de Graunt no le permitian hacerlo mejor, pero eran bastante

proximos a la verdad.
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Retrato del matematico, astronomo y arquitecto inglés Christopher

Wren, realizado por Godfrey Knelleren 1711.

Su método para calcular la vida media o esperanza de vida o lo que
€l llamaba «resto de vida» consistia en dividir la suma de los anos
vividos entre esas 100 personas. En este caso, si dividimos 1822
entre 100 personas, lo que le resta de vida a un recién nacido son
18 anos y 2 meses.

Si ahora queremos calcular lo que le resta de vida a una persona de
6 anos, se trataria de dividir (1822-108) = 1714 anos entre las 64
personas que siguen viviendo, lo que nos da 26 anos y 10 meses vy,
como ya han vivido 6, lo que resta de vida a una persona de 6 anos

son 20 anos y 6 meses.
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Edad Fallecimientos Edad media del  Anos vividos
entre dos edades fallecimiento
36 3 108
24 11 264
16 15 21 315
26 9 31 279
36 6 41 246
46 4 ok 204
56 3 61 183
66 2 71 142
76 1 81 81
Total 1822

Segun Lodewijk, se puede seguir operando de la misma manera y

obtener la vida restante a diferentes edades:
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56 6 61 183 406 |67,67 11,67
66 3 71 142 223 (74,33 8,33
76 1 81 81 81 81,00 5,00
86 0 0,00

En relacion al pronostico de la esperanza de vida para él y su
hermano, como Christiaan tenia en ese momento 40 anos, a los 35
anos le restarian 17 anos y 6 meses y a los 46 anos le restarian 15

anos.
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Mosaico en homenaje de Christiaan Huygens en la calle

Leidesestraat de Amsterdam.

Por interpolacion, encontré que a su hermano le restaria 16 anos y
6 meses, con lo que lo que la edad de muerte prevista para su

hermano fue de 56 anos y 6 meses.

§. El calculo de probabilidades de Christiaan Huygens

Christiaan utilizo los mismos datos que Lodewijk, pero razono de
modo diferente, en forma de juegos y apuestas, en una carta
dirigida a su hermano con fecha de 21 de noviembre de 1669.
Lodewijk pensaba que el juego era justo desde el momento en que la
vida media de una persona de 6 anos y de otra de 20 coincidian,
tenian iguales esperanzas de vida, y todavia vivirian 20 anos. Segun

Christiaan, la media puede no ser representativa porque los datos
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presenten gran dispersion, por ejemplo, que de 100 personas, 90
mueran antes de los € anos y los 10 restantes vivan 152 anos y 2
meses. La suma de los anos vividos seria 1822 pero ninguna de

ellas habria vivido realmente 18 anos y 2 meses.

Colbert presenta a los miembros de la Real Academia de Ciencias a
Luis XIV. Segun algunos investigadores, Huygens es el noveno por la

izquierda.

La aproximacion de los hermanos era diferente. Cuando Lodewijk
multiplicaba 36 muertes por la marca de clase del intervalo, 3 anos,
lo que estaba calculando eran los anos vividos por aquellos
fallecidos antes de los 6 anos. Si sumamos estos productos y lo
dividimos entre 100 lo que sale es la «esperanza matematica» o
«esperanza de vida» al nacer. Pero aunque la esperanza de vida al
nacer es de 18 anos y 2 meses, nadie ha vivido ese tiempo, sino que

la realidad es que la mayoria de ellos muere antes de los 6 anos. Su
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«wida probable» o «apariencia» es menos de 6 anos, aunque su vida
media sea de 18,2 anos.
En términos de juego justo, como 40 personas viven a los 16 anos y
60 han fallecido, para apostar con igual ventaja, hay que apostar 2
contra 3 sobre su vida. Christiaan consideraba las tasas de
mortalidad de Graunt probabilidades independientes del tiempo,
como si se generaran tirando un dado. Consideraba la tabla de vida
como una loteria con 100 papeletas, de las que 36 tienen el valor 3,
24 el valor 11, etc. y, por tanto, calculaba la esperanza de vida como
en su libro De ratiociniis in ludo aleae. En el caso de dos personas de
6y 20 anos:

* Entre los 6 y los 26 anos, hay 39 fallecimientos. Como hay 25

personas que sobreviven a los 26 anos, las oportunidades de

que una persona de 6 anos viva 20 anos mas estan 26:39.

* Entre los 16 y los 36 anos, hay 24 fallecimientos. En la

medida en que se cuentan 16 personas que sobreviven a la

edad de 36 anos, las oportunidades de que una persona de 16

anos consiga vivir 20 anos mas son 16:24, es decir, 2:3.

De esta manera, para una persona de 6 anos existen 25
oportunidades contra 39 de que logre vivir al menos 20 anos y 2:3 a
la edad de 16 anos. Para decirlo con otras palabras, es posible
encontrar dos personas de 6 y 16 anos con idénticas esperanzas de
vida, en este caso 20 anos, pero distintas «vidas probables» o

«apariencias», puesto que no es lo mismo apostar porque una vida
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alcance los 20 anos cuando una persona tiene 6 anos que cuando
tiene 16.
«Es un poco mas aparente para un hombre de dieciséis anos que
para un hombre de seis anos vivir todavia veinte anos mas.»
Christiaan Huygens, carta a su hermano Lodewijk, 21 de

noviembre de 1669.

En la carta de 21 de noviembre, Christiaan traté el calculo de la
esperanza de vida de varias personas. Resolvio la cuestion de
cuanto viviria la ultima de dos personas de 16 anos imaginando que
cada una de ellas extraia una papeleta de entre 40 (40
supervivientes a partir de 16 anos), cuyos valores eran la edad de
los fallecidos, punto medio del intervalo correspondiente, menos 16,
es decir, ty -16 y las oportunidades eran los fallecidos en cada edad,
dy.

Tenemos dos personas x e y, cada una de las cuales saca una
papeleta con valores Tx y Ty, los tiempos de vida que les restan por
vivir, y se busca la esperanza de la variable T = max {Tx, Ty}.

Christiaan se basaba en laideade que T=tsi Ty <ty T=Tysi Ty >t
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Punto medio del| Tiempo de vida | Oportunidades
intervalo & restante Ty=fy-16| asociadas dy
2 5 15
31 15 9
41 25 6
51 35 4
61 45 3
71 55 2
61 85 1

Supongamos que Tx = 15, esto es, que la persona x fallece en el
intervalo (26,36), asi tenemos que hay 15 papeletas que dan Sanos
(los numeros de fallecidos a esa edad), 9 que dan 15 anos, 6 que
dan 25 anos, 4 que dan 35 anos, 3 que dan 45 anos, 2 que dan 55
anos y 1 que da 65 anos. Las personas (x e y) tomaran dos
papeletas y aquella que extraiga la del valor mas alto sera la
solucion del problema, sera la vida del altimo superviviente.

A continuacion, Christiaan distribuyo las 9 muertes en ese intervalo
(26,36) de 10 anos y senald que habia 4,5 oportunidades para T; <
15y 4,5 para Ty € (16, 20). Para T, = 25 utilizo el atajo de considerar
el tiempo de vida esperado de la tabla de Lodewijk, que daba 53,50 -
16 = 37,5 como valor de la variable para los 16 casos considerados

donde
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T/Ty= 15 Oportunidades

15 15+¥45-19.5
18 4,5
37,5 16

y calculo lo que hoy llamamos

E(T/T, = 15) = (19,5)15+ (4,5)18 + (16)37,5 i

Utilizando un razonamiento analogo al anterior para todos los
posibles valores de Tk, calculando las esperanzas condicionadas se

obtiene:

Tiempo de vida | Tiempo de vida | Oportunidades
restante ty restante E=(7/7Tx) | asociadas dy
S 20,3 15
15 24.3 9
25 30,2 6
35 37,6 4
45 46,1 3
55 55,3 2
65 65,0 1
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La vida media o esperanza puede hallarse a partir de una

condicional como:

E(T)=E(T/T,) =

_ (20,3)15+(24,3)9+ (30,2)6 + (37,6)4 + (46,1)3+ (55,3)2+ 65
= - =

E(T) =E(T/T,)= 29322

luego una de las dos personas vivira hasta la edad de 16 + 29,22 =
45,22 anos.

Igualmente, Christiaan Huygens resolvio la ecuacion en ¢,

lx+t = 1/2 lx

donde, son los supervivientes a la edad x. La solucion es la
mediana, el tiempo de vida restante mediano o el tiempo de vida
probable. Afirmo6 que se puede apostar con igual ventaja a que viva
11 anos, es decir, la mediana es 11, mientras que la esperanza de
vida es igual a 18. Creia que la esperanza matematica era util en el
calculo de rentas vitalicias y la vida probable o apariencia era
aplicable a las apuestas.

Christiaan envio también a su hermano una grafica de la funcion de
supervivencia S(x), la complementaria de la funcion de distribucion,
es decir, 1 - E(x), creada a partir de los datos de Graunt, mediante la

cual es posible averiguar, por ejemplo, el numero de personas de las
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Figura 1 100 que quedan después de los 20

2 2 3

anos, sin saber mas que el valor de la

ordenada en el punto de abscisa 20 o

3

la mediana. Graficamente, la vida
probable de un nino al nacer es el

valor de abscisa 11 que se corresponde

con el valor 50 por ciento de

Vida prohatie
s T . ,
3 supervivientes (figura 1).
[\ | TeCo = 1 A e hey
0 0 X 0 & 50 6 I 80 20 Ko
Eded También es posible encontrar el

tiempo mediano que resta a una persona que ha cumplido los 20

anos, es decir, se trataria de hallar un valor tal que:

P[X<20+xm/X220] = PIX220 + xm/X>20],

o lo que es lo mismo, un valor tal que:

S(20+xm) = S(20)/2

Graficamente consistiria en obtener un segmento CD de altura la
mitad de la ordenada AB que soporta la abscisa del valor A = 20,
mover dicho segmento a lo largo del eje X y cuando el extremo de
dicho segmento toque la curva de supervivencia la vida probable
seria la diferencia entre la edad correspondiente a esta abscisa y 20,

es decir, la distancia AC (figura 2).
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Igualmente, en una carta del
28 de noviembre de 1669 Figura 2
Christiaan envid a Lodewijk
una curva de esperanza de
vida en funcion de la edad, a
partir de los datos de Graunt
Aunque preferia el calculo de

la vida probable no

rechazaba de la vida media )

(figura 3).

Figura 3

Edad

§. Aplicaciones: el problema del ausente y la duracion de los
matrimonios

Los estudios de los hermanos Huygens sobre la esperanza de vida
influyeron en la obra de otros matematicos. Asi, Nikolaus Bernoulli,
en el tercer capitulo de su tesis De usu artis conjectandi in jure,
publicada en 1709, aplicaba la teoria de la probabilidad al derecho y
trataba el «problema del ausente», es decir, cuando una persona

ausente debe considerarse muerta legalmente.
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Para los herederos esta cuestion era importante al objeto de conocer
cuando podrian disponer de los bienes del ausente. Los juristas no
se ponian de acuerdo en el numero de anos que debian pasar.
Nikolaus propuso utilizar la tabla de Graunt y consider6 que una
persona debia ser declarada legalmente muerta cuando hubiera una
apuesta de dos contra uno a que es tuviera mas bien muerta que
viva.

Por ejemplo, ¢cuando debe ser considerada muerta una persona que
sale de su pais a los 20 anos, segun la teoria de Nikolaus? Este

resolvio la ecuacion

lx+t = lx /3

con respecto a t para cualquier x = 0, 6, 16,..., 76 e interpolando en
la tabla de Graunt y redondeando I./3 a enteros, encontréo que el
tiempo t que deberia pasar para que se diera esa condicion era,

como mucho, 25 anos, tal como aparece en la siguiente tabla:

20 | 18 10} 63

L

Luego, «si alguien se hubiera ido en la veintena o treintena de su
vida, por ejemplo, y ha estado ausente veinticinco anos, y no se
sabe nada de €l en ese tiempo, el juez deberia declararlo legalmente

muerton».
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En el capitulo 2 de su tesis, Nikolaus, al igual que Christiaan
Huygens, abordo el problema de la esperanza de vida o del tiempo
de vida mediano, utilizando esperanzas condicionadas. Nikolaus
pensaba que la probabilidad de sobrevivir a cierta edad no puede
calcularse a priori, razonando como si de un juego de azar se
tratara, sino que podia ser estimada de las observaciones, por
ejemplo analizando cuantas personas de 300 sobreviven en un
periodo de 10 anos, al igual que se hace en la tabla de mortalidad
elaborada por Graunt a partir de la recopilacion de muchos datos
sobre decesos de personas.

También calculo, al igual que Lodewijk Huygens, la esperanza de
vida para un recién nacido, mediante una serie de formulas
recursivas, fijandola en 18 !1/50 anos, y la vida restante mediana, al
igual que Christiaan, en 11 5/¢ anos.

Daniel Bernoulli publico en 1768 una memoria titulada Duratione
media matrimoniorum, pro quacunque coniugum anetate, aliisque
quaestionibus affinibus, donde estudiaba la duracion de los
matrimonios, es decir, la esperanza de vida de un matrimonio.

Lo hizo a través de un modelo de urnas en el que hay bolas
emparejadas marcadas con el mismo numero, que se van
extrayendo sin «emplazamiento y, por tanto, se van produciendo
rupturas de parejas. Cabe preguntarse, en primer lugar, ccuantas
parejas permaneceran juntas y cuantas se habran roto?

Si n es el namero inicial de parejas en la urna y r la cantidad que
permanece después de 2n - r extracciones, entonces el numero

esperado de parejas que se mantienen intactas viene dado por
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r(r—1)
E(x) =———
(x) dn—2
Si el numero de parejas iniciales n es suficientemente grande y el
numero de bolas r también, el valor medio anterior se puede

aproximar por:

7.2

E(X)=a

Con los dos conyuges teniendo la misma edad, asumiendo el mismo
riesgo de muerte para ambos sexos a la misma edad y utilizando el
mismo meétodo que el empleado por Lodewijk Huygens en la carta
enviada a su hermano el 22 de agosto de 1669, obtuvo la siguiente
tabla que facilita la esperanza de vida de los matrimonios,

considerando de cinco en cinco anos

Anos de Duracion media de los Anos de Duracion media de los

edad matrimonios edad matrimonios

20 23 afnos y 10 meses 55 9 anos y 9 meses
25 21 anos y 3 meses 60 8 anos y un mes
30 18 anos y 10 meses 65 6 anos y 2 meses
35 16 anos y 8 meses 70 4 anos y 6 meses
40 14 afios y 9 meses 75 3 anos y 4 meses
45 12 anos y 10 meses 80 3 anos

50 11 anos y un mes

141 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

Asi pues, la correspondencia entre los hermanos Huygens genero
conceptos como los de esperanza de vida o de vida probable, media
versus mediana, que se encuentran en el inicio de ios estudios

demograficos.

§. El calculo de las anualidades

Christiaan también se carted con otros discipulos de Van Schooten,
como Johan de Witt o Johannes Hudde, ambos hombres de estado,
entre cuyas ocupaciones figuraba el generar ingresos para las arcas
de las Provincias Unidas a través de la venta de anualidades.

En 1671, Johan de Witt mantuvo correspondencia con Christiaan
Huygens relacionada con el calculo de anualidades. Ya el derecho
romano fijaba que al menos un cuarto del total de las propiedades
de un testador, lo que hoy se llama «a legitima», deberia

corresponder a los herederos.

Johan de Witt: matematico y primer ministro
La vida de Johan de Witt (1625-1672) guarda un cierto
paralelismo con la de Christiaan Huygens. Nacido en la
ciudad holandesa de Dordrecht, al igual que €l estudio leyes
en la Universidad de Leiden y en la universidad protestante
francesa de Angers (Francia), y matematicas en la casa de
Van Schooten. Junto a su hermano Cornelius visité Francia,
Italia, Suiza e Inglaterra y a su vuelta se instalo en La Haya

como abogado. Su obra mas importante fue Elementa
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curvarum linearum publicada también por su profesor Van
Schooten dentro de La geometria de Descartes. De Witt era
capaz de reducir todas las ecuaciones de segundo grado en x
e y a formas canonicas y reconocer cuando representaban
una elipse, una parabola o una hipérbola. Como actuario
publico, en 1671, el Tratado sobre anualidades de vida,
donde realiz6 el calculo de
anualidades de diversos
productos financieros que el
Estado puso en marcha para

conseguir mayores ingresos.

Gran Pensionario
En 1653 Johan de Witt fue

nombrado Gran Pensionario, un

cargo parecido a primer ministro
de las Provincias Unidas, en nombre del partido republicano
que tenia sus apoyos entre la rica clase comerciante
holandesa y enfrentado a la faccion Orange, popular entre
los artesanos y las clases mas bajas de la sociedad- Desde
1654 a 1665 consolido las finanzas de las Provincias Unidas.
Tras participar en varias guerras contra Inglaterra, en 1667
firmo el Tratado de Breda y en 1668 un acuerdo entre las
Provincias Unidas, Inglaterra y Suecia. En 1672, Francia
invadio las Provincias Unidas y tanto €l como su hermano

Cornelius fueron acusados de colaboracionismo. Las
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Provincias Unidas lograron salvarse anegando las tierras,
pero el 24 de julio de 1672 su hermano fue arrestado bajo la
acusacion de querer asesinar al principe de Orange, y dos
semanas después Johan fue obligado a dimitir como primer
ministro. El 20 de agosto, cuando iba a visitar a su hermano
a la carcel en La Haya, ambos fueron asesinados. Un comité
rebusco en vano pruebas inculpatorias entre los papeles de

Cornelius, pero «no encontro nada, solo honor y virtud».

Ese cuarto se podria disfrutar de por vida o hasta la mayoria de
edad, por ejemplo, recibiendo una determinada cantidad pagadera
cada cierto periodo de tiempo. Ulpiano, un jurista romano del siglo
IIT a.C., elabor6 una tabla que fijaba la duracion de la anualidad que

debia recibir el beneficiario en funcion de la edad del mismo:

Edad del Duracion de la Edad del Duracion de la
beneficiario anualidad en anos beneficiario anualidad en anos

1 30 60 S5

10 30 70 5

20 28 80 S

30 22 90 S5

40 19 95 5

50 9

Dicho de otra manera, en términos de anualidades, a los 10 anos
habia que pagar 30 unidades monetarias para obtener una unidad
monetaria de por vida, mientras que a los 65 anos solo habia que

pagar 5.
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En 1671, las Provincias Unidas, acuciadas por los gastos de la
guerra contra Francia, habian decidido elevar los ingresos de las
arcas estatales mediante la venta de anualidades. Para el Estado era
una buena forma de financiarse y para el adquiriente, también, ya
que una renta vitalicia era una manera de asegurarse un ingreso
regular proveniente del Estado. Por ejemplo, el Estado podia proveer
a una viuda un ingreso regular hasta su muerte a cambio de una
cantidad fija de dinero por adelantado. Cuando se hablaba de que el
precio de una anualidad de vida era de 14 anos, significaba que el
precio de compra deberia ser 14 veces el pago anual que se recibia
del Estado.

Ese mismo ano 1671, Johan de Witt, como Gran Pensionario de
Holanda, escribio un informe titulado « Waerdye van Lyf-renten Naer
Proportie van Los-Renten» («Valor de las anualidades de vida en
proporcion a las anualidades reembolsables»), que presento a los
Estados Generales. En ese tiempo, las anualidades eran a 14 anos,
con una tasa de interés del 4 por ciento. De Witt probo que era
ventajoso, incluso para un nino de 3 anos, comprar una anualidad
de al menos a 16 anos y calculo también los precios de compra para
otras edades. Recomendaba vivamente que los ninos, una vez
superadas las enfermedades de la infancia, adquirieran este

producto financiero.
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Precio de la anualidad

Edad Ulpiano de Witt
del beneficiario (200 a.C.) (1671)
1 30 16
10 30 15,19
20 28 13,83
30 22 12,22
40 19 10,39
S0 9 8,68
60 S 6,70
70 ) 3,77
80 S 0
90 S 0
95 S 0

De Witt se opuso a la venta de anualidades a precio fijo y propuso la
venta de anualidades de vida en funcion de la edad del adquiriente.
Comenzo su informe definiendo, al igual que Christiaan Huygens, la
esperanza de una variable aleatoria. Después dividio la edad de las
personas en cuatro intervalos: 3-53, 53-63, 63-73 y 73-80 y supuso
lo siguiente. En primer lugar, dentro de cada periodo es igualmente
probable que una persona muera en la primera mitad del ano que
en la segunda En este sentido, estableci6 una analogia entre la
muerte de una persona y el lanzamiento de una moneda a cara o
cruz. Este argumento de la equiposibilidad lo tom6 de Huygens.

En segundo lugar, De Witt argumenté a favor de una curva
uniforme de mortalidad hasta los 53 anos. A partir de esa edad, la
probabilidad de morir en un ano dado del segundo intervalo es 3/2

veces la probabilidad de morir en un ano del primer intervalo y los
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correspondientes factores para el tercero y cuarto intervalo son 2 y
3.

De Witt, al igual que Christiaan Huygens, considero la distribucion
del numero de fallecidos como una funcion de probabilidad, usando

como unidad de tiempo no el ano, sino el medio ano o el semestre.

Johannes Hudde: matematico y alcalde de Amsterdam
Johannes Hudde (1628-1704), como Huygens y De Witt,
estudio leyes en la Universidad de Leiden y matematicas con
Van Schooten. Hijo de un rico
mercader que comerciaba con
productos  importados  del
Lejano Oriente, ocup6 diversos
cargos politicos en su ciudad
natal, Amsterdam, de la que
llegaria a ser alcalde en 1670
durante mas de treinta artos.
En sus escasos nueve anos

como matematico, entre 1654

y 1663, antes de ocupar
puestos en la Administracion. Hudde hizo importantes
aportaciones a la geometria, a la teoria de la resolucion de
ecuaciones y al calculo de maximos y minimos de curvas,
trabajos que lo convierten en uno de los precursores del

calculo diferencial. Es famosa la regla que lleva su nombre.

Los trabajos de Hudde fueron publicados, al igual que los de
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De Witt, por su profesor Van Schooten dentro de la
traduccion al holandés de La geometria de Descartes. Trabajo

también en oOptica fabricando telescopios, al igual que

Huygens, con quien mantuvo correspondencia.

Segun las dos suposiciones tomo6 el numero de oportunidades
(muertes) cada semestre para los cuatro intervalos anteriores
iguales a 1, 2/3, 1/2 y 1/3, contrariamente a lo supuesto en su
segunda hipotesis, y de manera sorprendente cambio la
argumentacion y supuso que la mortalidad decrecia en lugar de
aumentar. Calculo el valor esperado de la anualidad cifrandolo en
16 florines.

De Witt pidio a Johannes Hudde, alcalde de Amsterdam, que
revisara los calculos que €l habia realizado Hudde y dos contables
de los Estados Generales certificaron que los datos eran correctos.
El 20 de octubre de 1671, justamente el dia después de que De Witt
presentara ante los Estados Generales su informe, Hudde le envio
su tabla de mortalidad y tres dias mas tarde la mandé a Christiaan
Huygens. Todo parece indicar que Hudde -conocia Ila
correspondencia establecida entre los hermanos Huygens en 1669.
De Witt observo que los datos ofrecidos por Hudde eran algo
diferentes a los suyos pero que se podrian aproximar y modelizar a
través de fracciones, como se ve en la tabla siguiente, que muestra
las probabilidades de fallecimiento de los supervivientes, segun las

diversas hipotesis:
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Edad Hipotesis de  Hipotesis de Revision con los Nueva propuesta

De Witt Hudde datos de Hudde de De Witt
50-54 0,255 0,139 0,160 1/6
55-59 0,263 0,161 0,205 1/5
60-64 0,321 0,192 0,259 1/4
65-69 0,394 0,238 0,322 1/3
70-74 0,565 0,313 0,468 1/2
75-79 1,000 0,455 0,591 3/5
80-84 0,833 0,704 2/3
85-89 1,000 0,813 7/9
90-100 1,000 (55 |

Tanto De Witt como Hudde comprobaron la bondad del método
teorico que ellos habian construido, comparandolo con datos reales
extraidos de miles de casos de beneficiarios de anualidades, como la
edad de compra de la anualidad y la duracion de pagos hasta su
muerte. De Witt encontré disparidades con sus datos técnicos, al
observar intervalos de edades donde ios beneficiarios ' recibian por
término medio hasta 18 florines y no 16 como €l pronosticé. Hudde,
por su parte, estudié 796 personas que habian comprado una
anualidad de no mas de 10 anos de un registro de 1495
beneficiarios, entre los anos 1586-1590 en Amsterdam, y calculo
una anualidad media para ellos de 17,6 florines, donde De Witt
habia calculado 17,9.

Autores recientes consideran que la eleccion del precio medio de la
anualidad de 16 florines por parte de Johan de Witt tuvo que ver
mas con calculos politicos, con su faceta de Gran Pensionario, que
con la de matematico. Conociendo los valores medios de las

anualidades pagadas para los cuatro intervalos: 3-63, 53-63, 3-73 y
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73-80 y utilizando como unidad intervalos de medio ano, la
siguiente tabla muestra el valor de la anualidad en tres escenarios
diferentes, es decir, con tres distribuciones de muertes diferentes: la
primera corresponde con los factores 1, 3/2, 2 y 3, la segunda con
una distribucion uniforme y la tercera con la usada por De Witt con

factores 1, 2/3, 1/2y 1/3:

Intervalo Valor real medio Numero de muertes
(semestres) de la anualidad

0-99 14,076 100 x 1 100 100 x 1
100-119 22,280 20 x 3/2 20 20 x 2/3
20-139 23,243 20 x 2 20 20 x 1/2
140 - 153 23,816 14 x 3 14 20x1/3
Total 212 154 128
Valor de la X 18,90 1722 16,00
anualidad

De las posibles opciones de valor de la anualidad, De Witt escogio6 la
de 16 florines, la mas cercana a la que se hallaba entonces
establecida de 14 florines, ya que un crecimiento de 14 a 19 no
hubiera sido aprobado por los Estados Generales y ademas podria
dar la impresion de que el Estado no pagaba lo justo a los
compradores de las rentas vitalicias. La disminucion de los ingresos
de los atados compradores, muchos de ellos viudas, le granjearon la
animadversion del pueblo llano. En este sentido se impuso el
politico al matematico. En 1672, la ciudad de Amsterdam ofrecio
anualidades en funcion de la edad del adquiriente pero a un precio

a 10 anos inferior al estipulado por De Witt y Hudde, achacable a la
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necesidad de dinero, al crecimiento de los tipos de interés y al miedo

a la inflacion tras la guerra.

De Witt y Hudde también discutieron sobre el valor de la anualidad

en base a la mortalidad de los beneficiarios y el calculo de las

anualidades para dos o mas personas. En una carta a Hudde, De

Witt exponia:
Existe una conviccion generalizada de que la renta vitalicia para
dos personas para una compra de 17 anos es mucho mdas
ventajosa que la de una sola por una compra de 14 anos y
hasta podria ser que una renta mancomunada si se vendiese
por una compra de 18 anos seria preferible a la de una sola
persona por una compra de 14 anos; como esto podria producir
una ventaja notable para la republica, es, en mi opinién, de la

mayor importancia dejar a la gente en esta conviccion.

De Witt presenté asimismo un método para encontrar el valor de la
anualidad basada en el ultimo superviviente de un conjunto de
personas. Asi, por ejemplo, un conjunto de 8 personas jovenes de la
misma edad que tengan diferentes esperanzas de vida: 7, 15, 24,
33, 41, 50, 39 y 68 anos. A partir de la tabla de anualidades halla
que la anualidad promedio es de 17,2 florines. Por otra parte, la
anualidad real que recibe una persona que ha vivido 68 anos, es de
23,3 florines. Asi, el valor de las anualidades entre 1 y 8 se
encontrara entre 17,2 y 23,3 florines. Para mvidas, habra 8 sobre m
combinaciones, 2 < m < 8, de las 8 edades y a cada combinacion le

corresponde la anualidad de mas larga duracion. La media de esas
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anualidades reales ponderadas por unos coeficientes binomiales nos
dara el valor buscado. El método utilizado por De Witt es mas
simple que el empleado por Christiaan Huygens para calcular la
esperanza de vida, lo que indicaria que aquel, a diferencia de
Hudde, no llego a conocer la correspondencia existente entre los
hermanos Huygens. Una renta viajera es una renta que se paga
anualmente hasta la muerte del beneficiario. En 16353, las
Provincias Unidas decidieran establecer una tasa del 5 por ciento a
las rentas viajeras adquiridas por transmision después de una
muerte (estas rentas se suscribian normalmente sobre la cabeza de
una tercera persona que se podian transmitir por herencia). Hacia
falta, por tanto, calcular el valor de esas rentas en funcion de la
edad de la persona sobre cuya cabeza habia sido suscrita. También,
a lo largo de 1670 y 1671, los Estados Generales, ante la previsible
invasion de las Provincias Unidas por Financia, posibilidad que
después se confirmaria, decidieron aumentar la asignacion
presupuestaria a los ejércitos y para ello crearon una comision para
decidir qué medidas serian mas convenientes para conseguir esos
ingresos extraordinarios. Se propuso, por ejemplo: doblar durante
un ano la tasa sobre la harina; endeudarse, emitiendo unas rentas
al 4 por ciento amortizable al cabo de 43 anos (0 una renta a un
interés mas elevado pero con un periodo de amortizacion mas
pequeno), o emitir un préstamo en rentas viajeras en forma de
tontinas al 1/14 por ciento sobre una cabeza o al 1/17 por ciento

sobre dos cabezas o personas.
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Es aqui donde, Johan de Witt presento a los Estados Generales su
informe «Waerdye van Lyf-renten Naer Proportie van Los-Renten»
(«Valor de las anualidades de vida en proporcion a las anualidades
reembolsables»). De Witt argumento que para los Estados eran mas
conveniente la emision de rentas viajeras de 16 florines de valor
medio que las rentas amortizables al 4 por ciento.

Otro tipo de producto financiero en boga en el siglo XVII eran las
llamadas «tontinas». Una tontina se establece cuando una serie de
personas (accionistas) se ponen de acuerdo para establecer una
sociedad en la que heredan las rentas y réditos de los que mueren.
Se acaba la obligacion cuando llega a fallecer el ultimo de los
accionistas de los que la suscribieron. Cada participante paga una
suma para la tontina y cuando muere alguno de los participantes se
reparten los dividendos de este entre los supervivientes, hasta que
queda solo uno vivo, que se quedarla con todo el capital.

En el modelo original, el dinero que no fuera empleado, por diversas
causas —porque ninguno de los participantes quedara vivo, el
legitimo dueno no quisiera disponer de é€l, etc.—, se destinaria en
ultima instancia al Estado, que lo emplearia para obras publicas.
Una tontina introduce un elemento de azar para el comprador de la
misma ya que sus réditos dependen de la vida media de las otras
personas de su mismo intervalo de edad que adquieren este
producto financiero. Con el tiempo las tontinas no tuvieron buena
prensa debido a que en algunos lugares donde se implantaron se

produjeron asesinatos entre miembros que las habian suscrito para
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cobrar mas intereses y, en ultima instancia, hacerse con el capital

inicial.

§. La importancia de los conceptos de vida media y vida
probable

La correspondencia de 1669 entre los hermanos Huygens establecio
la diferencia entre «esperanza» (vida media) y «apariencia» (vida
mediana o probable). Con la vida media se calculaba el numero de
anos que una persona puede esperar vivir mientras que la vida
probable se calculaba el numero de anos donde existe la misma
probabilidad de llegar a esa edad como de no llegar a ella. Lodewijk
calculaba lo que €l llamaba «resto de vida» (vida media) basandose
en el numero total de anos vividos por personas que sobreviven a
una determinada edad, mientras que Christiaan razono en términos
de una apuesta equitativa: ¢qué ocurre con dos personas con igual
vida media pero donde la probabilidad de alcanzar esas edades es
diferente? La respuesta a esa pregunta es su concepto de «vida
probable». Christiaan trabajaba con probabilidades y con la nocion
de juego justo al igual que lo hizo en su tratado De ratiociniis in ludo
aleae. Fue el primero en dibujar una funcion de supervivencia y de
utilizarla para calcular vidas medianas.

Los dos hermanos Huygens llegaron al acuerdo de que la vida media
debe aplicarse a las rentas viajeras y la vida probable a las
apuestas. A lo largo del siglo XVIII los matematicos fueron mas

proclives a utilizar la vida media en vez de la vida probable.
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Christiaan Huygens fue el primero en dar a los datos de la tabla de
mortalidad de Graunt una interpretacion probabilistica y el primero
en ver que la recién creada ciencia de la probabilidad tenia
aplicaciones mas alla de los juegos de naipes o de dados.

En las Provincias Unidas del Norte Hudde y De Witt, con un bagaje
matematico como los hermanos Huygens, tenian la necesidad de
allegar recursos al incipiente Estado a través del calculo de
anualidades y la venta de rentas vitalicias. La correspondencia de
Christiaan con Hudde y De Witt muestra la utilizacion de la
distribucion del numero de fallecidos como funciones de
probabilidad y la busqueda de funciones que se ajustaran a los
datos de beneficiarios de anualidades lo mejor posible. Digamos que
en ello le iban las arcas de su nacion y su prestigio politico.

Asi pues, la correspondencia de Christian Huygens sobre el calculo
de la esperanza de vida con su hermano y de anualidades de rentas
vigjeras con Hudde y De Witt se encuentra en la base de la

demografia y el calculo actuarial actual
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Capitulo 4
La curva para los relojes de péndulo
En 1673 Christiaan Huygens publicé la que algunos
consideran su obra magna, el Horologium oscilatorium, en la
que combiné sus facetas de matematico, fisico e inventor.
Las importantes propiedades tedricas que dedico de la curva
cicloide se encuentran en la base de la precision de los
relojes de péndulo disenados y construidos por él. El reloj de
péndulo se convirtio asi en el instrumento mas apropiado
para determinar la longitud en alta mar, por lo que favorecié

los viajes maritimos alrededor del planeta.

En 1670 Christiaan Huygens se traslado a su pais debido a una
grave depresion que le acech6 en diversos momentos de su vida.
Antes de abandonar Paris llamo6 al embajador inglés para pedirle
que sus trabajos fueran publicados por la Royal Society, ya que,
segun su parecer, la Real Academia de Ciencias corria el peligro de
disolverse debido a las envidias existentes entre sus miembros.

Recuperado de su enfermedad, Huygens volvio a Paris en 1671. Sin
embargo, Francia habia invadido las Provincias Unidas, lo que le
colocaba en una situacion dificil en la Academia, pues era visto por
algunos como un espia mas que como un hombre de ciencia.
Durante este tiempo también recibio las criticas de miembros de la
Academia, como Gilles de Roverbal, que consideraba que los anillos

de Saturno se debian a vapores que emanaban de su ecuador.
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El 11 de enero de 1672, el secretario de la Royal Society, Oldenburg,
escribio a Huygens dandole noticias de la invencion de un nuevo
telescopio por parte de Isaac Newton (1643-1727), profesor de
matematicas de Cambridge. Se trataba del telescopio de reflexion
alejado de los de refraccion construidos por Huygens que exigian
tubos cada vez mas largos. El cientifico neerlandés lo encontro
«bonito e ingenioso» y agradecio a Oldenburg las noticias del

«maravilloso telescopio del monsieur Newton»

§. El Horologium Oscillatorium

En 1673 Huygens publico una de sus obras mas conocidas:
Horologium oscillatorium: sitie motu pendutorum ad horologia aptato
demostrationes geometricae, que dedico al rey de Francia Luis XIV, a
pesar de que este habia declarado la guerra a su pais. En realidad,
el cientifico neerlandés publico en estos anos tres escritos
importantes sobre el tema del reloj de péndulo o quiza fuera mejor
decir que lo que hizo fue ir trabajando sobre un primer escrito a lo
largo de catorce anos: el Horologium de 16359, el Kort Onderwys de
1665 y, por fin, el Horologium oscillatorium de 1673.

En el Horologium de 1659 Huygens dio a conocer la aplicacion del
reloj de péndulo como sistema para marcar periodos de tiempo con
precision. En enero de 1663 colabor6é con el inventor escocés
Alexander Bruce (1629-1681), conde de Kincardine, en Ila
construccion de dos relojes de péndulo. En 1665, Huygens publico
el Kort Onderwys, obra practica dedicada a los capitanes de barco

que debian transportar el reloj de péndulo para la determinacion de
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la longitud en alta mar, iria completando este primer manual hasta
que en 1673 decidié publicar Horologium oscillatorium, donde
mostraba que la cicloide era la curva que necesitaba para construir
relojes de péndulo precisos.

El Horologium oscillatorium consta de cinco partes. Excepto la
cuarta, escrita en 1664, las restantes partes de la obra estan
escritas en los tres meses del otono de 16359. La primera describe el
mecanismo del reloj disenhado por Huygens. Consistia en una
cadena sin fin, una lenteja al final del péndulo que minimizaba la
resistencia al aire, unas pesas que ajustaban el movimiento de
oscilacion y un par de laminas en forma de cicloide invertido, que
forzaban el péndulo a describir ese camino.

La segunda parte del Horologium oscillatorium esta dedicada al
estudio de los cuerpos en caida libre, por planos inclinados y a lo
largo de curvas. El libro demuestra que el tiempo de caida de un

cuerpo por una curva cicloide invertida Fi
igura 1

no depende del punto de partida, es
decir, la cicloide es tautocrona e
isocrona, con lo que la duracion de los
movimientos del péndulo es la misma. A \

La tercera parte introduce la teoria de las &

evolutas. La curva ABC se llama

«evoluta» del latin evolvere (desenrollar).

Los puntos de la evoluta al desenrollarse

crean otra curva AST denominada «involuta». Huygens relaciona la

evoluta y la involuta mecanicamente. Las tangentes de la evoluta
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son lineas normales a la involuta y dichos papeles de involuta y
evoluta se pueden intercambiar (figura 1).

La cuarta parte, escrita en 1664, compara el péndulo fisico con el
péndulo ideal o matematico, Un péndulo (del latin pendulus,
colgante) es todo cuerpo que puede oscilar con respecto a un e€je fijo.
Un péndulo ideal, simple o matematico, es todo cuerpo de masa m
(sumamente pequena), suspendido por un hilo inextensible y sin
peso. Si en el extremo del hilo suspendemos un cuerpo cualquiera,
obtendremos un péndulo fisico. Llamaremos una oscilacion simple a
la trayectoria descrita entre dos posiciones extremas. Y definiremos
tiempo de oscilacion simple t al tiempo que emplea un péndulo en

efectuar una oscilacion simple y que es aproximadamente igual a:

De la observacion de la anterior formula podemos sacar varias
conclusiones. La primera es que el tiempo de oscilacion es
independiente de la masa, ya que no figura en la formula. La
segunda es que el tiempo de oscilacion depende directamente de la
raiz cuadrada de su longitud e inversamente de la raiz cuadrada de
la aceleracion de la gravedad.

La ultima parte del libro introduce un reloj conico en el que el
péndulo, en vez de moverse en un plano, rota alrededor de un eje
vertical. Al igual que el reloj cicloidal descrito en la primera parte de

esta obra, este péndulo es también isocrono. Esta parte termina con
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trece teoremas sobre la fuerza centrifuga que justifican el
movimiento isécrono de este péndulo coénico, al igual que los
teoremas de la segunda parte del Horologium oscillatorium
justificaban el movimiento isocrono del reloj cicloidal descrito en la

primera parte de la obra.

El péndulo de Foucault
Un péndulo tiene la propiedad de mantenerse invariable al
modificarse la posicion del plano sostén. Aplicando esta
propiedad, el 26 de marzo de 1851 el fisico francés Léon
Foucault (1819-1868) utilizo un péndulo, que constaba de
una esfera de cobre de veinticinco kilogramos suspendida de
la cupula del Panteon de Paris por un alambre de acero de
setenta y nueve metros de largo, para demostrar que la

Tierra giraba.
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El péndulo de Léon Foucault en el Pantedén de Paris.
Foucault lo habia probado antes, el 3 de febrero de ese

mismo ano, en el Observatorio de Paris con enorme éxito
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entre los asistentes. Dispuso en el suelo una capa de arena
humeda en la cual el fiel de la esfera marcaba los recorridos
de sus oscilaciones. De este modo se observaba que esas
marcas se iban modificando a medida que transcurria el
tiempo. Como el plano de oscilacion era constante eso

significaba que lo que giraba era el suelo, es decir, la Tierra.

8. El concurso de Pascal sobre la curva cicloide

Christiaan Huygens se intereso por el tema de la cicloide a partir de
una carta de Mersenne de 1644, en la que le enviaba el tratado del
cientifico italiano Evangelista Torricelli sobre esta curva, y de un
concurso convocado por Blaise Pascal sobre este problema.

En 1658, una noche que no podia dormir a causa de un dolor de
muelas, Pascal se enfrasco en el estudio de la cicloide y calculo el
area de cualquier segmento de ella. En los siguientes dias, calculo el
centro de gravedad de cualquier segmento de una cicloide, su
volumen y el centro de gravedad del solido obtenido al girar una
cicloide sobre su eje. Acto seguido, convoco un concurso por el que
ofrecia dos premios, un primero de cuarenta pistolas (moneda de la
época) y otro segundo de veinte pistolas, para quien aportara las
soluciones de esas problemas. Expirado el plazo de tres meses,
publicaria los resultados.

Entre los matematicos que participaron figuraban John Wallis, René
de Sluze y Christopher Wren. Lo cierto es que Wallis no tuvo éxito
con la resolucion de los problemas y otros, como Huygens y Wren,

comunicaron sus descubrimientos sin participar en el concurso.
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Huygens hall6 el area EBF, el segmento completo EBO y la distancia
del centro de gravedad del segmento de la base EO, y dedujo el
volumen del solido de revolucion alrededor de esta base. También
mejoro el método del calculo de la tangente a la cicloide en el punto
E, que queda caracterizada por la propiedad de ser paralela a la

cuerda BG del circulo generador (figura 2).

El 1 de octubre de 1658 Pascal publico sus resultados en un ensayo
titulado Histoire de la roulette y el 24 el jurado del concurso,
formado por el matematico Gilles de Roberval y el erudito abad
Gallois (1632-1707), declar6 el premio desierto, ya que ningun
matematico habia conseguido resolver todos los problemas, si bien
reconocio que Christopher Wren habia rectificado la cicloide, es
decir, habia encontrado una linea de longitud igual al arco de la
cicloide.

En enero de 1650, Huygens recibio el resultado de Wallis de que la
longitud de la cicloide era ocho veces el radio del circulo que la
generaba, pero, sin la demostracion. Comprobo el resultado de Wren
y comunico a Wallis que €l mismo habia descubierto una

demostracion general.
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La demostracion de Huygens de la rectificacion de la cicloide corre
paralela a la usada para descubrir el isocronismo de esa misma
curva. Trabajo con triangulos infinitesimales que transformo6 en
triangulos no infinitesimales, envolviendo cuerdas y senos. Aplico
resultados de calculo de areas a través de sumas infinitas de
segmentos o de sus senos, ya que no se conocian todavia las
técnicas del calculo infinitesimal.

Con las técnicas actuales es mucho mas facil llegar a dicho
resultado. La longitud de arco de una curva entre dos puntos Ay B,

se calcula mediante la integral:
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Para el caso de que A « (0,0) y B = (2rtR,0) la anterior integral

quedara como:

2w
L= f \/Rz(l —cosa)?+ R?sen?ada =

0

2w
=R\/§f Vv1—cosada
0

Y utilizando la formula del angulo mitad:
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quedara:
L= R\/ﬁf Vv1—cosada = R\/E\/ff sen (%)da = 8R
0 0

luego la longitud del arco de la cicloide es ocho veces la longitud del

radio del circulo que lo genera.

§. Réplica del experimento de Mersenne

Galileo queria encontrar la longitud del péndulo que batia el arco en
un segundo y usarlo para determinar la distancia recorrida por un
cuerpo en caida libre en ese segundo. Marin Mersenne concluyo6 que
el péndulo que batia los segundos deberia tener una longitud de
tres pies reales parisinos y en 1647 habia realizado el siguiente
experimento al objeto de comparar matematicamente la caida de la
lenteja del péndulo a lo largo de un cuarto de circulo con la caida
libre de un cuerpo a través de la longitud del péndulo: Dejo caer, a
la vez, una bola en caida libre al suelo y simultaneamente una
lenteja de un péndulo de tres pies de longitud sobre una pared.
Ajusto la altura de lanzamiento de la bola y la lenteja del péndulo
hasta que los sonidos de ambos, al chocar contra el suelo y la

pared, coincidieran, y determino la distancia recorrida por la bola en
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caida libre en el tiempo que el péndulo choca contra la pared.
Mersenne observo también que el tiempo de caida a lo largo del

cuarto de arco era menor que el tiempo de caida a lo largo de la

cuerda que sustenta el arco (figura 3). ¢ A
Durante el mes de octubre de 1659,
Christiaan Huygens replico el
experimento de Mersenne. Obtuvo que
en los movimientos circulares la fuerza
centripeta (attractio) se duplica cuando

la longitud del péndulo se duplica, si el -+

. Figura 3
tiempo permanece constante; y la <

fuerza se cuadriplica si la velocidad se duplica, permaneciendo
constante el radio. A final de cuentas, el matematico concluyo que
la fuerza centripeta es inversamente proporcional al radio.

Todo esto se puede expresar en notacion moderna como:

F=m2/R

Huygens fue capaz de ajustar el diametro de un circulo para que la
fuerza centrifuga de un cuerpo fuera igual a su peso, usando como
aceleracion de la gravedad catorce pies por segundo.

Seguidamente, Huygens le anadi6 una dimension mas a su
problema. Consider6 un cuerpo que se movia por un plano
inclinado y cuya fuerza centrifuga era contrarrestada por el peso del
cuerpo. Asi, el peso D es al peso C como la perpendicular BF es a la

base FA (figura 4).
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En este caso, el plano inclinado se puede considerar tangente a un
paraboloide en que la bola complete cada revolucion en el mismo

tiempo.

Figura 4

Todas las revoluciones de wun cuerpo viajando en circulos
horizontales sobre la superficie de un paraboloide son efectuadas en

el mismo tiempo independientemente de la amplitud del circulo.
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Aplico estas ideas a tubos parabdlicos y demostro que si la forma
del vidrio es suficientemente empinada, una bola que gire en un
tubo con una pendiente de inclinacion de cuarenta y cinco grados,
dando una revolucion por segundo, descendera a una altura fija del
caliz de vidrio de 8 3/10 pulgadas y permanecera alli sin crecer ni
decrecer su altura, es decir, sin caer al fondo del tubo (figura 5).

Asi con una bola que gire dentro de un caliz de figura parabdlica, la
fuerza centrifuga estara en equilibrio con el peso de la bola a
cualquier altura; de este modo, la bola se movera en tiempos iguales
en todos los circulos de su camino paraboloidal. Se movera mas
rapido (o lento) en una altitud dependiendo de que la fuerza
centrifuga sea mas grande (0o mas pequena) que el peso efectivo en
esa altura y la altitud aumentara o disminuira hasta, que esté en
equilibrio.

Huygens demostro el isocronismo del paraboloide de revolucion, y
afirmo6é que si de alguna manera pudiesen ser contadas dichas
revoluciones podriamos medir el tiempo de una manera mas precisa

que con el péndulo.

Figura 6
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Christiaan Huygens también comprobo, utilizando planos
inclinados, que el centro de gravedad de un sistema de pesas no
cambia ante cualquier movimiento de los pesos bajo la accion de la
gravedad. Sean m; y ro, dos pesos, se trataria de demostrar que el
centro de gravedad (i no cambia ante pequenos desplazamientos de
los cuerpos (figura 6). Tomando DD’ = EE'y D'L paralela con DE

tenemos que

BD BA m; EG
BE BC m, GD

BD BD' B DD’ EE’

BE BL EL EL

De este modo, G es también el centro de gravedad del sistema en las

nuevas posiciones.

§. La cicloide es isocrona

En diciembre de 16359, Huygens abordoé el isocronismo de la
cicloide. La clave de su resolucion estuvo en contemplar el problema
de Mersenne desde un punto de vista infinitesimal. El péndulo
simple no es is6crono, pero si lo es para arcos pequenos. Siguiendo
el experimento de Mersenne, Huygens comparo el movimiento de
caida de una lenteja de un péndulo bajo la influencia de la gravedad

desde un punto situado sobre un camino circular de un arco
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pequeno con la caida libre de un cuerpo a través del diametro del
circulo. La demostracion de Huygens era puramente geométrica
Para probarla necesitaba representar geométricamente un
movimiento acelerado con la introduccion de una serie de parabolas
de caida. Al final prob6é que como el tiempo de caida libre por el
diametro del circulo TZ era una constante, también lo era el tiempo
de caida de la lenteja del péndulo desde un punto arbitrario K sobre
el circulo hasta el punto mas bajo de su movimiento Z, luego el

movimiento de ese punto K es isocrono (figura 7).

Figura

N D™
(w)

Con esto Christiaan Huygens habia demostrado el isocronismo del
péndulo, pero quedaba por resolver un detalle de la demostracion
para que el resultado fuera totalmente correcto. En la demostracion,
Huygens habia necesitado situar tanto el punto K como el E,
primero sobre un arco circular 2EK y después sobre una parabola
auxiliar, pero estas curvas no eran isocronas y el matematico

neerlandés requeria que los puntos se encontrasen sobre otra curva

169 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

que si fuera is6crona Por tanto, tuvo que buscar otra curva para la
que la recta TE fuera normal a la curva de descenso, una condicion
que E no cumplia si se asumia que pertenecia a una parabola.
Buscaba, por tanto, situar esos puntos sobre la verdadera curva
isocrona.

Huygens necesitaba una curva que preservara que la proporcion
DB/CB = CE/CF, donde F estuviera sobre esa nueva curva, siendo
DB su normal y GE un valor fijo, y la descubrié. El matematico
demostro que esa curva era la cicloide ya que la tangente a la curva
en B era paralela a AP, propiedad Figura 8
compartida en exclusiva por la
tangente de la cicloide. Luego, con
estos dos pasos, Huygens habia

probado no solo que el movimiento

del péndulo era iso6crono y

constante, sino que para que la

anterior condicion se verificara, el

¥
péndulo debia dibujar en su
recorrido una cicloide. Habia Jl
213
emergido, por tanto, en esta i
.415

segunda parte del Horologium.

oscillatorium, la cicloide como curva
isocrona, que justificaba el diseno de su reloj dado en la primera

parte de su tratado (figura 8).

§. La cicloide es tautocrona

170 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

Huygens descubrio también que la cicloide era «tautécrona» (del
griego, tauto = del mismo, chronos = tiempo): si un punto se
desplaza por efecto de su peso a lo largo de una cicloide invertida
llegara al punto minimo en un tiempo que no depende del punto

desde donde comenzo a caer (figura 9).

G Figura 9

Demostro que el tiempo de descenso de un punto de la cicloide
hasta el punto mas bajo es al tiempo de descenso a lo largo del eje
como la razon de la semicircunferencia es al diametro de un circulo.

Expresado matematicamente seria:

tga arco(QMA)
tQA QA

donde tga representa el tiempo de descenso con la velocidad
adquirida sobre la tangente RG. En la cicloide se cumple que RG es

igual y paralela a EA y por tanto:
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tga arco(QHA) mr m
tx: 2 Od4 2 2% 2

El tiempo tsa puede ser reemplazado por tea ya que EA y BG son
cuerdas de un mismo circulo. Esto prueba el taucronismo del
péndulo cicloidal.

Utilizando técnicas actuales también podra probarse de manera
muy sencilla.

Sabemos que la velocidad es la variacion del arco de cicloide

respecto del tempo es
v=ds/dt

Por otra parte, también sabemos que por ser un movimiento en
caida libre v = V(2gh).

Despejando la dt e integrando tendremos el tiempo:

P2
ds ds
— t =
2gh 2gh

1251

dt =

g

Calculemos a partir de las ecuaciones paramétricas de la cicloide:

x=R(a - sen q)

x=R (1 -sen q)
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luego

dx\* (dy\?
ds j(da) + (da) V2R2(1 — cosa)da

1—cosa a
1 2 L i 2 R 2
—J4R (—2 )da—\jth sen(z)da—

= 2R sen (%) da

la diferencia de altura entre dos posiciones de la bola en la cicloide

€S

h=R(cos¢g —1)—R(cosa —1) = R(cos¢@ —cos @) =

- afacar (§)-1-2008(§) 1] -
- oafeos* () o 3]

que tras varias sustituciones obtenemos el resultado final:
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Por tanto, el tiempo no depende del punto desde donde la bola
empieza a caer, solo del radio del circulo generador. Es decir, se

demuestra la tautocronia de la cicloide.

§. La teoria de las evolutas

El concepto de evoluta que aparece en la tercera parte del
Horologium oscillatorium de Huygens esta ligado al concepto de
curvatura. El circulo se curva de manera uniforme (su curvatura es
constante) y un circulo pequeno se curva mas bruscamente que uno
mas grande (su curvatura es mas grande). En consecuencia, la
curvatura de un circulo se puede encontrar a través del reciproco de
su radio. Otras curvas pueden tener curvatura no constante, que
varie segun el punto considerado. No obstante, les podremos
asignar una curvatura a través de la curvatura del circulo que mejor
se le aproxime en la cercania del punto considerado. El mejor
circulo aproximado puede ser obtenido trazando normales a la
curva en el punto y en sus infinitesimales puntos cercanos, la
interseccion de dos normales nos proporciona el centro del circulo
aproximado. La distancia del centro al punto de la curva es el radio
y su inverso es la curvatura en dicho punto. La evoluta se puede
calcular como el lugar geométrico de los centros de curvatura de la
involuta.

Una envolvente es una curva que es tangente a una familia de
curvas de caracteristicas comunes. La envolvente de una cicloide es
también una cicloide, es decir, las normales a una cicloide definen

otra cicloide, y la longitud del segmento de la normal desde la curva
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hasta el punto de tangencia con la evoluta mas el arco de evoluta
que va desde dicho punto de tangencia hasta su vértice es siempre

la misma constante, cuatro veces el radio, 4R:

L= CT+ arco(TV) = 4R

donde V es el punto en el que esta suspendido el péndulo entre dos
arcos de cicloide o vértice de la evoluta, T es el punto de tangencia

del hilo con arco de cicloide
Figura 10 A (es también el punto de
interseccion de la normal
trazada desde C con la

evoluta) y C es el extremo o

lenteja del péndulo que

describe una cicloide (figura
10).
Es decir, dada una cuerda de longitud 4R sujeta al punto Vy que se
desplace a modo de péndulo, apoyandose tangencialmente en los
arcos de la evoluta, el extremo del hilo siempre describe una
cicloide. Es decir, si el péndulo se enrolla y desenrolla entre dos
arcos de cicloide, el extremo del péndulo también describe una
cicloide. Asi pues, la longitud del péndulo deberia ser el doble del
diametro del circulo generador de la cicloide. No obstante, de la
longitud del péndulo depende el tiempo de oscilacion.
Por tanto, para construir un reloj a modo practico, deberia

calcularse primero la longitud del péndulo y después ajustar unas

175 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

laminas cicloidales para asegurar el movimiento isécrono. Luego lo
inicial es determinar la longitud del péndulo con la formula que
relaciona la longitud y el tiempo y que Huygens fija en nueve
pulgadas y media para batir en un segundo. Posteriormente
debemos curvar dos laminas de metal en forma de cicloide que
tengan un circulo generador de radio la cuarta parte de su longitud,
R = 1/4 y colgar un péndulo entre ellas. Cuando el péndulo choque
contra las laminas, la lenteja modificara su camino circular a uno
cicloidal Un peso como el de la lenteja del péndulo alcanzara el
punto mas bajo en el mismo tiempo independientemente del camino
del comienzo de la oscilacion. Huygens comento a su profesor Van
Schooten: «Sin duda es mi mejor descubrimiento.

Huygens también demostré que la evoluta de una parabola es una

parabola semicubica y después calculod la evoluta de una elipse.

t=2m |—

§. La cicloide es braquistocrona

La cicloide, amén de ser isocrona y tautoécrona, tiene otra propiedad
que la hace interesante, relacionada con una cuestion que el médico
y matematico Johann Bernoulli (1667-1748), hermano de Jakob
Bernoulli, formulé en 1696 en Acta eroditorum: «Dados dos puntos A
y B en un plano vertical, cual es la curva descrita por un punto que
solo bajo la gravedad saliendo de A y llegando a B, la recorre en el

minimo tiempo». Es decir, cual era la curva de descenso mas rapido
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o cual era la curva que tenia la propiedad de ser «braquistéocrona»
(derivada de las palabras griegas braquisto = el mas breve, chronos =
tiempo).

En 1638 Galileo Galilei habia propuesto que tal linea deberia ser
una recta que formara con B un angulo de cuarenta y cinco grados
(figura 11), pero posteriormente se dio &
cuenta de que si dividia el camino
entre esos dos puntos en dos
segmentos lineales AC y CB, donde C
es un punto del arco de circunferencia

que une A y B, y el proceso se repetia

un numero suficientemente grande de

veces, la braquistocrona deberia ser el _, .
Figura 11 B8

arco de circunferencia, (figura 12).
Johann Bernoulli advirti6 que dicha conclusion no era correcta:

«Aunque la linea recta AB es ciertamente el camino mas corto entre

A los puntos A y B, no es, sin embargo, el
camino que se recorre en el tiempo mas
corto. Sin embargo, la curva cuyo
nombre daré si ningun otro la descubre

antes de finales de este ano, es bien

C
conocida por los geometras». En enero
de 1697 Johann Bernoulli escribié una
Figura 12 8 carta a Huygens en la que le mostraba

su satisfaccion por tener delante de sus ojos alguna solucion a la

pregunta que habia formulado: «Te vas a quedar petrificado cuando
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te diga que la cicloide es, precisamente! la braquistécrona

solicitadan.

Un concurso para el problema de la braquistocrona
En 1696 Johann Bernoulli propuso un concurso a los
miembros de la Royal Society londinense que consistia en la
resolucion de dos problemas, el primero de los cuales era el

de la braquistocrona.

— >

Dio de plazo hasta et 1 de enero de 1697 para enviar las
soluciones En estas fechas existia un enfrentamiento entre el
filosofo y matematico aleman Gottfried Leibniz (1646-1716) e
Isaac Newton, y Johann los reté a ambos a participar en el
concurso. Tras esperar seis meses solo habia resuelto el
primer problema Leibniz, que aconsejo ampliar el plazo, a lo
que Bernoulli accedio. Isaac Newton resolvio los dos
problemas el 29 de enero de 1697. La demostracion del
primero era de una brevedad y elegancia admirables, tal
como se ve en la figura; «Desde el punto A se traza una recta

APCZ paralela al eje X y seguidamente trazamos una cicloide
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AQP que corta a una recta en el punto O, y posteriormente se
traza una segunda cicloide ADC cuya base y altura estan en
relacion como AB es a AQ. Esta ultima cicloide que pasa por
B es la curva que solo bajo la accion del peso, por la fuerza
de la gravedad, mas rapidamente va del punto A al By,
Después de Leibniz y Newton, su hermano mayor Jakob
Bernoulli y el marqués de L'Hopital dieron también con la
solucion. En mayo de 1697 se publicaron en el Acta
eroditorum la solucion aportada por Leibniz al problema de la
braquistocrona, la dada por Johann Bernoulli y una

traduccion al latin de la aportada por Isaac Newton.

§. La demostracion de la braquistocronia de la cicloide de
Bernoulli

La demostracion de la braquistocronia de la cicloide de Johann
Bernoulli era mas fisica y mas larga que la de Newton. Como
afirmaba Galileo, el camino mas corto es el segmento rectilineo que
une dos puntos, pero el tiempo no depende solo de la longitud sino
también de la velocidad de la particula.

En un medio homogéneo, es decir, con un mismo indice de
refraccion, la luz se propaga en linea recta. Cuando el medio no lo
es, la luz cambia de direccion, lo que se puede explicar por el
principio de minima accion establecido por Pierre de Fermat que
afirma que la luz recorre un camino cuyo tiempo de recorrido es

minimo.

179 Preparado por Patricio Barros



Huygens www .librosmaravillosos.com Gabriel Ruiz-Garzén

Cuando se introduce un palo en el agua da la impresion de que se
rompe, su inclinacion dentro del agua parece distinta de la que
tiene fuera. Este efecto optico se llama refraccion y es debido a que
la velocidad de la luz cambia dependiendo de la densidad del medio
que atraviesa, La velocidad de la luz en el aire es mayor que en el
agua.

La ley de refraccion fue descubierta en 1621 por el astronomo y
matematico holandés Willebrord Snell van Royen (1580-1626), pero
se daria a conocer gracias a Christiaan Huygens que la publico en
1703. La ley de Snell afirma que los senos de los angulos de
refraccion en una superficie de separacion de dos medios Opticos
homogéneos son inversamente proporcionales a la razéon de sus

densidades, es decir:

sena; N,

sena, n,

la velocidad de una particula de luz dentro de un medio es

inversamente proporcional a la densidad optica de ese medio.
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| Figura 13

Haz Incidenta {

MEDIO 2

",

Supongamos que un rayo de luz viaja en el medio 1 a una velocidad
U1, desde el punto A hasta O, formando un angulo a, con la vertical
y atraviesa el medio 2 con una velocidad 1» formando un angulo a2
con la vertical hasta llegar a B (figura 13), el tiempo total recorrido

seria:

AO OB
t=—-+

Uy U5

Usando las propiedades trigonomeétricas:

_ AMseca, i RB seca,

Uy V2
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que el tiempo sea minimo requiere que su diferencial sea cero:

AM sec a, tan @, da n RB seca,tan @, da

vy U,

-

Ahora bien, como ios segmentos MO y OR deben ser constantes se

cumple que:
MO + OR = AM tan a: + RB tan az = cte
diferenciando la anterior expresion:
AM sec? aidai, + RB sec? azdaz =0
que sustituida en la diferencial de t nos da:

sena, sena,

_ _ = cte
vy Uy

La idea de la demostracion de Johann es aplicar la ley de refraccion
y efectuar un paso al limite, haciendo tender a cero el grosor de las
capas. Luego, si se hacen estos dos tiempos infinitesimales, en

cualquier punto de la trayectoria se cumple que:
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sena

= ='cle
v

y por otra parte la velocidad v en cualquier punto P(x,y) de la

trayectoria es:

con lo que se obtendria;

senda sena

v J2gy

que despejada la y quedaria:

KZ
y =—sen’a
29

Teniendo en cuenta que la pendiente

d
f’l:x)=d—;=tana

Y que€
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1 1
24 26 "2
csca 1+cotgea 1+(d3.)
dx

sen’a =

Quedaria la ecuacion final:

1+ (d.v)z S
dx %= 29

En 1697, Johann Bernoulli demostro que la solucion de la anterior

ecuacion diferencial era la cicloide. La constante
K2/2g = 2R

es la altura maxima que alcanza la cicloide siendo R el radio de la
circunferencia generatriz.

Estas demostraciones de Bernoulli constituyen el inicio del calculo
de variaciones que se encarga de buscar funciones que cumplen que
una determinada magnitud sea maxima o minima. Luego la cicloide

es isocrona, tautocrona y braquistocrona.

§. La precision de los relojes y la navegacion maritima

Las propiedades de la cicloide desempenaron un papel muy
importante en la construccion de relojes de péndulo de precision. La
cuestion de la precision de los relojes, resuelta en gran medida por

Huygens, fue de enorme importancia para la navegacion maritima.
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Asi como para averiguar la latitud de un lugar los marinos solo
tenian que mirar la altitud del Sol sobre el horizonte al mediodia,
para medir la longitud de un lugar no bastaban las estrellas porque
la esfera celeste estaba en continuo movimiento de rotacion. Para
determinar la longitud era necesario medir la posicion de una
estrella en un cierto instante, lo cual requeria saber la hora que
marcaba el reloj en el barco y también en el puerto base. La
diferencia horaria entre esos dos puntos se puede convertir en
diferencia geografica, ya que una hora supone quince grados de
longitud hacia el este o el oeste, pues la tierra tarda veinticuatro
horas en girar trescientos sesenta grados. Cuando el navegante
ajustaba el reloj del barco segun el mediodia local en el mar, en el
momento en que el Sol llegaba al punto mas alto del firmamento,
consultando después el reloj del puerto base, cada hora de
diferencia entre ambos se traducia en quince grados de longitud,
unos mil seiscientos kilometros.

Hasta la época de los relojes de péndulo resultaba imposible saber
labora exacta en dos lugares diferentes. En 1509, el rey de Espana
Felipe III convocdé un concurso con un premio de una pension
vitalicia de mil escudos para quien presentara un método practico
de calcular la longitud y los Estados Generales de las Provincias
Unidas establecieron otro premio de treinta mil florines, con el
mismo objeto.

Galileo habia estudiado los eclipses de las lunas de Jupiter que
ocurrian mil veces al cabo del ano y por tanto podian utilizarse

como reloj, ya que estos eclipses pueden pronosticarse con anos de
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adelanto. Confeccioné wunas tablas con sus apariciones y
desapariciones. Incluso invento el celatome, una especie de mascara
con un telescopio acoplado en uno de los ojos para observar las
lunas de Jupiter mientras que con el otro se observaba el propio
planeta. Pero con este sistema bastaban solo los latidos del corazon
de una persona para que Jupiter se perdiera del campo de vision del
telescopio. Esto le impidié ganar los premios ofrecidos en Espana y
en las Provincias Unidas.

En 1656 Huygens aseguraba que su reloj de péndulo era el
instrumento adecuado para establecer la longitud en alta mar. En
1660 construyé dos relojes de péndulo e inmediatamente se
organizaron viajes de relojes en barcos al objeto de permitir recoger
datos para validar su uso. En 1662 Alexander Bruce, conde de
Kincardine, amigo y socio de Huygens lo llevo desde La Haya a
Inglaterra pero la prueba acabo en fracaso, ya que debido al mal
tiempo, uno de los relojes se cayo al suelo y el otro se par6. Una
segunda prueba corrio a cargo del capitan Holmes, en 1663, de
Londres a Lisboa, pero no se tomaron datos suficientemente fiables.
Y en una tercera, también del capitan Holmes, en 1664, a Jamaica,
se obtuvieron buenos resultados de precision, tanto en el viaje de
ida como de vuelta. Sin embargo, las experiencias practicas en otros
viajes demostraron que los relojes de Huygens necesitaban
condiciones atmosféricas benignas, pues se veian afectados por el
balanceo del barco en los temporales. Para salvar este problema,

Huygens patento en 1675 el muelle espiral de volante como sistema
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alternativo al péndulo. Otros artesanos y relojeros, como el inglés

John Harrison, vendrian a perfeccionar el mecanismo.

Los nuevos relojes de John Harrison
En 1714 la reina Ana de Inglaterra promulgo el llamado
Decreto de la Longitud donde se fijaba un premio de veinte
mil libras esterlinas para un meétodo que determinara la
longitud con un error no superior a medio grado de un
circulo maximo; de quince mil libras esterlinas para un
meétodo con un error no superior a dos tercios de grado y de
diez mil libras esterlinas para un método con un error no

superior a un grado.

Reloj H1 de John Harrison

El relojero inglés John Harrison construyé una serie de

relojes practicamente exentos de friccion por mucho que se
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moviera el mundo a su alrededor. En 1714 diseno el primer
reloj portatil, el H1, que pesaba treinta y cuatro kilogramos y
tenia cuatro esferas: una para las horas, otra para los
minutos, otra para los segundos y la cuarta para el dia de la
semana. Durante veinte anos desarrolld otros nuevos
modelos. El H4 media solo trece centimetros y pesaba solo
kilo y medio. En 1761, el H4 después de ochenta dias de
navegacion rumbo a Jamaica tan solo se retrasé cinco
segundos. Estos resultados le hacian merecedor del premio
que el Comité de la Longitud habla establecido. En 1764, el
Comité se ofrecio a entregarle a Harrison la mitad del dinero
del primer premio a condicion de que les entregase todos los
relojes marinos que tuviera y si queria el premio al completo
deberia construir dos copias de su reloj, el famoso H-4, como
prueba de que se podia reproducir su diseno. El rey Jorge III,
al que Harrison presto uno de sus modelos, pudo comprobar
la precision del reloj y amenazé con acudir al parlamento o
reprender a los parlamentarios, por lo que estos accedieron a
entregar a Harrison un premio de ocho mil setecientos
cincuenta libras, aunque no el premio oficial, que nunca fue

otorgado a nadie

§. Ultimos trabajos de Huygens
En 1677, Huygens tradujo del neerlandés al francés los estudios
que su compatriota Antoni van Leeuwenhoek (1632-1723) habia

llevado a cabo con el microscopio inventado por el primero, entre
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ellos el descubrimiento de las bacterias y la investigacion de la
estructura de las plantas y los animales. Sus experimentos
suponian un duro golpe a la tesis de la generacion espontanea que
algunos cientificos preconizaban. En sus microscopios, Huygens
usaba lentes muy finas, algunas con huecos rellenos de alcohol. El
mismo ano, Christiaan Huygens dicté en La Royal Society una
conferencia sobre la gravedad y Newton sobre la doble refraccion del
espato de Islandia. Sorprendentemente se intercambiaron los
papeles.

En 1678 Huygens enuncio el principio que lleva su nombre; que
actualmente se podria expresar como: «Cada punto de un frente de
ondas se comporta como un foco emisor de ondas secundarias cuya
envolvente constituye el nuevo frente
de ondas». Un ejemplo practico de este
principio lo podemos observar cuando
tenemos dos habitaciones conectadas
por una puerta abierta y se produce un
sonido en una esquina lejana de una

: s
de ellos, una persona en la otra Figur% ~

habitacion oira el sonido como si se originare en el umbral de la

puerta (figura 14).

En 1679, Huygens, instalado en Paris, cayé nuevamente enfermo y
en 1681 regreso definitivamente a La Haya, esta vez para no volver
mas a Francia. La invasion de su pais por parte de los franceses, la
revocacion del edicto de Nantes que ponia en situacion dificil a los

protestantes en la catdlica Francia y la muerte de su mentor en la
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Academia, Colbert, le llevaron a tomar la decision de , abandonar
este pais. Su padre le ofrecio el cargo que €l ocupaba al servicio de
Guillermo III, pero estaba cansado de la corte.

En 1687 murio su padre y al ano siguiente su hermano Constantijn
partio hacia Inglaterra, cuando Guillermo de Orange se convirtio en
rey de aquel pais. Animado por la presencia de su hermano, con la
idea de obtener un puesto en las islas y con el deseo de conocer
personalmente a Newton, que en 1687 habla publicado sus

Principia, viajo a Inglaterra en 1689.

El ocular de Huygens
En Inglaterra, Huygens se dedico a construir grandes
telescopios, de enorme distancia focal, que regalé a la Royal
Society. Acabo construyendo telescopios de treinta y siete
metros de distancia focal (sin tubo, aéreos), instalados sobre
postes y sostenidos por cuerdas para evitar el alabeo de la
madera. También disené un micrometro para medir
pequenas distancias angulares y con el que determinar el
tamano aparente de los planetas, asi como al ocular
acromatico que lleva su nombre. El ocular de Huygens esta
constituido por dos lentes plano-convexas, con las dos
curvaturas dirigidas hacia la fuente de luz, y un diafragma
intermedio. La ultima lente no amplifica, antes al contrario,
disminuye et tamano de la imagen del objetivo que, de no
estar, se formaria en AB en lugar de A'B'. La encargada de la

amplificacion es la lente L' que da la Imagen virtual A"B".
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Con esto se resolvia el problema de la aberracion cromatica,

que se produce al atravesar la luz una lente.

Aberracion esférica

Las lentes presentan otro problema Illamado aberracion
esférica, con independencia del color de las radiaciones que
llegan al objetivo, debido a la curvatura de las lentes, los
rayos que inciden mas cerca de los bordes convergen mas
cerca del objetivo que los que llegan al eje principal. Los
rayos proximos al eje se concentran en un foco y los mas
alejados lo hacen en otro punto, de modo que la imagen es
un disco, circular. La aberracion esférica se corrige con un
diafragma que no permite el paso de los rayos alejados del
ese. Huygens vio que era posible calcular la apertura
permisible de tal diafragma para cualquier tipo de lente.
Comprob6 que combinando una lente convergente y otra

divergente la aberracion esférica se podia eliminar por
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compensacion.

Huygens no entendio las ideas de Newton sobre la gravedad, no
llego a comprender como dos cuerpos se podian atraer sin que
hubiera ningun material entre ellos. Creia que la luz era causada
por una serie de ondas o vibraciones de un material llamado éter
que se pensaba llenaba el espacio, vibraciones puestas en
movimiento por las del cuerpo luminoso, es decir, era partidario de
la teoria ondulatoria de la luz. Para Huygens la luz era como una
sucesion de vibraciones longitudinales que pasaban a través de
particulas contiguas que llenaban el espacio. Creia que las ondas
tenian generalmente forma elipsoidal salvo si el medio era
homogéneo (isotropico), en cuyo caso adquirian una forma circular.
«Me gustaria visitar Oxford, aunque solo sea para conocer a
Newton. Después de leer la obra que me envid, siento una gran
admiracion hacia sus excelentes descubrimientos,»

Christiaan Huygens.

En 1690 Huygens publico su Tratado de la luz, donde estimo la
velocidad de la misma en 214.000 km/s. Era la culminacion de sus
trabajos sobre la naturaleza de la luz iniciados en 1676. El 22 de
noviembre de ese ano, el astronomo danés Ole Romer (1644- 1710)
habia leido un trabajo sobre la velocidad de la luz en la Real
Academia de Ciencias de Paris. Huygens se baso en los datos de
Roémer sobre los ocultamientos de las lunas de Jupiter, ya que estas

no se percibian desde la Tierra a intervalos regulares, debido al
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acercamiento y alejamiento de la Tierra a Jupiter. Al no recorrer la
luz la misma distancia, el tiempo no era el mismo, y de este hecho
se podia concluir la velocidad de la misma. En este trabajo estudio
los fenomenos de reflexion, refraccion y doble retraccion, como
ocurre en el espato de Islandia. Este mineral del norte de Europa
tiene la propiedad sorprendente de que cuando se mira a través de
€él se observan imagenes dobles, debido a que se divide en dos
cuando un rayo de luz incide contra una de sus caras, una vez en el
aire los rayos siguen su camino paralelo. Este fenomeno tiene que
ver con la polarizacion de la luz compuesta por movimientos
transversales y verticales que quedan separados en dos al pasar por
el espato.

El mismo ano de su publicacion, Huygens envié su Tratado de la luz
a Leibniz, al que habia conocido durante su estancia en la Academia
de Paris. En otono de 1672, bajo la supervision de Huygens, Leibniz
habia afrontado problemas que involucraban sumas de series.
Cuando Leibniz abandono Paris en 1676, ya habia descubierto por
si mismo los principios fundamentales del calculo infinitesimal. No
obstante, a estas alturas de su vida, Huygens consideraba la forma
de resolver los problemas de Leibniz mediante el calculo
infinitesimal como un procedimiento oscuro, en comparacion con

sus métodos geomeétricos.

§. La epicicloide
Christiaan Huygens combiné estudios practicos con otros mas

teoricos. En esta ultima etapa de su vida seguia estudiando las
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propiedades de las curvas. La epicicloide es la curva que sigue una
trayectoria de un punto unido a una circunferencia que rueda, sin
deslizamiento, por el exterior de otra circunferencia. Por su parte la
nefroide, una curva plana cuyo nombre quiere decir «forma de
rinén», es la epicicloide formada por un circulo de radio 1 rodando

externamente sobre un circulo de radio 2R (figura 15).

Figura 15

La nefroide tiene una longitud 24R y marea 12nR? En 1690, el
matematico, en su Tratado de la luz, demostré que si un circulo
refleja rayos paralelos de luz, el rayo reflejado nos daria una
nefroide, Esta propiedad recibe el nombre de «caustica» de un
circulo. También se cumple que la evoluta de una nefroide es otra
nefroide de la mitad del tamano que la original y girada en noventa
grados, asi como que la involuta de una nefroide es igualmente una
nefroide.

Si las dos circunferencias, la que rueda y sobre la que lo hace,

tienen el mismo radio R, se genera una cardiode, nombre que recibe
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por su similitud con la forma del corazon. En 1671 el astronomo Ole
Romer la estudiéo como la mejor forma de la rueda dentada. Cuatro
anos después, el Abad de Vaumesle la habia descrito en una carta
que dirigio a Christiaan Huygens. El area de la cardiode es 61tR2. La

cardiode se utiliza en la fabricacion de balancines en el trazado de

levas (figura 16).

Figura 16

En 1692 Huygens estudio la evoluta de la catenaria que a otra

curva llamada «tractriz» (figura 17).

Figura 17

Esta curva es la que traza un extremo de una barra do longitud fija,
inicialmente perpendicular a un eje, al ser arrastrado cuando el otro

extremo se desplaza por el eje, de modo que la barra siempre sea
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tangente a la curva. Se cuenta que en 1670 el arquitecto Claude
Perrault le propuso a Leibniz que, colocado un reloj de bolsillo con
cadena sobre una mesa y moviendo el extremo de la cadena
contrario a reloj siguiendo el borde de la mesa en linea recta,
averiguara la curva que describe el reloj en el supuesto de que la
cadena esté tensa. Esa curva es la curva tractriz o también llamada
«curva del hueso del perro», ya que es la que describiria un perro si
colocaramos un hueso en el vértice de la tractriz y el dueno
caminara siguiendo el eje de abscisas, mientras el perro, arrastrado
por la correa de su dueno, se resistiria a alejarse del hueso,
tensando la cadena. Se puede demostrar que el area entre la tractriz

y su asintota es finita.

Retrato de Christiaan Huygens realizado por el pintor barroco Caspar

Netscher en 1671.
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§. Cosmotheoros

En los ultimos anos de su vida, Huygens elaboré su obra
Cosmotheoros, que no se publico hasta 1698, después de su muerte.
Se trata de un repaso a sus descubrimientos astronémicos y en ella
discutio sobre la existencia de vida extraterrestre en otros planetas.
Christiaan diseno el libro en forma de dos cartas dirigidas a su
hermano mayor Constantijn.

Suponia que en Jupiter o Saturno habia agua, plantas, arboles,
animales y personas como las que habitan la Tierra, personas en
vicios y virtudes, e incluso imaginaba como verian el cielo y las
estrellas los habitantes de esos planetas. A diferencia del astronomo
y matematico aleman Johannes Kepler (1571-1630), asimilaba
nuestro Sol a una estrella semejante a las demas. Consideraba,
como Descartes, que el mundo era un gran sistema mecanico y que
el estudio de la naturaleza mostraba la existencia de un Creador.

Huygens, aunque racionalista, nunca abjur6 del protestantismo.

§. El rico legado de Huygens

La obra de Huygens fue excepcional y abarco temas tan diversos
como las matematicas, la fisica y la astronomia. En todos trabajo
mucho y bien, lo que le supuso problemas de ansiedad. La
esmerada educacion que recibio de sus padres y los viajes a los
centros de conocimiento europeo durante su juventud dieron su
fruto como astronomo, Huygens descubrio los secretos de Saturno,

sus anillos y sus lunas, y amplio la vision y las dimensiones de
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nuestro firmamento. Como un buen artesano, construyé telescopios
con los que efectud sus descubrimientos.

Sus estudios de fisica sobre teoria ondulatoria detallo la refraccion o
el choque de cuerpos forman parte del bagaje que persona conoce y
estudia en los centros de ensenanza actuales, trescientos anos
después.

Como matematico fue capaz de demostrar las propiedades de la
cicloide utilizando meétodos geométricos, que quedarian obsoletos
con la llegada del calculo diferencial e integral de Newton y Leibniz.
Tuvo que poner toda su pericia en resolver intrincados problemas al
estilo cartesiano, con la unica ayuda de la geometria. Quiza se le
podria calificar como el ultimo cartesiano. Su De raciotiniis in ludo
aleae fue el primer gran libro de probabilidad que se escribio, y
resolvio problemas como el del reparto o el de los puntos, a través
del concepto de esperanza o valor medio de un juego. Podriamos
decir que, con su labor, puso en marcha el reloj de la probabilidad,
Su correspondencia con su hermano Lodewijk supuso también el
inicio del calculo actuarial, y mostro la diferencia entre vida media y
mediana.

En su obra magna Horologium oscillatorium combino su faceta de
matematico, fisico e inventor para construir precisos relojes de
péndulo con los que resolver el problema de la longitud y de paso
ayudar a los navios a cruzar los océanos de nuestro planeta. No se
conformo6 con su faceta de matematico y con deducir importantes
propiedades de la cicloide sino que fue capaz de disenar relojes que

se debian asemejar al ideal que antes habia deducido sobre el papel.
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El reloj de péndulo le sirvié para comprobar que este iba mas lento
en el ecuador que en los polos, lo que confirmaba la idea de que la
Tierra es mas achatada en los polos, en contra de lo que decia
Cassini. Hasta finales del siglo XVII, los relojes de Huygens eran los
mas precisos de los que disponia el Observatorio de Paris.

En 1687 Huygens explico a su ayudante Tschrinhaus su formula
para el éxito; «Partir de experimentos... concebir ciertas hipdtesis y
después queda mucho trabajo duro por hacer y uno necesita no solo
gran perspicacia sino, con frecuencia, una dosis de buena fortuna .
Thomas Alva Edison decia: «El genio es 1 por ciento inspiracion y un
noventa y nueve por ciento transpiracién». No podremos decir qué
tanto por ciento se debe a la ayuda de la diosa Fortuna en la
elaboracion de los trabajos de Huygens. Posiblemente no mucho,
pero si podremos decir, al igual que Pablo Ruiz Picasso, que cuando
las musas aparecian siempre le pillaban trabajando.

Christiaan Huygens murio el 8 de julio de 1695, atormentado por el
miedo a perder la razon y victima de una mania persecutoria con

respecto a su familia. Nos queda su obra y su esperanza.
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