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Resena

Janos Bolyai es considerado por muchos como el Copérnico de la
geometria, ya que puso fin a veintidos siglos de investigacion
infructuosa sobre el quinto postulado de Euclides o axioma de las
paralelas. Desde entonces geometria y realidad pueden ser cosas
diferentes y ha quedado claro que la geometria no pertenece a las
ciencias naturales, entre las que naci6 en Egipto y Grecia. Su
trabajo rompio uno de los monopolios de la geometria y preparo el
camino para que el hombre considerase el espacio de manera

diferente. Fue por ello un gedmetra revolucionario.
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Litton dejo dicho:

"El pasado no ha muerto mientras
los libros vivan.

Y yo anado ahora:

"El futuro vivira aun cuando yo
muera. Quedaran mis libros A
todos los que los lean.

Presentacion
El geémetra trata siempre de
representarse mas o menos las
figuras que estudia, pero sus
representaciones no son para él
mas que instrumentos.

Henri Poincaré

Se dice que Euclides triunfé en un punto: en su forma de trabajar
con las rectas paralelas. Y no intenté encubrir por medio de un
axioma plausible su incapacidad para demostrar cierta propiedad
de las lineas coplanarias. Dejo sin demostrar su V postulado, el que
conocemos como postulado de las paralelas, probando realmente su
reciproco, exponiéndose al ridiculo por ello. Se hicieron vanos
intentos a lo largo de la historia para eliminar este postulado de la
herencia de sus Elementos, primero deduciendo postulados
equivalentes y luego tratando de demostrar éstos. En palabras de

Herbert Westren: “La venganza de Euclides llegd con el
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descubrimiento de la geometria no euclidea en el siglo XIX, cuando
se hallaron motivos fundamentales de dicho postulado”.

Gauss fue uno de los interesados por la geometria en general y por
la no euclidea en particular. Y en relacion con esta ultima también
debemos agregar a la lista al inglés Wallis y al italiano Saccheri,
entre otros varios. Fueron todos ellos los precursores de esa nueva
geometria que apuntaba a convertirse en el hallazgo mas importante
desde los tiempos de los primeros geometras de Mesopotamia,
Grecia y Egipto. De nuevo, todos ellos se preocuparon por el
aparente misterio que encerraba el postulado de las paralelas: era
como un curioso elemento aspero dentro de la suave y bien armada
logica de los antiguos, cuya eliminacion parecia tan deseable. Gauss
fue el primero, aunque por caminos diferentes y al mismo tiempo
que lo hicieron el hungaro Bolyai y el ruso Lobachevski, en ofrecer
una explicacion satisfactoria de la anomalia, como lo demuestra su
diario. No obstante, el asunto lo guardé para si. Temid verse
sometido al ridiculo por los seguidores de la filosofia kantiana. La
realidad fue que el interés se extendié naciendo una nueva rama de
la geometria que conocemos como geometria hiperbodlica. No fue una
simple novedad en las matematicas, fue una auténtica revolucion.
Se opuso, pero de forma muy practica, a Euclides y, ain mas, a las
opiniones de la generacion que la vio nacer. Se abolia asi su
dictadura y se destruia para siempre la concepcion kantiana del
espacio.

Verdaderamente fue éste uno de los casos mas notables entre todos

los descubrimientos que ha apuntado la ciencia. En el curso de
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unos veinte anos, varios hombres, de forma independiente unos de
otros, como hemos dicho, conciben la chocante idea de desechar el
V postulado y comenzar a trabajar de forma no euclidea. Eso no se
le habia ocurrido antes a nadie, a pesar de los muchos matematicos
que se habian ocupado precisamente en este problema.

Las geometrias no euclideas constituyeron la infraestructura para
que otras ciencias y técnicas nos sorprendieran con avances
espectaculares. Ademas, el promotor de los métodos proyectivos, el
inglés Arthur Cayley, mostré6 que las geometrias basicas no
euclideas, es decir, las hiperbodlicas desarrolladas por Bolyai y
Lobachevski, y la geometria eliptica, creada por Riemann, podian
derivarse también como casos especiales de la geometria proyectiva.
No es de extranar que Cayley dijera en este sentido que: “La
geometria proyectiva es toda la geometria”.

Los grandes matematicos a caballo entre el siglo XIX y el XX, como
Poincaré, Klein y Fuchs, idearon modelos que hacian mas
transparentes las teorias de la geometria no euclidea, sus
propiedades y resultados, con lo que a partir de ellos emergieron
nuevos estudios matematicos.

Transcurrio mucho tiempo desde su muerte hasta que Janos Bolyai
fuera reconocido internacionalmente como auténtico descubridor de
la geometria absoluta, tipo de geometria no euclidea que llega mas
lejos que la hiperbodlica de Lobachevski. Trataremos en esta obra de
analizar las causas de este destierro cientifico de Bolyai y mostrar

su dura y dificil labor a pesar de las discrepancias que tuvo con su
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padre y del alejamiento que sufrié, en un principio, por parte de
matematicos insignes de su época como Gauss.

Andras Prékopa y Emil Molnar aseguran que “Jdanos Bolyai es la
figura mas grande en la historia de la matematica hungara”. Y basan
esta afirmacion categorica en que supo resolver un viejo problema
de la geometria que tenia mas de dos mil anos: el problema de las
paralelas. Aunque es verdad que la gloria de su descubrimiento
debe ser compartida con Lobachevski. Algunos historiadores de la
ciencia matematica estan de acuerdo en asegurar que tal
descubrimiento significa una gran revolucion en la geometria. A
partir de ahi ha quedado mas claro que geometria y realidad pueden
ser cosas diferentes y que, por tanto, la geometria no pertenece a las
ciencias naturales, entre las que nacio en Egipto y Grecia.

Desde hace ya mucho tiempo las geometrias no euclideas han
tenido entrada en las matematicas como rama indiscutible de las
mismas. Y ha ocurrido que los matematicos se han habituado
rapidamente a las nuevas ideas representadas por esas geometrias.
En un principio la cosa fue mas dificil con los fisicos, pero el
profundo y atrevido discurso de Riemann con motivo de la
presentacion de su tesis doctoral en 1854, Sobre las hipdtesis que
yacen en el fondo de la geometria, abrio la puerta y mostro aqui el
camino debido, aunque éste no fuera frecuentado hasta el siglo XX
con los intentos de encontrar nuevas teorias para la gravitacion,
para la cosmologia y para las mediciones astronomicas. Y hace

algunos anos anadia Paul Karlson:

7 Preparado por Patricio Barros



El geémetra revolucionario www.librosmaravillosos.com Félix Garcia Merayo

“lo mas dificil es, como de costumbre, contentar a los filésofos,
pero esto no es cosa que pueda exigirse ni esperarse, por lo cual
la discusion sobre la posibilidad de un Universo no euclideo

todavia no se ha acallado”.

La geometria de Bolyai-Lobachevski ha permitido el desarrollo de las
teorias de la fisica ya dentro del siglo XX y ha servido de base para
ampliar muchos campos de las matematicas y de otras ciencias. El
propio Einstein hizo uso implicito de la geometria hiperbodlica en sus
teorias sobre la trayectoria de la luz proveniente de las estrellas
lejanas.

No ha resultado facil encontrar informacion de base y contrastada
para acometer esta biografia de Janos Bolyai y completarla con sus
trabajos y obras matematicas. Hemos recurrido a muchas fuentes
que tratan la cuestion de una forma parcial, algunas de ellas con
datos mas bien de poca relevancia o que no profundizan en su vida,
hechos y obra. En otros casos hemos podido deducir informacion
valiosa, sobre todo al examinar textos clasicos o de autores
prestigiosos y especialistas en las matematicas. He aqui como
hemos conseguido adentrarnos en el tema.

Los aniversarios cien, ciento cincuenta y doscientos del nacimiento
de Bolyai siempre se han conmemorado con una serie de
conferencias impartidas en hungaro. El primero fue celebrado en
Kolozsvar y los dos ultimos en Budapest. El bicentenario resulto
especial, no so6lo por el numero de anos transcurridos desde 1802,

sino también porque la investigacion de Bolyai habia alcanzado
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auténtica carta de naturaleza en el mundo de las matematicas. En
esta ocasion, la Academia Hungara de Ciencias y otras instituciones
de Hungria y de fuera de ese pais organizaron una conferencia
internacional, que se celebro del 6 al 12 de junio de 2002 en la sede
central de la Academia en Budapest, para tratar exclusivamente
sobre la geometria hiperbolica. Las ponencias fueron recogidas en
un valioso volumen que ademas de rendir tributo al gran cientifico

ha servido para exponer todos sus logros de forma contrastada.
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Capitulo 1
La invencion de la geometria
Deja que el hombre se dedique al
arte que conoce. Ciceron,

Disputaciones tusculanas, I, XVIII

§. Los gedometras de la Grecia antigua
“La geometria encarna una forma de racionalidad que se
encuentra en diversos aspectos de la civilizacion griega antigua,
como el urbanismo, las artes o las teorias politicas. No obstante,
es una disciplina relativamente reciente; no tiene ni dios, ni
musa. En este universo, el estudio de las figuras, de su
construccion y de su medida, ha seguido un camino original
desde el siglo V antes de nuestra era. Su evoluciéon no se puede
disociar de la ciudad de Alejandria, cuyas instituciones
eruditas, como fueron su Museo y su Biblioteca, han
determinado lo que ha llegado hasta nosotros: algunos tratados
Yy una tradicion de problemas que, por su rigor Yy riqueza,

suscitan aun hoy dia la curiosidad del lector”.

Estas son algunas de las frases con las que Bernard Vitrac,
investigador francés del CNRS, prologa un extenso capitulo
dedicado a la Invencion de la geometria por los griegos y su
posterior evolucion.

La geometria suministra el primer ejemplo histérico de la

presentacion axiomatica de una disciplina matematica. Ahora bien,

10 Preparado por Patricio Barros



El geémetra revolucionario www.librosmaravillosos.com Félix Garcia Merayo

el conjunto clasico de postulados sobre el que Euclides fundamento
su sistema ha resultado insuficiente para la deduccion de los
conocidos teoremas de la llamada geometria euclidea; por eso, y
como veremos mas adelante, ha sido revisado y completado, e
incluso cambiado en tiempos recientes, como nos muestran las
geometrias no euclideas.

Hoy dia disponemos de varios sistemas adecuados de postulados
tanto para la geometria euclidea como para las no euclideas. El mas
relacionado con el sistema de Euclides es probablemente el de
Hilbert.

Los pueblos antiguos concibieron el espacio pero sin el numero. Ha
sido en época mas moderna, principalmente con René Descartes,
cuando surgio la relacion entre el numero y el espacio a través de
las coordenadas. Por ello los antiguos no tuvieron mas remedio que
partir de propiedades experimentales que consideraban falsamente
como evidentes, para todo aquello que tuviera que ver con la razon
pura, y se esforzaron en agruparlas en proposiciones coherentes.
Filosofia que, incluso hoy dia y en ciertos temas, aun conservamos.
No cabe duda de que si se tiene en cuenta que ellos ignoraban el
método adecuado, entonces los resultados que obtuvieron de esa
ignorancia resultan de lo mas admirable para la época. Pero esto no
debe perpetuar tales habitos. No debe confundirse el interés
histérico con la formacion del ingenio, ya que ello nos encadenaria,
por ejemplo, a Viéte en lo relacionado con el algebra o a Euclides en
lo que se refiere a la geometria. Esos vinculos fueron rotos por

geometras como Bolyai.
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En los origenes de la geometria se observa, desde nuestra
perspectiva actual, la confirmacion del fundamento experimental al
que nos hemos referido, asi como el caracter social de la ciencia

matematica.

Pitagoras (detalle del cuadro La escuela de Atenas de Rafael).

La geometria nacio cuando se tuvo necesidad practica de ella, por
ejemplo, en el valle del Nilo hace mas de cuatro mil anos para
restablecer el amojonamiento de las tierras después de una
inundacion o en China, aunque alli el nivel de conocimientos no
paso de un simple empirismo. También en Mesopotamia despiertan
esos albores trasladados al resto del mundo por los fenicios. Pero

como advierte Babini:
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“entre la época de los papiros egipcios y la época a la que
pertenecen las primeras noticias de un saber griego, transcurre
mas de un milenio, lapso en el cual el mar Egeo es teatro de

acontecimientos en gran parte todavia desconocidos”.

Cuando irrumpe en el escenario la Grecia antigua, su ciencia se
construye con ayuda de sacerdotes y escribas egipcios y caldeos y se
siente atraida por los descubrimientos mas simples de la geometria.
Primero Tales y después Pitagoras son los personajes a los que es
preciso atribuir la gloria de quienes, a partir de las cosas mas
simples, han sido capaces de abstraer los conceptos de linea,
angulo y superficie. Fueron los auténticos inventores de la prueba
deductiva, tanto en geometria como en matematicas. El teorema de
Pitagoras se presenta como una cosa absolutamente nueva en la
historia de la humanidad, con la que la ciencia parece anunciarse
sirviéndose de la geometria, que, a su vez, se compone de leyes y de
teorias.
En opinion de Tobias Dantzing (manifestada en su obra El numero,
lenguaje de la ciencia),
“la mentalidad general de los griegos permanece encerrada en
una singular contradiccion. Por una parte, su Universo no
comprendia mds que cosas inmediatamente accesibles a los
sentidos; por otra, su talante de espiritu era esencialmente
aristocratico, ya que tenian por banales y vulgares ocupaciones
tales como la de artesano, por muy ingeniosos y elegantes que

fueran los procedimientos que se emplearan”.
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§. Geometria y civilizacion
En lo que concierne al origen de la geometria, la explicacion que
tiene actualmente mas adeptos fue propuesta por el historiador
griego Herodoto de Halicarnaso en el siglo V antes de nuestra era.
Cuenta las guerras entre griegos y persas, lo que le sirve para
describir las costumbres y las instituciones de los pueblos. El Libro
I, Euterpe, esta consagrado a Egipto y contiene la mencion mas
antigua de la palabra griega geometria en dialecto jonico, que es el
empleado por Herodoto. Los sacerdotes egipcios le confiaron el
siguiente secreto del rey Sesostris!:
“Los sacerdotes también me dijeron que este rey repartio el
suelo entre todos los egipcios, concediendo a cada habitante un
lote cuadrangular de extension uniforme; y, con arreglo a esta
distribucion, fijé6 sus ingresos, al imponer el pago de un tributo
anual. Ahora bien, si el rio se le llevara a alguien parte de su
lote, el damnificado acudia al rey y le explicaba lo sucedido;
entonces, el monarca enviaba a algunas personas a
inspeccionar y medir la disminuciéon que habia sufrido el terreno
para que, en lo sucesivo, pagara una parte proporcional del
tributo impuesto. Y, a mi juicio, para este menester se inventoé la
geometria, que paso luego a Grecia. Pues el polo, el gnomon y la
division del dia en doce partes los griegos lo aprendieron de los

babilonios”.

1 Tomado de Herodoto, Historia, Libros 1-II, Biblioteca Clasica Gredos, traduccion de Carlos
Schrader.
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Herodoto anade en otra parte que los griegos, no especifica quién,
importaron ese conocimiento a su pais. Proclo, tal vez siguiendo la
opinion de Eudemo de Rodas, afirma que se tratoé de Tales.

Como hemos visto, Herédoto emplea en su descripcion la palabra
geometria, yewpetpla, constituida por el prefijo griego geo, yew, la

tierra, y por el verbo medir, petpew: medicion de la tierra.
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Platon (detalle del cuadro La escuela de Atenas de Rafael).

Con ello surge ademas la idea de que la geometria ha nacido de la
agrimensura. Dado que la ciencia geomeétrica también parece
haberse utilizado en Egipto para medir la altura de la gran
piramide, surge la tesis de que existe, en su origen, una relacion
directa entre la geometria y la determinacion indirecta de distancias

inaccesibles. Parece que fue Tales quien midi6o la altura de la
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piramide en presencia del rey Amasis. Caben otras definiciones, esta
vez ya de los griegos. Aristofanes, célebre poeta comico ateniense, en
su obra Las nubes dice que la geometria

“es la medida de toda la tierra habitada, no de un pequeno

territorio que se distribuye en partes en una colonia’.

La tradicion griega antigua relaciona esta geometria, a la que
también llamoé geografia, con otros personajes como Anaximandro
de Mileto (siglo VI antes de nuestra era), y Herédoto se burla de las
primeras cartas jonicas del mundo debido a las numerosas y
arbitrarias simetrias que contenian. A partir de esa época, existen
dos formas de considerar el desarrollo de la geometria: unas veces
resenando su modesto origen empirico, la agrimensura, otras, su
implicacion en las investigaciones mas especulativas de la
informacion sobre la naturaleza, como la estructura geomeétrica del
cosmos, la descripcion y carta del mundo habitado. La sombra de
esta doble faceta se ha prolongado hasta nuestros dias.

La geometria ha constituido siempre una ciencia que no se contenta
con medir sino que ademas compara figuras: en cuanto a la forma,
estudia la semejanza; en cuanto a la magnitud, compara longitudes
y areas; en cuanto a la posicion, trata de tangencias, de relaciones,
como inscrito o circunscrito. En los Elementos de Euclides nos
volveremos a encontrar con esta dualidad entre las caracteristicas

geomeétricas de los objetos y las relaciones entre objetos.

§. Euclides
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Hacia finales del siglo IV a.C. la ciencia matematica emigro de
Grecia a Egipto. Alejandro Magno habia conquistado el mundo

griego con sus victorias y concibi6 la idea de crear un gran imperio.

Euclides (detalle del cuadro La escuela de Atenas de Rafael).

Pero muri6 joven, a los 33 anos. Durante su visita a Egipto fundo la
ciudad de Alejandria, situada en el litoral occidental del delta del
Nilo, ciudad que se convirtio en la mas Importante del mundo
mediterraneo. Paso a ser el centro del nuevo comercio entre Europa,
Arabia y la India y geograficamente era el lugar de reunion

adecuado para griegos, judios y arabes.
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Los alejandrinos supieron atraer a su ciudad a los cientificos mas
destacados de su tiempo. Durante siglos continu6 siendo el centro
espiritual del mundo, y en el primer siglo de su existencia vivieron
alli los tres matematicos mas grandes de la Antigiedad: Euclides,
Arquimedes y Apolonio.

Euclides fue el primer guia de la escuela alejandrina. Se le describe
como un hombre apacible y mesurado, lleno de buena voluntad con
todo aquel que se propusiera mejorar las matematicas. Sintio
mucho respeto y reconocimiento por los que le precedieron, de
forma que traté de modificar lo menos posible sus obras. Se dice
que era muy retraido hacia todos los trabajos que realizaba y de los
resultados que alcanzaba, de tal forma que sus contemporaneos y
sucesores tenian la inclinacion a olvidar al hombre frente a su obra.
Asi, cuando hablaban de Euclides pensaban, casi como hacemos
hoy dia, en sus trabajos y, ante todo, en sus Elementos, y poco en el
propio sabio. En la Edad Media se llegd a mas, negandose casi por
completo la propia existencia del hombre: parecia que Euclides no
hubiera vivido.

No siempre los matematicos son tan modestos ni saben anteponer,
de la manera que lo hizo Euclides, las cosas a sus propios meéritos.
Asi, por ejemplo, se cuenta de Sturm, especialista francés en
algebra y teoria de numeros, y del que procede un importante
teorema relativo a las funciones algebraicas conocido ya durante su
vida con el nombre de teorema de Sturm, que en sus ultimos anos y
durante la docencia de sus lecciones, decia con toda seriedad:

Ahora, sernores, llegamos a un bello teorema cuyo nombre tengo el
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honor de llevar. De Euclides no se hubiera podido pensar una
manifestacion semejante: su modestia, unida a un rigor inflexible y
la maxima veneracion por la ciencia, le impedian hablar de otra
cosa que no fueran sus hechos, sus trabajos.
Su obra cumbre se caracterizaba por el rigor de la sistematizacion.
En los Elementos, segun comentario de Proclo
“concluia muchas cosas comenzadas Yy, ademas de esto,
apoyaba en demostraciones irrefutables lo que sus antecesores

solo habian demostrado a la ligera”.

A este mismo respecto, decia Lagrange que
“aprender geometria sin conocer a Euclides seria como querer
aprender latin o griego en los libros modernos escritos en esos

idiomas sin consultar los textos originales”.

No es nuestro objetivo hablar de la obra de Euclides mas alla de lo
relacionado con la geometria. So6lo resenhar unas notas sobre el
maestro. El tratado Elementos es uno de los escritos matematicos
antiguos mas voluminosos. Uno de los méritos mas notables que
como autor tiene Euclides en la obra fue haber distribuido la
materia que contenia de acuerdo con unos criterios muy
determinados, ademas de haberla dotado de wuna estructura
deductiva local. Los resultados estan agrupados en funcion de los
objetos a los que se refiere. Se distinguen tres grandes

subconjuntos: los libros de la geometria plana, los libros de la
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aritmética y los libros de la estereometria. Todo ello equivale al

estudio de la figura plana, del numero y de la figura solida.
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Las proposiciones 5, 6 y 7 del Libro II de los Elementos de Euclides
en la edicion de E. Ratdolt (Venecia, 1482).

Esta clasificacion en elementos conduce a resaltar las figuras mas

simples, como son los triangulos, cuadrados, rectangulos, los
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paralelogramos y el trapecio, en los libros I y II; el circulo y los
segmentos, en el libro III; y los poligonos regulares inscritos o
circunscritos en un circulo, en el libro IV. Una distribucion
semejante emplea para las figuras solidas.

Pero Euclides triunfé en un punto: en su forma de trabajar con
lineas paralelas. Y nos interesa resaltar esta cuestion puesto que
sera nuestro punto de apoyo y arranque para lo que pretendemos
describir y desarrollar hasta llegar a relatar la vida y la obra de
Janos Bolyai. Por ello, es necesario aclarar que Euclides no intento6
encubrir por medio de un axioma plausible su incapacidad para
demostrar cierta propiedad de las lineas paralelas coplanarias.
Muchos de sus otros supuestos, o bases necesarias para sus
argumentos, eran tales que dispondrian razonablemente del
asentimiento general. Pero en el caso de las lineas paralelas
comenzé con un supuesto elaborado que conocemos como el
postulado de tas paralelas: si una linea recta corta a otras dos
lineas rectas de manera que los dos angulos interiores que se
forman en el mismo lado no sumen mas de dos angulos rectos, esas
lineas rectas prolongadas continuamente se cortaran a la larga en el
lado en el que los angulos son menores que dos rectos.

Dejando esto sin demostrar, y probando en realidad su reciproco,
Euclides se expuso al ridiculo y a los ataques. Seguro que sus
criticos dirian que éste no era un supuesto adecuado como los otros
suyos, sino mas bien susceptible de demostracion. La venganza de

Euclides llegd, como se dijo anteriormente, con el descubrimiento de
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las geometrias no euclideas en el siglo XIX de la mano de Gauss,

Bolyai y Lobachevski.
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Capitulo 2
Biografia de los Bolyai
Quienes no aspiran a nada, no
arriesgan nada Yy no Ssirven para
nada.

Beaumarchais

§. La familia Bolyai: los origenes

Segun el profesor hungaro, miembro de la Academia Hungara de
Ciencias, Andrés Prékopa, es mucha la informacion que se tiene de
los dos Bolyai, padre e hijo: “Fue Ferenc Schmidt, un arquitecto de
Temesvar (hoy Timisoara) y después de Budapest, el primero, el mas
cuidadoso y esforzado investigador de sus obras y de sus vidas”. Su
padre, Antal Schmidt, también arquitecto, coincidi6 con Janos
cuando trabajaba como ingeniero militar en Temesvar, entre los

anos 1823 y 1826.

Hoiiel
Guillaume Jules Hotiel nacié el 7 de abril de 1823 en Thaon,
region de Calvados, Francia, y fallecioé el 14 de junio de 1886,
en Périers-sur-le-Dan, Francia. Fue alumno del liceo de Caen y
mas tarde del colegio Rollin. En 1843 entra en la Escuela

Normal Superior donde se gradua.
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Sera profesor en Burdeos, Pau y Caen. En 1855 obtiene su
doctorado en la Sorbona de Paris por sus investigaciones
sobre mecanica celeste. En 1859 dirigira la catedra de
matematica pura en la Facultad de Ciencias de Burdeos.
Public6 un trabajo sobre geometria en 1863, cuando aun
desconocia las investigaciones sobre geometria no euclidea
llevadas a cabo por Janos

Bolyai, aunque si estaba al

tanto de los trabajos que se
desarrollaban en  Europa > -
alrededor de la teoria de las ‘
paralelas. Comenzo a K= 4 '
interesarse por la geometria |
de Bolyai y Lobachevski al
conocer el trabajo de ambos,

sirviendo de traductor al

francés de los trabajos mas
importantes tanto de Bolyai como de Beltrami, Helmholtz y
Riemann.

A sugerencia de Hotiel, Ferenc Schmidt reunié cierto material
de los trabajos de Bolyai que mads tarde le sirvié para redactar
la primera biografia de Janos.

Hotiel construyé tablas de logaritmos y trabajé sobre las

perturbaciones planetarias.
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Ademas, Ferenc pudo escuchar cosas muy interesantes acerca de
Janos de la propia boca del padre de éste y no ahorré esfuerzos para
reunir toda la informacion que le fue posible sobre los Bolyai. Su
mejor pasatiempo fueron las matematicas y las ciencias naturales.
Mantuvo correspondencia con cientificos de distintos paises del
occidente europeo, solicitandoles cualquier informacion sobre libros
cientificos publicados en sus respectivos paises. Los datos recogidos
por Ferenc se encuentran en su obra, publicada en 1868, titulada:
Sobre la vida y los trabajos de los dos matemdticos hiungaros Farkas
y Janos Bolyai de Bolya.

Veamos en primer lugar de quién y de donde proceden las mas
importantes fuentes biograficas de los Bolyai para, de ese modo,
fundamentar las relaciones cientificas entre padre e hijo, y las que
mantuvieron con otros matematicos de su época. Guillaume Jules
Houel, profesor de historia de las matematicas en Burdeos, se
convirtio en uno de los primeros descubridores del trabajo de Janos
Bolyai y fue la conexion francesa de la que se sirvio Ferenc Schmidt.
Hotliel tradujo al francés el Apéndice de Janos anadiéndole la
biografia preparada por Schmidt. Este ultimo facilité la mayor parte
de la informacion recibida a Paul Stackel, que la recogié en su obra
en dos volumenes Farkas y Janos Bolyai. Investigaciones

geométricas.

§. Farkas Bolyai
Las vidas de padre e hijo estuvieron siempre ligadas por el lazo

comun de la ciencia, especialmente de las matematicas. Por ello
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comenzaremos hablando de Farkas, nombre que significa lobo en
hungaro. También se le cita con frecuencia por la traduccion
alemana de su nombre: Wolfgang. Durante su juventud estuvo
aquejado de una enfermedad en los ojos, lo que le hizo desarrollar
una memoria prodigiosa. Su dominio de la aritmeética y de las
lenguas le convirtio en preceptor del hijo de un noble a la temprana
edad de doce anos.

Los Bolyai eran hungaros originarios de la Transilvania, provincia
rumana desde el tratado de Trianon de 1920. El padre de Janos
nacio el 9 de febrero de 1775 en Bolya, cerca de Nagyszeben.
Provenia de una familia de Hungria de antiguo linaje. Sus
antecesores tomaron posesion del castillo fortificado de esa ciudad a
principios del siglo XIV. Algunos miembros de su familia fueron
valientes soldados pero, en la primera mitad del siglo XVII, un tal
Janos Bolyai perdi6 el castillo durante su cautiverio en Turquia. A
partir de ahi, la fortuna de los Bolyai fue poco a poco perdiéndose y
Gaspar Bolyai, padre de Farkas, hered6 unicamente una pequena
porcion de tierra cerca de Bolya. A esa finca se le unio
posteriormente otra cercana a Domald, villa proxima a
Marosvasarhely (actualmente la ciudad rumana de Targu Mures),
perteneciente a la herencia de Krisztina Pavai Vajna, esposa de
Gaspar. Vasarhely fue el nombre primitivo de Marosvasarhely y era
la ciudad mas grande del pueblo szdkely, los hungaros del extremo
este de Transilvania.

Farkas asistio, entre los 6 y los 13 anos, al colegio luterano y

calvinista de Nagyenyed. Ademas, el baron Simon Kemény pago a
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Farkas los servicios educativos de su hijo, entablandose entre
ambos jovenes una buena amistad, de manera que a partir de 1790
estudiaron juntos durante cinco anos en la Escuela Calvinista de
Kolozsvar. En esa época el talento de Farkas para las matematicas
fue desarrollandose progresivamente, aunque también mostraba
verdadero interés por la musica, en especial por el violin, el dibujo y
el teatro, para el que escribio varias obras ademas de trabajar como
actor. En el otono de 1795 Farkas dejo Nagyenyed y se traslado a
Gotinga para proseguir alli sus estudios. Fue acompanado por su
amigo y companero, Simon Kemény hijo. Pero cayo enfermo y tuvo
que regresar de nuevo a Hungria, aunque por poco tiempo: en la
primavera del ano siguiente se reunio de nuevo con Simon.
Estuvieron varios meses en Jena y mas tarde, en octubre del mismo
ano, entro en la Universidad de Gotinga. El hecho de ser un
estudiante becado dentro de la universidad le aseguré a Farkas la
posibilidad de pagar los costes de su mantenimiento y de seguir
estudiando y aprendiendo. Todos los que conocieron a Farkas
decian de €l que era un hombre de pensamiento profundo y de
caracter bonachon.

Fue precisamente en Gotinga donde Farkas, a sus diecinueve anos,
encontréo a Gauss, el principe de los matematicos, con el que hizo
una perdurable amistad. Después de la muerte de éste ultimo, la
rica y fructifera correspondencia mantenida entre ambos
constituiria una coleccion de documentos extremadamente valiosos
para la historia de las matematicas. Farkas envio en 1835 las cartas

que habia recibido de Gauss al profesor Wolfgang Sartorius von
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Waltershausen, que en aquel entonces estaba trabajando en una
biografia de Gauss. Senalada su amistad con el principe de los
matematicos, Farkas fue el inico hombre que supo comprender sus

consideraciones metafisicas acerca de la matematica.

Farkas Bolyai

Después de algunos anos transcurridos en Gotinga, Farkas regreso
a Kolozsvar en 1799. Comenzé trabajando como tutor familiar y
luego contrajo matrimonio con Susana Arkosi Benké, hija de un
enfermero y barbero. La pareja se movio muy pronto de Kolozsvar a
Domald, donde permanecio hasta el otonno de 1802. Poco después
regresaron de nuevo a Kolozsvar, en espera del nacimiento de su
primogénito Janos, nacimiento que ocurrio el 15 de diciembre de

ese ano.
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En enero de 1804 Farkas ya habia obtenido una plaza como
profesor de matematica, fisica y quimica en el Colegio Calvinista
Reformado de Marosvasarhely, plaza que conservaria durante 47
anos hasta su retiro en 1851. El colegio donde Farkas ejercido su
docencia habia sido construido a mediados del siglo XIV, en parte
sobre las ruinas de la iglesia de San Nicolas destruida hacia el
1600. La escuela comenzo a impartir clases en el siglo XV1I1
cuando los estudiantes calvinistas fueron expulsados de Sarospatak

donde habian estado instalados.
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El Colegio Calvinista Reformado de Marosvasarhely donde estudio

Janos Bolyai .

El matrimonio Bolyai tuvo, ademas de Janos, una hija que fallecio a
edad muy temprana. El matrimonio no fue nada feliz debido, segun
comentarios del propio Farkas, a que su suegra era la causante de

frecuentes disgustos entre la pareja, ademas de que pretendia
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separarlo de su mujer. Por otra parte Susana era neurotica, mal que
se manifesto ya en los primeros anos de casados. El matrimonio fue
a peor desde 1817. Ella fallecio en 1821, después de largos
sufrimientos.

Volviendo a la vida de Farkas como profesor, anadir que éste era
pagado por sus clases en trigo, vino, sal, cerdo, cordero y lena. Le
concedieron ademas una casa con jardin y una paga dineraria.
Farkas se caso por segunda vez en 1824 con Teresa Somorjai Nagy,
que era veintidos anos mas joven que €l. Era hija de un tendero de
Marosvasarhely. Tuvieron dos hijos, Gergely y Berta. Esta ultima
fallecio a los pocos anos de su nacimiento. Teresa era también de
salud delicada y muri6é joven, en 1833. En cualquier caso, fue un
matrimonio mucho mas tranquilo y relajado que el primero.

Farkas Bolyai fue un hombre muy inteligente, uno de los
matematicos mas importantes de Hungria y un precursor, como
veremos, del descubrimiento de las geometrias no euclideas. Se
interes6 toda su vida por los fundamentos de la geometria y en
especial por el axioma de las paralelas. Después de publicar varios
manuales escolares, entre 1832 y 1833 da a luz su obra didactica
Tentamen, escrita en latin en dos volumenes. Su titulo completo es
Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae
introducenci (Intento de introducir a la juventud estudiosa en los
elementos de la matemadtica pura). Estaba dedicado a los alumnos de
las clases superiores de su colegio y en esta obra prueba a
establecer de forma rigurosa y sistematica los fundamentos de la

geometria, de la aritmética, del algebra y del analisis, es decir,

30 Preparado por Patricio Barros



El geémetra revolucionario www.librosmaravillosos.com Félix Garcia Merayo

constituia un resumen de toda la matematica de su tiempo. Gauss
comentod positivamente el alto grado de precision que se notaba en
este trabajo.

Farkas fue elegido miembro correspondiente de la Academia de
Ciencias de Hungria el 9 de marzo de 1832, pero no en el
departamento de matematicas, sino en el de ciencias naturales. La
base para su eleccion fue la publicacion en 1830 de su libro
Elementos de aritmética. Parece que esa asignacion a un
departamento que realmente no era el suyo se debio a que la citada
obra de Farkas habia sido la unica, hasta la fecha, redactada en
hungaro y no en latin, como era el caso del Tentamen. La Academia
de Ciencias era la sucesora reciente de otra sociedad dedicada a
promover y desarrollar la lengua hungara, lo cual podria explicar la
actitud del secretario del tribunal, Gabor Doébrenti, de no incluirlo
en el departamento de matematicas, puesto que las anteriores obras
de Farkas estaban todas ellas escritas en latin: contaba, pues, nada
mas que con una obra meritoria para obtener la plaza.

Farkas Bolyai no so6lo era un talento para las matematicas, también
hay que resaltar otras cualidades propias de un auténtico genio en
otras muchas labores. Asi, por ejemplo, debido a la escritura de
obras para el teatro, consiguio alcanzar un puesto en la historia de
la literatura hungara. Por sus conocimientos de musica
acostumbraba a impartir clases privadas de ese arte e incluso dio
conferencias sobre teoria de la musica. Era un buen conocedor de
lenguas: se desenvolvia con gran soltura en hungaro, aleman, latin

y rumano, ademas de poseer conocimiento de otras varias. Era el
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invitado favorito de la alta sociedad local al haberse convertido en
un divertido y gran conversador.

Otro de los pasatiempos favoritos de Farkas fue el diseno de estufas
y hornos. Habiendo oido que la construccion de estufas economicas
figuraba en la agenda de una reunion internacional a celebrar en
Viena, puso manos a la obra con el objetivo de resolver el problema
e invento varios tipos de estufas, algunas de las cuales construyo €l
mismo. Como consecuencia, esas estufas estuvieron de moda en

Transilvania durante mucho tiempo.

El axioma de las paralelas

Muchos matematicos han tratado en todas las épocas de
deducir este postulado de los anteriores establecidos por
Euclides. Pero todo ha sido en vano. Lo tinico que consiguieron
fue elaborar enunciados equivalentes. Tal es el caso de Proclo,
Saccheri, Lambert, Legendre, Lagrange y también Farkas
Bolyai que, en su obra Tentamen, lo enuncié asi: “tres puntos
no alineados pertenecen a una misma circunferencia”

En su Tratado de geometria métrica, el gran matemdtico e
ingeniero espanol Pedro Puig Adam escribe que “la necesidad
de un axioma como éste para fundamentar la teoria del
paralelismo fue advertida por Euclides, cuyo postulado fue
enunciado de otra manera”. El enunciado equivalente al de
Euclides que nos da el profesor Puig Adam, y también otros
muchos, es como sigue: “por un punto exterior a una recta

pasa una sola paralela a ella”. Este postulado permite
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asegurar la existencia de una paralela r2, y sélo una, por un

punto exterior O a una recta ri.

0
"2 -

Como puede apreciarse, este postulado afirma dos cosas:
primera, la existencia de una recta que pasa por el punto
exterior a otra dada y que es paralela a ella y, en segundo
lugar, que esa recta es tnica. Entonces, ese postulado puede
negarse todo él o solo la segunda parte. Trabajando con la
segunda alternativa, han nacido las geometrias no euclideas.

En la misma obra citada se nos dice: “la forma poco intuitiva
que tiene el postulado de Euclides, en comparacion con los
restantes que este gedmetra establecié al comienzo de sus
famosos Elementos, motivé, sin duda, que el propio Euclides
hiciera el menor uso posible de él y que los gedémetras
posteriores se esforzaran en hallar del mismo una
demostracion ”. Durante mds de veinte siglos se ha tratado de
dar consistencia légica a las geometrias no euclideas, es decir,

las que niegan tal postulado.

Otro de sus logros fue la construccion de un asiento con ruedas que
se podia conducir con la ayuda de un volante y mover con los pies.
Y también una casa colocada sobre ruedas y recubierta con

techumbre de madera, precursora de las casas moviles.
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En un determinado momento, se public6é una vacante en
Transilvania para inspector general de bosques, plaza a la que se
presentd con el fin de aliviar sus penurias economicas. No fue
admitido, pero debido a la preparacion que tuvo que realizar,
alcanzo un cierto grado de experiencia en técnicas forestales y fue
capaz de escribir el primer libro sobre el tema en hungaro.

Farkas Bolyai fallecio el 20 de noviembre de 1856. Segun Orban
Balazs, fue su voluntad que no se hiciera ceremonia alguna, solo el
“sonar de la campana de la escuela. En su tumba no figuran ni
epitafios ni inscripciones, solo se planté sobre ella un manzano que
tenia en sus tierras, porque el famoso profesor Bolyai habia sido
también un especialista en horticultura. Su hijo Janos le tuvo en
gran estima y consideracion, y esa estima, segun veremos mas
adelante, fue reciproca a pesar de las varias discusiones que
mantuvieron ambos. Después del funeral, Janos dedico a su padre

un opusculo.

§. Los primeros estudios

Janos Bolyai es una de las figuras mas grandes y relevantes de la
matematica hungara y tuvo wuna carrera fulgurante como
matematico; muchos opinan que es el Copérnico de la geometria.
Las obras publicadas de Janos quedan casi reducidas a un simple
apéndice de veintiséis paginas en las que se pone fin a veintidos
siglos de investigacion infructuosa sobre el V postulado de Euclides
o axioma de las paralelas. A Janos se le debe el establecimiento de

la primera geometria no euclidea. Con este trabajo rompe uno de los
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monopolios de la geometria y prepara el camino para que la
humanidad considere el espacio de diferente manera a como lo
venia haciendo durante siglos.

Janos naci6 el 15 de diciembre de 1802 en la casa que sus abuelos
maternos tenian en Kolozsvar. Pensaron que en esa ciudad su
madre dispondria de mejores cuidados meédicos que en Domald,
donde habian estado residiendo hasta el momento de acercarse el
parto.

Su padre prestdo la maxima atencion en primer lugar al desarrollo
fisico de su hijo y se encargoé luego personalmente, como habia
hecho el padre de Blaise Pascal, de su formacion matematica:
primero la salud, luego la ciencia.

Esto escribe Szénassy sobre la infancia de Janos: “A la edad de
cuatro anos podia distinguir ciertas figuras geométricas, conocia la
funcion seno y era capaz de identificar las principales
constelaciones. A los cinco anos aprendio a leer por si solo. Estuvo
muy por encima de la media a la hora de aprender lenguas,
principalmente el aleman, y musica, de forma que a los siete anos
era capaz de tocar el violin haciendo tales progresos en este
instrumento que muy pronto interpreto dificiles obras de concierto”.
Janos no asistio a la escuela hasta que cumplio nueve anos; hasta
entonces recibia clases de los mejores estudiantes de la escuela de
Marosvasarhely, excepto en el caso de las matematicas, de cuya
ensenanza se encargo su propio padre.

A los catorce anos Janos era ya un maestro en la matematica

superior, como el calculo diferencial e integral, y en la mecanica. Se
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habia convertido en un linglista de excepcion, hablando nueve
idiomas extranjeros, entre ellos el chino y el tibetano. Todo esto esta

documentado en una carta que su padre dirigié a Gauss en 1816.

mAaABBAABNAADDAANl LAY
Sello postal emitido por Hungria en recuerdo de Janos Bolyai, parece

que el retrato pudiera no ser el suyo.

Cuando a los doce anos se convirtido en un colegial normal, pudo
matricularse directamente en cuarto debido a la formacion y
conocimientos que ya habia adquirido: los tres primeros cursos le
fueron convalidados. Hizo su examen final en junio de 1817. Habia
llegado el momento de pensar en la formacion universitaria de
Janos.

Por un articulo de Samu Benko, titulado “Gotinga, Gauss y Erdély”,
podemos tener una vision de la relacion existente entre la

Universidad de Gotinga y los naturales de Transilvania,
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acercandonos asi al problema de la educacion superior en aquella
Europa del Este que le toco vivir a Janos. Esa universidad era
famosa por la libertad de pensamiento, que encajaba bien con la
libertad religiosa que se vivia en los hogares de Transilvania, lo que
animaba a las familias a enviar a sus hijos a Gotinga. Entre los
numerosos alumnos que asistieron a sus aulas ya nos hemos
referido al caso de Farkas Bolyai como uno de los mas conocidos y
renombrados. También Gauss estuvo alli. Sin embargo la educacion
universitaria era cara, especialmente alli, de tal forma que si una
familia perseguia una educacion superior para su hijo, debia ser
pudiente o bien encontrar un protector que ayudara e incluso
cubriera los gastos. Los historiadores también mencionan que en la
mayor parte de las universidades se permitian la bebida y los
duelos, y el comportamiento irresponsable estaba de moda, todo lo
cual causaba un cierto recelo en las familias a la hora de enviar a
sus hijos a cualquier universidad. Parece sin embargo que en
Gotinga la moral no estaba tan relajada como en otras
universidades debido a que los claustros ejercian una cierta
vigilancia sobre el cumplimiento de las reglas establecidas. A finales
del siglo XVIII la mayor parte de los estados comenzo, de alguna
manera, a regular la vida de las universidades aunque, por otra
parte, no estaba permitido que los gobiernos violasen la autonomia

de la vida académica.

§. A la buasqueda de una universidad
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En Transilvania no habia universidades, y las de Pest o Viena no
ensenaban matematicas por carecer de profesores especializados en
la materia o, si habia alguno, no eran de la suficiente confianza de
Farkas como para poner bajo su tutela el genio de su joven hijo. La
unica alternativa era enviar a Janos a Gotinga, junto a Gauss. No se
sabe con certeza si le fue ofrecida una beca a Farkas para su hijo
Janos por parte de una familia bien situada economicamente que le
hubiera facilitado suficiente dinero para vivir y estudiar con
desahogo. Pero lo cierto es que Farkas prefirié seguir con sus planes
de enviar a su hijo a la casa de Gauss: la vida en las universidades
alemanas, como hemos dicho, era lo suficientemente disoluta.
Janos tenia quince anos en 1817.

El 10 de abril de 1816, Farkas escribio a su amigo Gauss pidiéndole
que Janos viviera con €l durante tres anos para que asi recibiera la
mejor formacion posible en matematicas. Incluso le hablo de
reembolsarle los gastos que se produjeran. Pero parece que Farkas
le exigio demasiado a Gauss, que rechazo la idea. ¢Cuales fueron
esas exigencias? Preguntarle por la moral de su hija, para que
nunca resultase peligrosa para Janos, estar satisfecho y no quejarse
por nada, disfrutar de buena salud y tener una esposa excepcional
como mujer y de caracter estable. Por todo lo anterior, Gauss nunca

contesto a esa carta.

§. Janos comienza los estudios de ingeniero militar
Después de este intento fallido, surgié en Farkas la idea de que

Janos estudiase en Viena, concretamente en la Academia de
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Ingenieros Militares. De hecho, visitdo esa academia en uno de los
viajes que hizo a Gotinga, quedando altamente impresionado, tanto
que se hubiera matriculado €l mismo en ella. El problema era como
reunir inmediatamente el dinero necesario para pagarle a su hijo los
estudios en esa institucion. Hasta ver como solucionaba las
cuestiones presupuestarias tuvo que comenzar matriculando a
Janos en 1817 en la Facultad de Artes de la Escuela de
Marosvasarhely, graduandose el 30 de junio de 1817. Algo mas
tarde, el director de la institucion, conde Miklos Kemény, junto con
otros benefactores, facilito el dinero suficiente para que Janos
pudiera comenzar sus estudios como ingeniero militar. Una vez
pasado el correspondiente examen de admision en 1818, Janos
seguira un programa de ocho anos en la Imperial y Real Academia
de Ingenieros Militares. Se podia ingresar en el cuarto curso o en
alguno de los anteriores, dependiendo de la formacion que poseyera
el aspirante: Janos siguio la opcion avanzada y finalizé cuatro anos
después, a pesar de una cierta aversion por la disciplina militar.
Ingres6 por tanto como cadete de ingenieros en el ejército austro-
hungaro. Ahora bien, tuvo que hacer frente a otros gastos que no
llegaban a cubrirse con la asignacion del conde y de los otros
amigos, por lo que recayo en su propio padre esa financiacion extra,
tarea nada facil dada la situacion econémica por la que atravesaba
Transilvania por culpa de las guerras mantenidas con Francia desde
1792.

Janos fue un excelente estudiante, clasificado por muchos

profesores como el primero, aunque otros le consideraban el
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segundo, quiza debido a sus dificultades con el dibujo, materia que
se asegura que le aburria. No olvidé en ningiin momento el deporte,
no bebia alcohol ni café, s6lo agua, y nunca fumaba. El violin seguia
siendo su mayor pasion, interpretando varios conciertos durante su

estancia en Viena.

§. Graduacion en Viena como ingeniero militar

Se graduo el 6 de septiembre de 1822, pero, debido a su alto interés
por las materias y por ser uno de los dos alumnos mas aventajados,
se le permitio proseguir estudios un ano mas. A principios de
septiembre de 1823 fue nombrado subteniente y asignado a la
direccion de la fortificacion de Temesvar. Se retirara, como veremos,
en 1833 con el grado de capitan.

A principios de 1825 Janos visito a su familia en Marosvasarhely,
donde tuvo un gran éxito: la sociedad aristocratica quedoé fascinada
por su personalidad y por la elegancia del joven oficial. Su padre
estaba feliz por tener un hijo que se habia convertido en un genio de
las matematicas, no so6lo por los conocimientos adquiridos en la
escuela de Viena sino también porque sabia de las investigaciones
que, sobre la teoria de las paralelas, venia haciendo desde 1820,
estando ya en la Academia de Ingenieros. En una carta que Farkas
escribe a Pal Bodor el 27 de febrero de 1825 le comenta que Janos
es un joven elegante, decidido y con una naturaleza muy fuerte.
Ademas, Janos era un excelente practicante de esgrima y era
famoso en ese arte desde sus anos de estudiante. Se cuenta que

una vez, durante su estancia en Arad, trece oficiales de caballeria le
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retaron a un juego que Janos acepto. Las condiciones eran que cada
dos lances ganados por su parte, él podria tocar el violin. Venci6 en
los trece retos. Si la historia fuera cierta, dado que las espadas
empleadas por los oficiales de caballeria eran muy pesadas,
significaria que Janos era de una complexion fisica extremadamente
fuerte.

En 1826 Janos fue trasladado a Arad y la suerte quiso que alli se
encontrara con Johann Wolter Eckwehr, que habia sido uno de sus
profesores de matematicas en la academia, y con el que, ademas,
habia sostenido una rica correspondencia. Ahora era su superior
inmediato. Janos le pasé un manuscrito en aleman con sus
investigaciones relativas a la geometria no euclidea. Por desgracia,
este manuscrito se ha perdido. Cinco anos mas tarde, en 1831,
Janos fue nuevamente trasladado, esta vez a Lemberg (actual
ciudad ucraniana de Lviv), y en 1832 a Olmittz, (la actual ciudad
checa de Olomouc) ultimo destino en su carrera militar.

Estando en Arad, Janos padeci6 de fiebre persistente. Casi con
seguridad cogi6o la malaria, debido a la extrema humedad de los
suburbios de la ciudad. Mas tarde también sufrio de colera, de
manera que su salud se deterior6 de forma significativa. Ademas, en
su traslado de Lemberg a Olmutz tuvo la desgracia de que el
carruaje en el que viajaba sufriera un accidente a causa del cual se
hiri6 en la cabeza. Comenzaba a no sentir interés por su carrera
militar, estaba aburrido y cansado de la rutina de los escritos,
informes y de la elaboracion de planos que debia hacer a diario.

Dedicaba su tiempo libre a resolver problemas de matematicas. Con
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el fin de dedicarse de lleno a sus investigaciones solicitd una baja
temporal del servicio por tres anos, baja que le fue denegada.
Finalmente, en 1833, fue separado del servicio con una pension de
capitan de segunda clase. Puede que hubiera una segunda razon
para esa jubilacion prematura del servicio. De camino desde
Lemberg a Olmutz, Janos tuvo una discusion con los aduaneros de
frontera por negarse a abrir su equipaje y los oficiales le

denunciaron a las autoridades.

§. De nuevo en la vida civil

Janos se fue a vivir a la casa que su padre tenia en Marosvasar-
hely, pero s6lo por una temporada, ya que un ano mas tarde, en
1834, se trasladé a Domald donde permanecié hasta 1846. La
familia habia heredado alli una finca de la madre de Farkas. A
partir de 1834 Janos cohabitdo con Rosalia Kibédi Orban. Su
matrimonio legal no era posible al no poder reunir el dinero de un
deposito, el dinero de un aval, que le fue requerido cuando era
oficial del ejército. Su padre nunca aprobd enteramente esa union y
considero que su hijo estaba manchando la buena reputacion que
siempre tuvo en la comunidad en la que vivia. Tuvieron dos hijos:
Dénes y Amalia. Uno de sus descendientes, su tataranieto Janos
Bolyai, vive en Edelény (Hungria). Debido a la pension insuficiente y
quizas también a la mala gestion economica del dinero percibido, la
finca y casa en la que habitaba la pareja con sus hijos se convirtio
en una carga con el paso del tiempo y ellos mismos llegaron a vivir

en una auténtica penuria.
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En 1846 Janos se traslado de nuevo con su familia a
Marosvasarhely para agradar a su padre, disgustado, y no le faltaba
razon, por lo que €l consideraba una mala gestion de la finca de
Domald. La finca seria luego arrendada.

Durante la guerra de independencia, en 1849, dejo de tener vigencia
la exigencia del aval, por lo que Janos y Rosalia pudieron casarse
legalmente el 18 de mayo de 1849. El ejército nunca reconocio, sin
embargo, la legalidad de ese matrimonio. Pero esa vida en comun y

legal no durara mucho tiempo.

La tumba de los Bolyai en Marosvasdrhely.

En 1852 Janos abandona a su familia, pensando quiza que con ello

se congraciaria con su padre, dejando la casa a su esposa, a la vez
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que una considerable cantidad de dinero para el mantenimiento de
sus hijos. No obstante, nunca dejo de protegerlos. Su salud
comenzo a deteriorarse, por lo que tuvo que pagar los cuidados de
una sirvienta, Julia Szots. Esa economia escasa, y el hecho de
haber fallecido su padre, le movié a vender sus bienes de Domald y

repartirse las ganancias con su hermanastro Gergely.

§. Muerte de Janos Bolyai

El 27 de enero de 1860, Julia Szots escribio a Gergely
comunicandole que Janos estaba muy enfermo, por lo que debia
venir urgentemente. Habiendo firmado ya la carta, mir6 a su patron.
“Mientras escribia esta carta, ha muerto, por lo que no hay nada
mas que decir: el capitan se ha ido”. Una neumonia fue la causa,
arrebatandole de este mundo a la edad de 57 anos, un mundo que
no supo reconocer en ningun momento ni su sabiduria ni su genio
prematuro.

En la celebracion del funeral solo estuvieron tres personas civiles,
ademas de la obligatoria escolta militar. Por Kiss, un estudioso de la
vida y obra de Janos Bolyai, sabemos que al final del informe del
registro que obra en la iglesia calvinista de la localidad donde
fallecio, se anadieron las siguientes frases: “Fue un famoso
matematico de mente preclara. Fue el primero entre los primeros.
Ha sido una pena que su talento fuera sepultado de forma inusual”.
No ha llegado hasta nosotros retrato alguno de Janos. Parece haber
existido s6lo un cuadro vestido de uniforme, pero €l mismo lo corto

en trozos con su propia espada. Actualmente ha ganado aceptacion
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la opinion de que uno de los relieves de la parte superior de la
fachada del Palacio de Cultura de Marosvasarhely corresponde a su
efigie. Hay seis relieves, con los correspondientes nombres sobre
cinco de ellos; bajo el sexto se inscribio el nombre de Janos Bolyai.
También podria corresponder a Gyorgy Klapka, general del ejército
revolucionario hungaro. Se sabe que Janos y Gyorgy eran muy
parecidos. Kinga Széchenyi fabrico en 2002 una placa de Janos

Bolyai para conmemorar el cien aniversario de su nacimiento.

Relieve de la parte superior de la fachada del Palacio de Cultura de

Marosvasarhely que parece ser una imagen fiel de Janos Bolyai .

Un crater recuerda en la Luna el nombre de Bolyai y, justamente al
lado de éste, otro lleva el nombre de otro insigne hungaro, E6tvos,
famoso por su invencion del péndulo de torsion en 1891, para medir

los cambios de la fuerza de la gravedad.
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§. El trabajo cientifico de Janos Bolyai

Desde 1820, estudiando ya en Viena, Janos retomo6 el mismo
camino que habia apasionado a su padre: el postulado V de
Euclides, tratando de reemplazar el axioma de las paralelas por otro
que pudiera deducirse de los anteriores, es decir, demostrarlo.
Efectivamente, llegara a la conclusion cierta de que el postulado V
es independiente de los que le preceden. Con ello comenzo a
desarrollar las ideas basicas de la geometria hiperbdlica.

Farkas, no obstante, alerté a su hijo y le indujo a abandonar esa
investigacion. En su emotiva carta del 4 de abril de 1820, en la que
revela un patetismo desmesurado, le decia: “No debes intentar ese
camino hacia las paralelas: yo lo conozco hasta su final. He
atravesado esa noche sin fondo que extinguié toda la luz y toda la
alegria de mi vida. jPor Dios! Te suplico que abandones las
paralelas, aborrécelas como si fuera una pasion indecente, te
pueden privar (como me ha ocurrido a mi) de tu tiempo, de tu salud,
de la tranquilidad de espiritu y de la felicidad de tu vida Yo ya me
converti en un martir que deseaba suprimir la imperfeccion de la
geometria y retorné purificado al mundo. Realicé monstruosos y
enormes trabajos, mis creaciones son mejores que las de otros y no
por eso he logrado una completa satisfaccion. Retorné cuando me di
cuenta de que ningun hombre ha sido capaz de encontrar el fondo
de esa noche. Y retorné desconsolado y lleno de una gran pena. He
viajado por todos los escollos de este infernal mar Muerto y siempre

he vuelto con el mastil roto y las velas rasgadas [...]. Arriesgué
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atolondradamente mi vida y mi felicidad. Aut Caesar aut nihil [0
César o nada, divisa de César Borgia]”.

Roberto Bonola, en su Geometrias no euclidianas, nos ha dejado un
testimonio que no hemos encontrado en ningun otro informe
posterior relativo a la obra de Janos. Parece que en el tiempo que
estuvo en Viena Janos entablo cierta amistad con C. Szasz, y esa
relacion y las conversaciones cientificas que mantuvieron
condujeron a Bolyai a crear su Ciencia absoluta del espacio. Bonola
anade, incluso, que se debe a Szasz la idea de considerar la paralela
a una recta por un punto exterior a la misma como la posicion
limite de la secante a la recta dada que gira alrededor de ese punto
exterior. Por ello, esa secante limite, esa paralela, recibi6é el nombre
de paralela asintética o, simplemente, asintota a la recta dada. Asi
termina Bonola, en el libro citado, este pasaje: “Habiendo Szasz
abandonado Viena a principios de 1821 para encargarse de la
ensenanza del derecho en el colegio de Nagy-Enyed, Janos queda
solo para proseguir con sus especulaciones. Hasta el ano 1820
estuvo dominado por la idea de encontrar una demostracion al
axioma XI, siguiendo un camino analogo al de Saccheri y Lambert.
Bien pronto cree haber conseguido su objeto, como se deduce de la
correspondencia con su padre”. Janos llamo6 axioma XI en sus
trabajos al V postulado de Euclides.

El 3 de noviembre de 1823, casi un ano después de graduarse en la
escuela militar de Viena, Janos escribia desde Temesvar a su padre
una carta en la que, quizas un poco prematuramente, le decia cosas

como las siguientes:
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“1Mi querido y buen padre! Tengo tanto que escribirle acerca de
mis nuevos hallazgos que, por el momento, no puedo discutirlos
aqui en profundidad, asi que se los voy a escribir sélo en una
cuartilla. Espero su respuesta a mi carta de dos folios y tal vez
no le hubiera escrito antes de recibir su respuesta si no deseara
mandarle la carta que he escrito a la baronesa, que le ruego le
haga llegar [...]. Estoy decidido a publicar ahora una obra sobre
la teoria de las paralelas, apenas haya ordenado la materia y
las circunstancias me lo permitan. Por el momento no he
encontrado aun el camino definitivo, pero he descubierto cosas
tan hermosas que yo mismo me he quedado sorprendido de
ellas [...]. Seria una pérdida eterna si se perdieran. Cuando las
vedis, querido padre, vos mismo las reconoceréis. Ahora no
puedo anadiros nada mds; soélo esto: he creado un mundo nuevo
y diferente a partir de la nada. Todo lo que os he dicho hasta
ahora no es mas que un castillo de naipes comparado con una
torre. Estoy tan persuadido de que esto me dara gloria, como si

eso ya hubiera sucedido”.

Terminaba con la siguiente posdata:
“He osado, padre mio, juzgar estos trabajos de mi espiritu
absolutamente y con conviccion antes que tu; no temo de ti
ninguna interpretacion falsa (que ciertamente yo no mereceria),
lo que significa que, desde cierto punto de vista, te considero un

segundo yo.
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Como hoy sabemos y reconocemos, ese mundo nuevo y diferente al
que se refiere Janos en su carta es el mundo magico de la geometria
absoluta, de la geometria hiperbolica. Evidentemente, Bolyai habia
creado un mundo abstracto y habia adoptado una aproximacion al
problema enteramente original estudiando las consecuencias que
podian derivarse de negar el V postulado, es decir, de suponer que
por un punto exterior a una recta pasan infinitas rectas paralelas a la
dada. Quedo perplejo de la coherencia que lograba en sus
deducciones, es decir, de la coherencia contenida en su nueva
geometria.

En la misma carta, y antes de comenzar a contarle sus hallazgos
sobre las paralelas, Janos también hace alusion al teorema del
binomio: “Primero de todo, voy a responderle sobre el teorema del
binomio. Para exponentes enteros positivos, la prueba es perfecta
como usted la ha escrito, pero se necesita conocer la forma de las
series para utilizarla en la prueba”. Sigue después una discusion
sobre el teorema para exponentes no enteros, refiriéendose a la
prueba de su padre y haciendo alusion a las de Lacroix y Vega:
“Acerca de todas estas cosas, seguiremos discutiendo; también lo
estudiaremos para exponentes negativos ”.

Cuando Farkas ley6 la carta de su hijo, le surgio el deseo de incluir
la teoria de Janos en su publicacion Tentamen. Se justifica
diciéndole que “las ideas pasan facilmente de uno a otro y
cualquiera puede anticiparse en publicarlas [...]. Cuando el tiempo
ha hecho madurar las cosas, esas cosas aparecen en distintos

lugares, tal como hacen las violetas con la luz del comienzo de la
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primavera”. Y termina: “puesto que toda lucha cientifica es una gran
guerra a la que no se sabe cuando seguira la paz, se debe, cuando
se pueda, vencer en la lid, puesto que aqui la victoria corresponde al
primero”. En este sentido su padre tenia razén, aun considerando
que el lugar donde aparecerian las teorias de Janos no seria el
mejor para llamar la atencion de la comunidad matematica
internacional de aquel tiempo.

Después del envio de esta carta a su padre, Janos escribio otra en
aleman, dando a conocer los resultados que habia descubierto, a su
antiguo profesor Eckwehr de Viena, supervisor suyo mas tarde, en
1826, en Arad.

Hechas algunas mejoras a la teoria, visito a su padre en
Marosvasarhely a principios de 1825, pero se marcho decepcionado
por el poco entusiasmo que su progenitor mostraba hacia sus
investigaciones. ¢Habia sido Farkas capaz de comprender la nueva

geometria de su hijo?

Las tres geometrias

La geometria, llamémosla clasica, que se basa y admite el
axioma de las paralelas o postulado V de Euclides, recibe el
nombre de geometria euclidea.

A principios del siglo XIX, los matemadticos Gauss, Lobachevski
y Janos Bolyai, por separado, demostraron la posibilidad de
construir una geometria coherente reemplazando la geometria
basada en la paralela unica de Euclides por otra, donde era

posible trazar un numero infinito de paralelas a una recta por
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un punto exterior a ella. Esta geometria no euclidea se conoce
con el nombre de geometria de Bolyai-Lobachevski o también
geometria hiperbdlica Es wuna geometria cuya referencia,
modelo o espacio podria ser un circulo plano en el que las
rectas son cuerdas de su circunferencia. El primer trabajo de
Lobachevski sobre esta geometria se ha perdido. En 1836
aparecio, escrita en ruso, su obra definitiva Nuevos elementos
de geometria con una teoria completa sobre las paralelas. Sin
embargo, el tratado mas completo sobre esta teoria se publico
en ruso y en francés con el titulo Pangeometria.

La geometria que el matemdtico alemdn Bernhard Riemann,
discipulo y continuador de Gauss, mostré hacia 1860, también
no euclidea, es una geometria en la que no existen las rectas
paralelas. Se trata de una geometria basada en la esfera en la
que las lineas rectas son circulos mdximos de la misma.
Recibe el nombre de geometria de Riemann o geometria
eliptica La teoria de la relatividad de Einstein se basa en esta
ultima geometria riemanniana.

Siguiendo con la referencia a las cénicas para darles nombres
a las geometrias, la geometria euclidea, la intermedia entre las
dos anteriores, también recibe el nombre de geometria

parabdlica.

Janos volvio a visitar a su padre a principios de 1831, cuando
viajaba con destino militar a Lemberg. En aquel momento Farkas ya

habia tenido tiempo de comprender el significado de lo que su hijo le
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habia dicho anos antes. Entonces si, le recomendoé escribir lo antes
posible un apéndice, el Appendix, a su Tentamen. El acontecimiento
mas importante fue la publicacion de ese apéndice, cuya
preimpresion se hizo en latin en 1831. El primer volumen del
Tentamen, escrito también en latin, se encuaderno junto con el
apéndice aportado por Janos y se publico en 1832. Un ano mas
tarde aparecia el segundo volumen. Curiosamente, la fecha del
Tentamen con su respectiva licencia, el imprimatur, corresponde al
12 de octubre de 1829. La extension del escrito de Janos no supera
las veinticuatro paginas. El titulo completo de este opusculo era:
Appendix, scienciam spatii absolute veram exhibens: a ueritate aut
falsitate Axiomatis XI Euclidei (a priori haud unquam decidenda)
independentem; adjecta ad casum falsitatis, quadratura circuli
geométrica. Podriamos traducirlo asi: Appendix, la ciencia absoluta
del espacio independiente de la uerdad o falsedad del axioma XI de
Euclides (que nunca se podra establecer a priori); seguido de la
cuadratura geométrica del circulo, en el caso de la falsedad del
axioma XI. Y termina este largo y completo titulo: Auctore Johanne
Bolilla de eadem, Geometrarum in Exercitu Caesareo Regio Austriaco
Castrensium Capitaneo.

Nos advierte Babini en su obra ya citada: “Bolyai da el nombre de
absoluto a sus consideraciones porque se refieren a las propiedades
geomeétricas independientes del postulado, verdades o teoremas que
son validos tanto para la geometria ordinaria como para la

geometria mas general que €l ha construido”.
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Janos Bolyai nunca intenté remitir su trabajo a las revistas u otras
publicaciones matematicas lideres y conocidas de la época, a pesar
de las conexiones y posibilidades que su padre tenia, sobre todo por
su amistad con Gauss. Tal vez influyera en esta decision el hecho de
no haber conseguido, como veremos mas adelante, el total
beneplacito de Gauss a sus teorias, al menos en los primeros
momentos.

El Appendix fue publicado varias veces en hungaro y en otros
idiomas, incluso se tradujo al inglés en 1891, obra acometida por
George Bruce Halsted, de Texas, en cuyo prefacio escribe: “Estas
son las dos docenas de paginas mas extraordinarias de la historia
del pensamiento”. También Bonola realizo una version inglesa en
1911a partir de su original en italiano.

Las ideas fundamentales se expresaban en 43 proposiciones, un
conjunto de definiciones sobre rectas paralelas, demostrando que si
el postulado V se cumplia en una region del espacio también se
cumpliria en todo €l y viceversa. Da indicaciones concretas para
construir las figuras geométricas correspondientes a su nueva
geometria y, en particular, un cuadrado y un circulo de igual
superficie. Janos llega a esta alternativa: o bien el axioma de las
paralelas es cierto o bien la cuadratura del circulo es posible y ello
casi cincuenta anos antes de que Lindemann cierre el problema de
la cuadratura del circulo en la geometria euclidea demostrando la

trascendencia del numero n.

§. La comunicacion con Gauss
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Farkas envioé una copia del escrito de su hijo a su amigo Gauss, casi
al mismo tiempo que se publicaba por primera vez en abril de 1831.
Le pedia su opinion sobre el trabajo de Janos. Esa copia parece
haberse perdido, pero si se conserva la carta que la acompanaba,
fechada el 20 de junio de 1831.
Farkas remitiria una segunda copia del trabajo a Gauss el 16 de
enero de 1832. Este escribié poco después a uno de sus amigos:
“considero a este joven gedometra Bolyai como un genio de primera
clase”. En la contestacion a Farkas Bolyai no fue, sin embargo, tan
adulador. La carta que envio el 6 de marzo de 1832, mes y medio
después de recibir el envio, es ampliamente conocida. En una de las
partes mas devastadora, Gauss escribe:
“Respecto al trabajo de tu hijo comienzo por decirte, aunque te
sorprenderas por un momento, que si yo lo alabara, ello
comportaria alabarme a mi mismo, porque el contenido completo
del trabajo, el camino seguido por tu hijo y las conclusiones a
las que llega, coinciden casi exactamente con mis propias ideas,
que han ocupado mi pensamiento durante los pasados treinta o

treinta y cinco anos. Esto me ha dejado, en efecto, estupefacto”.

Y luego anade que €l también habia intentado escribir esas ideas
para que no desaparecieran con su muerte.

¢Por qué esta falta o, al menos, debilidad de reconocimiento de
Gauss hacia el trabajo de Janos? Desde 1817, Gauss no tenia duda
alguna sobre la coherencia de la geometria no euclidea, que €l ya

conocia y parece que dominaba. No publicé nada sobre el tema por
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el miedo al qué diran y a que se burlaran de él, sufriendo las
consecuencias e influencia del kantismo, que consideraba al espacio

euclideo como una necesidad inevitable del pensamiento.
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Carta autégrafa de Gauss a Taurinus fechada el 8 de noviembre de

1824.

Por eso, en la carta dirigida a Farkas anade: “Me sorprende en
exceso que me despojen de ese trabajo pero, al mismo tiempo, me

siento particularmente dichoso de saber que la fatiga de una

redaccion [en alusion a lo que podia haber sido su propia

publicacion de la teoria] me ha sido evitada por el hijo de mi viejo

amigo, que me ha adelantado de tan excelente manera”. Por otra
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parte, Gauss ya habia declarado su conocimiento de estas teorias en
una carta enviada el 8 de noviembre de 1824 al matematico aleman
Taurinus, aunque en otra, escrita al también matematico y
astronomo aleman Christian Ludwig Gerling, reconocia que sus
ideas de 1798 estaban muy lejos de la madurez que se podia
apreciar en las de Janos. Taurinus es también considerado como un
precursor de Lobachevski y Bolyai en lo que a geometrias no
euclideas se refiere.

En la carta aludida, Gauss invitaba a Janos a resolver ciertas
cuestiones en su geometria, como la de encontrar el volumen de un
tetraedro o la obligatoriedad de demostrar la posibilidad de un
plano, considerando que la definicion ordinaria del plano estaba
poco cuidada.

Aunque de algun modo Gauss habia alabado el trabajo de Bolyai, el
hecho de enterarse de que conocia la mayor parte de sus resultados
desestabilizo a Janos. Lo tom6 como un duro palo que lo convirtio
en una persona irritable y poco tratable. Las posteriores alabanzas
no aliviaron en modo alguno la pena que la carta causo al joven
Titan, como le llaman sus compatriotas contemporaneos. Poco a
poco su salud, fisica y psiquica, se fue deteriorando y ello le indujo
a alejarse de su padre. Ademas, ese deterioro le hizo abandonar la
carrera militar el 16 de junio de 1833, convirtiéndose en un

pensionista en la reserva.

§. Los concursos y los pesares. Aceptacion de la nueva

geometria
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En 1837 ocurriéo un hecho significativo en la vida de los Bolyai. La
Sociedad Cientifica de Leipzig anunci6 un concurso sobre los
fundamentos de la teoria de los numeros imaginarios. Los Bolyai
tuvieron conocimiento de este anuncio pocos dias antes de su fecha
limite, en el mes de noviembre de ese ano. No obstante, padre e hijo
presentaron trabajos al concurso. Otro participante fue Ferenc
Kerekes, de la escuela de Debrecen. Los Bolyai no ganaron,
mientras que Kerekes fue merecedor de la mitad del premio
establecido. El trabajo de Janos, conocido como Responsio, se
basaba en los mismos principios utilizados por Hamilton, fundador
de la teoria de los numeros complejos. Aunque Janos presento este
trabajo en 1837, su teoria ya estaba completa en 1831, mucho
antes, por tanto, de que Hamilton hiciera publica su investigacion
en la Academia de Dublin. Janos produjo otros descubrimientos
matematicos que se han presentado y discutido en “Notas sobre las
investigaciones de Janos Bolyai relativas a la teoria de numeros”, un
articulo publicado por Elemér Kiss en la revista Historia
Mathematica.

El ano 1848 sorprendio a Janos con la llegada del trabajo de
Lobachevski, aparecido en 1829 y publicado mas tarde en aleman
en 1840, y cuyo contenido coincidia en gran parte con su Appendix.
Su primera reaccion fue pensar que habia sido victima de un plagio.
Mas tarde fue capaz de reflexionar y sacar sus propias conclusiones
sobre el trabajo, que fueron recogidas en 1902 por Stackel y
Kurschak: “Comentarios de Janos Bolyai sobre las investigaciones

de Nicolas Lobachevski relativas a las paralelas”. Ya se ha dicho que
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Janos concluyo6 el esquema de su trabajo sobre las paralelas en
1823 y el texto completo en aleman tres anos mas tarde. Dado que
este ultimo se ha perdido, y que el primero es s6lo un informe del
descubrimiento redactado en una carta, no existen documentos
anteriores relativos a su descubrimiento que no sean su Appendix.
Por otra parte, también es cierto que Lobachevski impartié6 una
conferencia en 1826 sobre un tema relacionado en la Universidad de
Kazan, donde fue profesor y rector. Segun Elemér Kiss, si se analiza
el titulo de la memoria, parece que Lobachevski unicamente
intentaba demostrar el V postulado.

Debemos anadir que la comunidad cientifica cercana a los Bolyai no
se mostro demasiado interesada por el trabajo de Janos. Algo
parecido le ocurrio a Lobachevski con alguno de sus escritos, segun
expresa €l mismo en su libro publicado en 1840. Estas son algunas
frases contenidas en la carta que Farkas envio a Gauss el 3 de
octubre de 1836: “Aqui nadie necesita las matematicas; aparte de
mis alumnos, s6lo algunas personas sienten algo hacia esa ciencia”.
La historia y la propagacion del descubrimiento de las teorias de
Janos acontece, mas bien, fuera de su patria. La clasificacion de los
trabajos de Gauss hecha después de su muerte en 1855 juega un
importante papel en ese descubrimiento. Entre esos papeles se
encontraron los trabajos de Bolyai y de Lobachevski, asi como
ciertas cartas escritas y recibidas por Gauss, que fueron clasificados
por Wolfgang Sartorius von Waltershausen, profesor de
matematicas en Gotinga, a quien Farkas Bolyai habia enviado las

cartas que Gauss le habia dirigido a él, de forma que también
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fueron incluidas en esa clasificacion. A partir de ahi, el panorama
comenzo a aclararse. Asi, las primeras palabras de aprecio
publicadas se debieron a Baltzer, profesor de matematicas en
Dresde. Fueron incluidas en su trabajo, muy bien conocido en
aquella época, Los elementos de las matemadticas. En el mismo ano,
Houel, profesor en Burdeos, publico en francés su version completa
del Appendix junto con un articulo que contenia una biografia de
Bolyai debida a Ferenc Schmidt. Al profesor Houel se debe la
siguiente apreciacion sobre la negligencia de los hungaros con su
compatriota Bolyai: “Me siento afligido al ver lo poco que Hungria
aprecia los descubrimientos cientificos que se producen en su suelo”.
Si lo dicho anteriormente demuestra mas bien el interés de la
comunidad cientifica por la labor de Gauss en la geometria no
euclidea, en el ano 1868 se despertéo también el interés por las
investigaciones de Bolyai. Ese ano, un articulo del italiano Beltrami
contiene un modelo de la geometria hiperbodlica de Bolyai-
Lobachevski, modelo con el que podia demostrarse que los axiomas
de su geometria estaban exentos de contradicciones.

Aislado del mundo y de otros cientificos, y aunque continua
desarrollando teorias matematicas por su cuenta mientras vive en
Domald, Janos no volvera a publicar ninguno de los resultados de
sus investigaciones. Uno de sus ultimos trabajos, comenzado en
1834, se refiere a la axiomatizacion de todas las matematicas,
especialmente de la geometria. Al incluir en esos estudios nociones

sobre el invariante topologico, una concepcion rigurosa de los
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numeros complejos como pareja de numeros reales, se estaba
anticipando a su tiempo.

Abandon6 las matematicas y, en una patética busqueda de la
perfeccion, se consagro a la elaboracion de una lengua universal, lo
que hoy llamariamos un esperanto, partiendo del magiar, lengua
que consideraba un modelo de armonia vocalica.

Se dice que dejo mas de 20.000 paginas manuscritas con material
de sus trabajos sobre matematicas. Investigaciones actuales, como
veremos, totalizan unas 17.000 paginas. Se encuentran en la
biblioteca Bolyai-Teleki de la ciudad rumana de Targu Mures. En
1945 se abrio una universidad en Cluj que llevaba su nombre. Fue

cerrada en 1959 por el gobierno de Ceaucescu.

§. El descubrimiento y la clasificacion de la obra de Janos
Bolyai

Jozsef Eotvos, politico, ministro y literato hungaro, supo
comprender la importancia de la obra cientifica de Bolyai. Con su
apoyo fue posible el traslado a Pest de todas las cajas que contenian
las obras de Janos. Alli fueron depositadas en los archivos de la
Academia, donde permanecieron un cuarto de siglo. Un comité se
encargo, aunque con escaso éxito, de identificar los resultados
escondidos entre las paginas. Fue durante ese tiempo cuando
Ferenc Schmidt encontré entre la documentacion la célebre carta
que Janos escribié a su padre el 3 de noviembre de 1823 dandole
cuenta de que habia “encontrado un mundo nuevo y diferente Mas

tarde apareci6 en Marosvasarhely otra parte de los trabajos con
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contenido matematico, escritos después del Appendix. Fueron los
siguientes: Responsio, el material enviado al concurso de la
Sociedad Cientifica Jablonowski de Leipzig, Suplementos al
Appendix, el calculo del volumen del tetraedro en geometria
hiperbolica, Estudios en ausencia de contradicciones y comentarios

sobre la geometria de Lobachevski.

Eotvos

El barén Jozsef Edtvdés de Vasdarosnamény nacio en Buda el
13 de septiembre de 1813 y fallecié en Pest el 2 de febrero de
1871.

Después de recibir una
esmerada educacién, como
correspondia a su rango, su
padre le introdujo en la vida
politica de Hungria. Paso
varios anos en Europa
occidental, donde tuvo Ila
oportunidad de empaparse de
las nuevas ideas literarias y

politicas, asi como también del

romanticismo reinante.
A su vuelta a Hungria colaboré con periédicos, como Pesti
Hirlap, y escribié novelas y comedias. Fue considerado como
uno de los principales escritores y politicos en su tierra natal y

ostento el cargo de ministro de educacion y religion publica.
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Pas6é al exilio en Mitinich al dimitir el presidente Lajos
Batthyany durante la turbulenta época de la Guerra de la
Independencia. Regresé a Hungria en 1851, no volviendo a
participar en la vida politica hasta pasados dieciséis anos. Se
dedic6 a la literatura, siendo elegido presidente de la
Academia Hungara en 1866. Mas tarde, en 1867, volvid a
formar parte del gobierno de Gyula Andrassy, repitiendo como
ministro de educacion y religion publica.

El 3 de mayo de 1879 se erigi6 una estatua en su honor en

Pest.

El profesor de historia de Kolozsvar Samu Benko ordend los
manuscritos con la ayuda de Gusztav Abafay. Emplearon en esa
labor dieciséis anos clasificando unas 14.000 paginas. Le sirvio de
pauta la utilizacion de ciertas palabras clave que Bolyai escribia en
la parte inferior de algunas paginas y que luego repetia en la parte
superior de la pagina siguiente. Una vez leidos los manuscritos,
Benko6 publico en 1968 un libro titulado Confesiones de Joénos
Bolyai, que contiene textos no matematicos.

El profesor Elemér Kiss, en 1990, leyo 3.000 paginas de material
matematico manuscrito informando de su contenido en un libro y
en varios articulos en 1999. En el manuscrito, Kiss descubrio
nuevos y muy significativos resultados matematicos de Janos, tales
como ciertos teoremas relativos a la teoria de numeros publicados
38 anos después de su muerte. Actualmente, ese tratado sirve aun

como material de texto. En diciembre de 1997, con motivo del 195
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aniversario del nacimiento de Janos Bolyai, Elemér publico
Mathematical Gems from the Bolyai Chests, cuyo contenido abarca
los trabajos de Janos sobre teoria de numeros y algebra.

Janos Bolyai escribio algunos de sus manuscritos en papeles que
contenian, ademas, otra informacion no relacionada con el propio
tema, como, por ejemplo, carteles de teatro, la parte interior de los
sobres o libros de notas de su hijo. Por lo tanto, a la lectura del
material hay que anadirle la propia interpretacion del contenido,
todo lo cual ha constituido un trabajo dificil y duro. Actualmente
esta en marcha la publicacion de todos sus manuscritos bajo la

direccion editorial de Samu Benko.
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Capitulo 3
La evolucion de la geometria no euclidea
En la teoria de las paralelas no
hemos conseguido llegar hasta
ahora mas alla de Euclides. Esta
es la parte vergonzosa de la
matematica que, tarde o temprano,
habra de tomar otra forma.

Gauss

§. Los Elementos de Euclides. La teoria de las paralelas
Recordemos que la geometria practica comenzo con la agrimensura
en Mesopotamia y Egipto, alcanzando un buen nivel hace mas de
cuatro mil anos.

Mas tarde, los griegos elevaron esta técnica al nivel de ciencia y las
leyes de esa ciencia matematica fueron ordenadas por Euclides y
desarrolladas mediante una red metodica de conclusiones logicas.
Los Elementos de Euclides son una pieza maestra utilizada como
fuente del conocimiento geométrico durante mas de dos mil anos. El
mayor mérito de ese trabajo lo constituye la uniformidad de su
sistema logico, basado en unas pocas proposiciones que, a través de
un razonamiento deductivo, conducen a nuevas nociones que se
van construyendo una sobre otra; también contiene definiciones y
teoremas. Algunas proposiciones iniciales son postulados. Dice
Poincaré a este respecto: “toda conclusion supone premisas, esas

premisas o son evidentes por si mismas y no tienen necesidad de
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demostracion o bien no pueden ser establecidas mas que
apoyandose en otras proposiciones, y como no se podria remontar
uno asi hasta el infinito, toda ciencia deductiva, y la geometria en
particular, debe descansar sobre un cierto numero de axiomas
indemostrables".
Euclides define los conceptos de punto y linea recta. Un “punto es lo
que no tiene partes”; una “linea recta es aquella que yace por igual
respecto de los puntos que estan en ella”. Demuestra también,
enunciandolo explicitamente, que “la suma de los angulos de un
triangulo es dos rectos”, pero no lo formula como hariamos nosotros
hoy dia con la notacion a +  + y = 180°. Otro ejemplo es el teorema
de Pitagoras, que Euclides enuncia sirviéndose de cuadrados
construidos sobre los catetos y la hipotenusa de un triangulo
rectangulo:

“En los triangulos rectangulos el cuadrado del lado que

subtiende el angulo recto es igual a los cuadrados de los lados

que comprenden el angulo recto”.

El insigne profesor Alberto Dou comenta en su sencilla y atractiva
obra Fundamentos de la matemadadtica: “Naturalmente que como toda
obra humana, sujeta a la ley de la historia, la matematica griega y
en particular los Elementos tienen sus insuficiencias”. Y asi senala
como defectos mas notables los cometidos por razén de las
definiciones, alude a la poca claridad que resulta de la deficiente

distribucion de los postulados y axiomas, comenta la insuficiente
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lista de postulados y senala también la existencia de algunos

errores de razonamiento.

Axiomas, proposiciones y teoremas

Axioma o postulado es una relacion que enlaza los conceptos
primitivos. Solo la experiencia o la intuicion son indispensables
para plantearlos o enunciarlos. Empleando la via deductiva, y
con rigor logico matematico, se deducen de ellos las
proposiciones o relaciones ciertas. Con las proposiciones se
construyen los primeros teoremas y con ellos y sus
conclusiones se llega a establecer una doctrina.

Algunos precisan una cierta diferencia entre postulado y
axioma, senialandola de la manera que sigue. Un postulado es
una premisa, un punto de partida arbitrario cuya verdad o
falsedad no se pone en cuestion, es decir, son proposiciones
que no son evidentes, pero que no pueden demostrarse, por
ejemplo: “por un punto exterior a una recta no se puede trazar
mas que una paralela a ella”. Un axioma es una proposicion
obvia por si misma, indemostrable y evidente: “el todo es
mayor que la parte”.

El conjunto de axiomas que sirven para fundamentar una
ciencia recibe el nombre de sistema de axiomas.

La axiomatica es la ciencia que tiene por objeto determinar los
sistemas de axiomas apropiados a una disciplina determinada
y concreta. De ella opina Hilbert: “Esta ciencia no aspira a

descubrir proposiciones nuevas o mas generales sobre una
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verdad matemadtica, sino que soélo pretende investigar con toda
certeza qué suposiciones primordiales son necesarias Yy
suficientes para el fundamento de aquella verdad; una

exploracion sobre el fundamento de las ciencias particulares”.

Ya nos hemos referido a Euclides y a su V postulado, que volvemos
a enunciar en su forma original:
“St una recta al incidir sobre dos rectas hace los dangulos
internos del mismo lado menores que dos rectos, las dos rectas
prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado en el

que estan los [angulos] menores”.

Este célebre postulado ha tenido una vida agitada a lo largo de la
historia de las matematicas. Algunos llegaron a pensar que no era
cierto. Proclo era de otra opinion: “debe ser borrado por completo de
los postulados porque se trata de un teorema lleno de dificultades,
que Ptolomeo se propuso resolver en un libro, y su demostracion
requiere varias definiciones y teoremas”. Mas aun: “la proposicion
reciproca es efectivamente demostrada por el propio Euclides como
un teorema”. Proclo debe aludir, con toda seguridad, a la
proposicion 17 de los Elementos, que dice: “En todo triangulo dos
angulos tomados juntos de cualquier manera son menores que dos
rectos”. Y ello, porque el V postulado equivale a decir que las rectas
convergentes, al llegar a encontrarse por el lado que corresponda a
los angulos cuya suma sea menor que dos rectos, forman un

triangulo (Wallis, Legendre).
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Pero Proclo todavia va mas lejos o, si se quiere, mas cerca de las
geometrias no euclideas: “En este caso, el hecho de que las rectas
convergen cuando los angulos son menores que dos rectos, es cierto
y necesario. Por el contrario, la afirmacion de que como convergen
mas y mas a medida que se prolongan llegaran alguna vez a
encontrarse es una afirmacion verosimil, pero no es necesaria a
falta de un argumento que pruebe que esto es verdad acerca de las
lineas rectas. El hecho de que haya algunas lineas que se
aproximen indefinidamente, pero sin tocarse [asintotas], por mas
improbable y paradodjico que parezca, también es cierto y esta
completamente comprobado en relacion con lineas de otro tipo. ¢Por
qué en el caso de las rectas no es posible lo mismo que ocurre con
las lineas mencionadas?”
Este V postulado del que estamos hablando ha adoptado diferentes
formas a lo largo de la historia y dependiendo de los diversos
autores, formas todas ellas equivalentes entre si y equivalentes al
propio postulado. Reproducimos algunas de ellas. Bonola en 1911 y
Stickel en 1914 han tratado en profundidad muchas de esas
reformulaciones equivalentes del axioma del paralelismo que han
ido apareciendo, asi como los intentos de su demostracion.

. Las rectas no equidistantes convergen en una direccion y

divergen en la opuesta (Thabit ibn Qurra, c. 826-901).
d Por un punto exterior a una recta solo cabe trazar una

paralela (Ptolomeo y Alhacén, c. 905-1041).
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. Todos los puntos equidistantes de una linea recta, situados
a un lado determinado de ella, constituyen una linea recta
(Clavius, 1574).

. Sobre una recta finita siempre se puede construir un
triangulo semejante a un triangulo dado (Wallis, 1663, y
Legendre, 1824).

. La suma de los angulos de cualquier triangulo es igual a dos
angulos rectos (Saccheri, 1733).

. En todo cuadrilatero que tenga tres angulos rectos, el cuarto
angulo también es recto (Clairaut, 1741, y Lambert, 1766).

. Se puede construir un triangulo cuya area sea mayor que
cualquier area dada (Gauss, 1799).

. Dados tres puntos no alineados, siempre sera posible
construir una circunferencia que pase por todos ellos

(Legendre, 1824, y Farkas Bolyai, 1832).

El profesor Dou asegura, y es opinion universal, que: “El quinto
postulado parece un teorema que deberia poderse demostrar
partiendo de los postulados explicitos de Euclides y de las
veintiocho primeras proposiciones del libro primero de los
Elementos, los cuales son demostrados sin emplear el quinto
postulado: asi lo pensaron eminentes matematicos a lo largo de
todos los siglos, hasta hace poco mas de un siglo en que los
matematicos empezaron a sospechar que el tal postulado era
independiente de los demas, y hace menos de un siglo se dio la

primera demostracion matematica, o mejor, metamatematica, de
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que, efectivamente, era imposible demostrar el quinto postulado sin
suponer algo que fuera equivalente al postulado que queria

demostrarse”.

El sistema axiomatico de Hilbert

En 1899 el matematico aleman y profesor en Gotinga David
Hilbert (1862-1945) formulé un sistema axiomdtico que resulta
matemdadticamente correcto y satisface todas las condiciones de
exactitud. Se trata de un sistema falto de contradiccion en si
mismo, légicamente necesario y lo mas sencillo posible. Bolyai,
Lobachevski y Gauss no siguieron, Ssin embargo, esta
axiomdtica; se movieron dentro del sistema contenido en los
Elementos.

Eso no significa que los teoremas descubiertos por los tres
matemdticos no sean ciertos, quiere decir que los viejos
teoremas y sus pruebas deben colocarse bajo una nueva
perspectiva y deben mostrarse de diferente manera. En
tiempos de Bolyai era suficiente para la evidencia la sola
apreciacion visual de una asercion. Por ejemplo, un punto C
esta entre los puntos Ay B si los tres estan situados en la
misma linea. En el sistema axiomadtico de Hilbert el concepto
de orden forma parte también del sistema axiomdatico.

Los axiomas de Hilbert se agrupan en cinco categorias: (1)
Axiomas de incidencia. Coinciden con los contenidos en los
Elementos. (2) Axiomas de orden. No se encuentran en la

sistematizacion de Euclides. (3) Axiomas de congruencia.
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También se encuentran en los Elementos. (4) Axioma del
paralelismo. Existe uno soélo y coincide con el V de los
Elementos, aunque enunciado de forma diferente. (5) Axiomas
de continuidad. Son dos y estan también enunciados en los
Elementos.

El sistema axiomdatico anterior determina la geometria euclidea
y uno de los modelos que mejor se adapta a este sistema es el
plano de Descartes, en el que los objetos geométricos se crean
y representan mediante numeros. Por ejemplo, un punto es un
par ordenado de numeros (x,y) y una recta es el conjunto de
pares (x,y) que satisfacen la ecuacion y = ax + b.

La geometria euclidea plana es la geometria ordinaria, la que
estudiamos en los anos previos a la universidad.

David Hilbert puso el punto y final al dificil conjunto de
cuestiones que planteaba la axiomadtica. El abandono de la
intuicion, que en Euclides llegaba ya hasta el punto de no
apoyarse nunca en el sentido comun, ni en lo intuitivamente
claro, en Hilbert se lleva a cabo radicalmente, y las reglas de

combinacion de la légica asumen el tunico papel director.

Este V postulado o axioma de las paralelas difiere de los cuatro
primeros en el sentido de que no es posible comprobar su validez
empiricamente, es decir, no es una verdad geométrica decidible.
Hasta los tiempos de Bolyai, Lobachevski y Gauss, el postulado fue

considerado un defecto de la teoria geométrica, existiendo un
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sentimiento universal de que podria deducirse de los cuatro

axiomas anteriores.

§. Los precursores de la geometria no euclidea

No existe una opinion unanime en la historia de las matematicas
reciente sobre quién es considerado precursor o quién fundador de
la geometria no euclidea hiperbédlica. Una consideracion muy
extendida es la de que existen dos grupos de precursores y uno solo
de descubridores. En el primer grupo de precursores estarian
Saccheri, Lambert, Legendre y Farkas Bolyai; en el segundo,
Schweikart, Taurinus y Gauss. Los descubridores serian Bolyai y
Lobachevski. Stédckel y Engel incluyen, sin embargo, a Gauss en el
grupo de los descubridores. Una tercera opinion es la de Bonola,
para el que existen dos grupos de descubridores: aquel en el que
estan incluidos Schweikart, Taurinus y Gauss, y un segundo con
Bolyai y Lobachevski.

A continuacion vamos a describir muy brevemente algunos de los
resultados de los precursores incluidos en los dos grupos
establecidos anteriormente.

Gerolamo Saccheri (1667-1733) fue un matematico italiano
perteneciente a la orden de los jesuitas, profesor de logica en Turin
y mas tarde de matematicas en Pavia. Publico dos estudios: Euclides
ab ovni naevo vindicatus (Euclides redimido de todo error), que
versaba sobre la prueba del V postulado, y otro, anterior en el
tiempo, donde planteaba una geometria no euclidea segin la cual,

en el plano, por un punto exterior a una recta no existia paralela
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alguna. En este trabajo también trato de demostrar el V postulado
de forma indirecta pero, en lugar de llegar a una contradiccioén, el

trabajo le condujo a sentar los principios de la geometria eliptica.

EUCLIDES

AB OMNI NEVO VINDICATUS:
SIVE

CONATUS GEOMETRICUS
QUO STABILIUNTUR
Prima ipla univerfx Geometriz Principia.

AUCTORE

HIERONYMO SACCHERIO
SOCIETATIS JESU
Io Ticinenfi Univerfitate Mathefeos ProfefTore.

OPUSCULUM

EX." SENATUI

MEDIOLANENSI
Ab Auvftore Dicatum.

MEDIOLANI, MDCCXXXIIL,
Ex 'l’no;t_sphh Pauli Aatonst Montani.  Swprrioram prrmidic

Portada de la obra de Saccheri.

El punto fundamental de partida fue su cuadrilatero birrectangulo
isosceles, es decir, el cuadrilatero ABCD en el que sobre los
extremos de la base AB se trazan dos lados iguales, AD y BC, que

forman con ella angulos rectos, mientras que los angulos formados
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con la paralela CD a la base han de ser iguales obviamente, pero

pueden ser rectos, agudos u obtusos.

A I

El cuadrilatero de Saccheri.

B

Bajo las hipotesis de ser rectos, agudos u obtusos, Saccheri
demuestra que, de ser cierta cualquiera de ellas en su cuadrilatero,
entonces también lo sera en cualquier otro. De ahi también se
deduce que si en un triangulo la suma de sus angulos es igual,
menor o mayor que dos rectos, entonces eso también se verificara
para todos los triangulos. Ademas, el primer resultado notable es el
siguiente: segun que en el cuadrilatero se verifique la hipotesis de
angulos rectos, agudos u obtusos, se tendra, respectivamente, que
AD = BC, AD < BC, AD > BC.

Estos resultados constituyen un teorema importante y, a la vez,
bello de la geometria absoluta, en el que no se considera ni niega la
validez del V postulado. Pero al final de su libro, publicado el mismo
ano de su muerte, como conclusion de sus trabajos, Saccheri
facilita una prueba simple pero erronea del V postulado. Imre Toth
es de la opinion de que lo hizo asi por miedo a la inquisicion.
Johann Heinrich Lambert (1728-1777) fue matematico y filosofo de

origen suizo, aunque vivio la mayor parte de su vida en Berlin. Su
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trabajo Teoria de las paralelas fue publicado después de su muerte,
en 1786.

A semejanza de Saccheri, Lambert utilizé6 como figura fundamental
el cuadrilatero, pero esta vez se trataba de un trirrectangulo, es
decir, un rectangulo con tres angulos rectos y un cuarto que podia

ser recto, obtuso o agudo.

Johann Heinrich Lambert

La primera hipotesis conduce al sistema euclideo, la segunda
conduce a una contradiccion (con lo que Lambert, como ya habia
hecho Saccheri, la declara falsa) y con la tercera descubre que la
deficiencia o defecto de un poligono de n lados, es decir, la diferencia
entre 2(n - 1) rectos y la suma de los angulos del poligono, es
proporcional a su area.

También descubrio que el area de un triangulo puede obtenerse a

través de la utilizacion del area del triangulo esférico. Partiendo del
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area de un triangulo esférico, Lambert encontro el area del triangulo
plano, siempre suponiendo la hipotesis del angulo agudo. Si
designamos por «, f y ¥y los angulos de un triangulo esférico,

entonces su area vale

T2X(Q+B+)/-I'[),

siendo r el radio de la esfera. Sustituyendo en la formula anterior r

por ir (siendo i la unidad imaginaria) se obtiene

TQX(I_[—CZ—'B—)/),

es decir, el valor del area de un triangulo plano, siempre segun la
tercera hipotesis de angulo agudo. Es curioso que el propio Lambert
considerara que el resultado que habia obtenido era absurdo ya
que, como €l mismo dejo escrito, no existen los circulos o las esferas

con radio imaginario.

Los objetos de Hilbert
Hilbert admite la existencia de ciertos objetos que pueden
describirse mediante las palabras punto, recta, plano y otras
semejantes. Entre esos objetos se establecen ciertas relaciones
mediante un sistema axiomdtico correcto donde pueden
encontrar uso otros conceptos como estar, entre, congruente
con, etc. Por medio de esas relaciones, y soélo a partir de ellas,

se definen otros objetos como punto y recta. Entonces, todo
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contenido intuitivo, como ocurria con Euclides, carece de
interés, es decir, desaparece. Se puede, desde luego,
representar bajo dichas palabras lo que siempre, y en la
geometria euclidea también, se ha entendido por punto, recta o
plano. Pero de la misma forma también se pueden entender
como puntos las personas, los numeros o los colores. Resulta
completamente indiferente: solo sera necesario que la
interpretacion sea conciliable con el sistema de axiomas
establecido.

Con la ayuda de estos axiomas se puede construir ahora una
geometria absoluta, comun a todas las geometrias posibles,
incluso a la euclidea. Los objetos tales como el punto o la
recta, definidos mediante las relaciones de los axiomas
(definidos por tanto implicitamente), quedan ligados,
relacionados. De las proposiciones asi logradas se van
extrayendo consecuencias Yy, paso a paso, se va edificando un
sistema de teoremas. Soélo queda una laguna sin cubrir:
supongamos una recta r1 Yy un punto P exterior a ella; sea r
otra recta incidente con el punto P. Entonces, cabria
preguntarse si es posible trazar esta segunda recta r2 de
forma que no corte a la primera. Y también si la recta r2 sera
tnica o existiran varias. Los axiomas admitidos hasta aqui no
se refieren en absoluto a ello y, por lo tanto, en la geometria
absoluta tampoco podremos deducir ningun teorema sobre el
particular.

Cabe decidir el camino mediante el establecimiento de un
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nuevo y ultimo axioma.

St decimos entonces que por el punto P hay exactamente una
recta, es decir, una y sélo una recta r» que no corta a la recta
dada, nos habremos decidido por Euclides y, con ello, por la
intuicion, ya que esa proposicion constituye el axioma de las
paralelas y, admitido éste, nos encontramos con la geometria

euclidea ordinaria con sus conocidos teoremas.

l)

"

Dos rectas paralelas a ri por P.

St establecemos como nuevo axioma: existen dos rectas r2 y 13
que pasan por P y no cortan a r1, habremos vuelto la espalda
a Euclides y de la geometria absoluta habremos ido a la
geometria no euclidea o hiperbdlica. De igual forma que antes,
también con el nuevo axioma de las dos paralelas se puede
construir consecuentemente una geometria rigurosa que
conducira a una multitud de curiosos teoremas, muchos de los

cuales coincidiran con los euclideos y otros, como es natural,
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seran generalizaciones de nueva indole.

Uno de los hallazgos mas importantes de Lambert fue la medida de
las magnitudes geomeétricas. En la geometria euclidea, longitud,
area y volumen son magnitudes aditivas, es decir, una longitud, por
ejemplo, que resulta de la union de otras longitudes es la suma de
las longitudes individuales. Lo mismo puede decirse de las areas y
de los volumenes. Por lo tanto, a la medida corresponde un
significado relativo: depende de la unidad de medida adoptada. En
la geometria basada en el cumplimiento de la tercera hipotesis de
angulo agudo (que se puede enunciar de la forma equivalente: la
suma de los angulos de un triangulo es menor que dos rectos) se le
puede conferir un significado absoluto, es decir, existe una unica
medida aditiva.

La principal contribucion de Adrien-Marie Legendre, matematico y
geometra, fue su magnifico libro Elementos de geometria, rival en su
época de los Elementos. Es importante advertir que Legendre
también descubrio el teorema de Saccheri, por lo que hoy dia se
conoce como el teorema de Saccheri-Legendre.

Farkas Bolyai trato intensamente de probar el V postulado. En su
obra Tentamen elaboré redacciones equivalentes, de las cuales
extraemos dos: “cuatro puntos que no estan en un plano estdn en
una esfera’, “tres puntos que no estan en una recta estan en una

circunferencia.
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Abriremos el segundo grupo de precursores con Ferdinand Kart
Schweikart  (1780-1859), matematico y jurista aleman,

contemporaneo de Gauss, que fue profesor de leyes en Marburg.

David Hilbert

En 1819, a través de un amigo comun, Gerling, matematico también
en Marburg, envio a Gauss un breve manuscrito con las siguientes
notas (extraido de Bonola, Geometrias no euclidianas):
“Existen dos tipos de geometria: una geometria en sentido
estricto, la euclidea, y una geometria astral (astralische

Grdssenlehre).

Los triangulos, en esta ultima, tienen la particularidad de que la

suma de sus tres angulos no es igual a dos angulos rectos.
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Sentado esto, se puede demostrar rigurosamente:

a. Que la suma de los tres angulos de un triangulo es menor que
dos angulos rectos.

b. Que esta suma es tanto menor cuanto mayor es el area del
triangulo.

c. Que la altura de un triangulo rectangulo isosceles, aun
creciendo cuando crecen los lados, sin embargo no puede
superar a determinado segmento, que yo llamo constante.

d. El cuadrado, en consecuencia, tiene la forma que se indica en

la figura.

El cuadrado astral de Schweikart.

e. Si esta constante fuese para nosotros el semieje terrestre (y en
consecuencia, toda linea recta trazada entre estrellas fijas que
distan entre si 90° fuera tangente a la esfera terrestre) seria
infinitamente grande respecto a las dimensiones que se

presentan en la vida cotidiana.
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f. La geometria euclidea se verifica en la hipodtesis de que la
constante sea infinitamente grande. So6lo entonces es verdad
que la suma de los tres angulos de todo triangulo es igual a
dos rectos, y esto se deja demostrar facilmente tan solo si se

admite como dato que la constante sea infinitamente grande.”

Segun investigadores y comentaristas de nuestros dias como Andras
Prékopa, la respuesta de Gauss no fue en absoluto favorable a lo
expuesto por Schweikart. Bonola, sin embargo, opina que “ensalzo
el trabajo de Schweikart y declaro estar de acuerdo con todo lo que
contenia”, ademas de decir que €l también habia desarrollado la
geometria astral. Termina la carta exponiendo, aunque sin prueba
alguna, que en esa geometria el area del triangulo hiperbolico es
proporcional al defecto del angulo (t - « - f - y), siendo la cota
superior de esa area:
nC?
[log. hip(1 +vZ)]”

C es la llamada constante universal de Schweikart, constante que
corresponde a un angulo de paralelismo de 45°, y representa el
limite de la altura de un triangulo rectangulo isosceles cuando la
longitud de sus lados tiende a infinito. Hoy sabemos que esa cota
puede alcanzarse cuando todos los lados son asintéticos entre si.
Esa constante C esta relacionada con otra, k, del propio Gauss. Mas

adelante veremos la relacion entre ambas.
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Para finalizar senalaremos que no sabemos por qué Gauss escribio
en la formula anterior log.hip, logaritmo hiperbélico (otro nombre
para logaritmo natural o neperiano) en lugar de simplemente log.
Schweikart no nos ha dejado publicacion alguna.

Franz Adolph Taurinus (1794-1874) naci6é en Bad Koénig, Alemania,
y fallecio en Colonia. Era sobrino de Schweikart, quien le influyo
para que trabajara en el problema de las paralelas. En 1825 publico
Teoria de las paralelas con contenidos no euclideos. Rechazaba la
hipotesis de angulo obtuso y se inclin6 por la de angulo agudo, tal
como habian hecho Saccheri y Lambert. Encontro la relacion entre
la constante C y la constante k (utilizada por Gauss para expresar la

longitud de la circunferencia), que corresponde al area del triangulo:

e C
. log(l + Vfi)

Publico esta formula en su libro Geometriae prima elementa en
1826. Taurinus llegd muy lejos en lo que llamo geometria logaritmo-
esférica, basada siempre en la hipotesis de angulo agudo,
obteniendo muchas formulas trigonométricas bajo esa hipotesis.
Pero no aceptdé la nueva geometria como una posible geometria del
espacio en el sentido fisico.

Gauss nunca publico nada sobre la geometria no euclidea. Sus
resultados se han reconstruido partiendo de su legado, contenido en
cartas enviadas a otras personas. A Barna Szénassy se le debe

mucha de esa informacion, que publico entre los anos 1977 y 1980.
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Es importante mencionar que en la segunda mitad del siglo XIX
Bolyai se vio relegado a un segundo plano en comparacion con
Lobachevski. El italiano Beltrami, entre otros, desperto el interés de
la comunidad cientifica por los descubrimientos de Bolyai y fue a
principios del XX cuando el panorama realmente cambia y comienza
a aclararse, al menos en Europa. Sin embargo, debido a las
conferencias y congresos celebrados con motivo del doscientos
aniversario (1977) del nacimiento de Gauss, asi como las
comunicaciones y publicaciones producidas a tal efecto, tanto
Bolyai como Lobachevski han quedado de nuevo ensombrecidos.
Incluso hoy dia existen ciertas corrientes que aseguran que Gauss
es el verdadero descubridor de la geometria no euclidea. En sentido
contrario opina su primer bidgrafo, Sartorius von Waltershausen,
quien afirma que Gauss solo estuvo interesado por la geometria
euclideaZ?.

En el legado de Gauss se dan 25 ocasiones en las que claramente se
observa su preocupacion por los fundamentos de la geometria, tanto
euclidea como no euclidea. Sus notas sobre estas cuestiones
completan 12 paginas. Por otra parte, en su diario se puede leer
una nota con la siguiente frase: “Hemos hecho excelentes progresos
en los fundamentos de la geometria”. Gauss fue, tal vez, el primero
en ofrecer una explicacion satisfactoria al postulado de las
paralelas, y su diario demuestra que ello acontecié6 pronto en su
carrera cientifica. Pero Gauss era un hombre prudente,

especialmente cuando trabajaba con novedades extranas y

2 C. F. Gauss, Werke, 1870-1929. Gotinga, Gotha, Leipzig, Berlin.
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desconcertantes. Durante muchos anos guardé el asunto para si
hasta descubrir que otros, como Janos Bolyai, estaban pensando en
las mismas cosas.

Algunas notas de Gauss parecen atestiguar que conocia
completamente el libro de Lambert Teoria de las paralelas. Puede
que lo pidiera prestado a la biblioteca de la Universidad de Gotinga
durante su época de estudiante. Gauss formuldé un concepto de
paralelas que, indudablemente, es similar a los de Bolyai y
Lobachevski. Ya hemos dicho que en su carta escrita a Schweikart
evito la prueba del valor de la cota superior del area del triangulo
hiperbdlico. Si envié a Janos un esquema de prueba incluido dentro
de sus comentarios sobre el Appendix. En otra carta dirigida a
Schumacher tampoco incluyé la prueba de la longitud de la
circunferencia correspondiente al circulo hiperbolico. Por ultimo,
entre los anos 1840 y 1846, Gauss hizo varios comentarios al
trabajo de Lobachevski, todos ellos muy validos, pero siempre
basandose en las ideas ya incluidas en el Appendix. Por
consiguiente, desde antes de la publicacion del Appendix, cuya
reimpresion se hizo en 1831, pocos resultados pueden atribuirse a
Gauss.

Hemos dicho que Gauss conocia el libro de Lambert. Sin embargo,
sabemos por los escritos de Janos Bolyai cuales eran los primeros
libros sobre la teoria de las paralelas que Gauss conocia, y el de
Lambert no figura entre ellos. Asi que, o Gauss nunca le menciono6 a
Farkas Bolyai la existencia del libro de Lambert, o bien el padre,

conociéndolo, no le dijo nada a Janos. Parece que esta segunda
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hipotesis debe excluirse. Resulta mas verosimil que la discusion
entre Gauss y Farkas no fuera lo suficientemente profunda y Gauss
no mencionara todo lo que sabia acerca del problema de las
paralelas. Es importante notar esto porque algunos autores alegan
que Janos Bolyai publico lo que habia oido decir a su padre acerca
de Gauss. También existen muchos argumentos contrarios que

refutan esta alegacion3.

8. Los juicios de Kant. Influencia en los geometras de su tiempo

Esto escribe Gauss acerca de Kant en la carta que envia a su amigo

Schumacher el 1 de noviembre de 1844:
“Se ve el mismo tipo de cosa [incompetencia matemdatica/ en los
filésofos contemporaneos Schelling, Hegel, Nees von Essenbeck
Yy sus seguidores. ¢No te ponen los pelos de punta con sus
definiciones? Lee en la historia de la filosofia antigua lo que los
grandes hombres de aquel tiempo, como Platén y otros,
produjeron en el dominio de las explicaciones. Pero con Kant las
cosas van a menudo mucho mejor. Segun mi opinidon, Su
distincion entre proposiciones analiticas y sintéticas es una de
aquellas cosas que, o desembocan en una trivialidad o son

falsas”’.

Cuando Gauss escribia esto ya tenia conocimiento de la geometria
no euclidea, que es en si misma una refutacion suficiente de

algunas afirmaciones de Kant sobre espacio y geometria.

3 B. Szénassy, “Comments on Gauss’s results on non-Euclidean geometry", 1977-1980,
Matematikai Lapok, 28, 133-140.
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Para nuestros propositos, lo que nos interesa de la filosofia de Kant
son sus ideas sobre el espacio y el tiempo, porque esas ideas, como
casi todas las suyas, tuvieron una gran influencia en los cientificos

de la época.

Immanuel Kant

La filosofia critica se propone resolver el problema del conocimiento,
analizando nuestras facultades y sus formas esenciales, para
averiguar su valor en la adquisicion de la certeza, y separar el
elemento subjetivo, fenémeno, del elemento objetivo, noumeno. El
hecho de conocer es, para Kant, innegable, por eso no investiga la
posibilidad, preguntando si es posible, sino el modo, inquiriendo
como es posible. Entonces, los conocimientos que adquirimos son de

dos clases:
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Conocimientos a posteriori: son los que provienen de la
experiencia, tienen como punto de origen la materia, se
adquieren por la sensibilidad y su caracter es contingente
(pueden suceder o no) e individual.

Conocimientos a priori: son los que provienen de la propia
facultad cognoscitiva, nacen en el fondo de nuestra alma,
preceden a toda experiencia, su caracter es necesario y
universal, y tienen como base ciertas denominaciones innatas
que Kant llama formas a priori, por ser aprioristico el

conocimiento que engendran.

Para explicar debidamente la funcion del entendimiento, que es la

facultad de juzgar, Kant expone la teoria del juicio, conservando su

mania aprioristica y atendiendo para su clasificacion a la relacion

necesaria o contingente entre el sujeto (del que se afirma o niega

algo) y el predicado (lo que se afirma o niega del sujeto) en una

proposicion. Incluiremos aqui solo tres clases de los juicios de Kant.

Juicios analiticos: son aquellos en los que el predicado esta
contenido en la esencia del sujeto, y analizando éste se
encuentra aquél. Son necesarios y conocidos por la razon a
priori, es decir, antes de toda experiencia. Por ejemplo: la
circunferencia es redonda es un juicio analitico porque
examinando el sujeto, la circunferencia, encontraremos en él
como nota esencial la redondez.

Juicios sintéticos: son aquellos en los que el predicado no

esta incluido en la esencia del sujeto, de cuyo analisis
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racional no fluye el concepto atribuido. Estos juicios son
contingentes y conocidos a posteriori por la experiencia. Por
ejemplo: este circulo es de hierro. Aunque la razon examine el
concepto circulo no encontrara la cualidad férrea que se le
atribuye, y sera preciso comprobar la afirmacion por la
experiencia. De acuerdo con Kant, los juicios matematicos
son todos sintéticos. Hubo quien critico, como el matematico
y logico aleman Gottlob Frege, esta distincion, porque lo
importante en matematicas son las pruebas y no el contenido
de las proposiciones.

* Juicios sintéticos a priori: segun Kant, son aquellos juicios
en los que el predicado no esta incluido esencialmente en el
sujeto (son pues sintéticos), pero al mismo tiempo son
universales y necesarios, y su conocimiento procede de la
razon (son inherentes a nuestro propio espiritu) y no de la
experiencia (son pues a priori). Por ejemplo: siete mds cinco
igual a doce: la linea recta es la distancia mads corta entre dos

puntos.

Otro de los conceptos que define Kant es la intuiciéon. La sensibilidad
es una facultad meramente receptiva. Existen en nosotros multitud
de impresiones o sensaciones visuales, auditivas, etc. La
sensibilidad se representa en esas sensaciones a través de dos
formas a priori: el espacio y el tiempo, verificandose en nosotros el
fenémeno de conocer, sin darnos derecho a afirmar que los objetos

son como los conocemos, sino Unicamente a afirmar el hecho
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subjetivo del conocimiento. Estos conocimientos de la sensibilidad
se llaman intuiciones sensibles.

Espacio y tiempo son dos conceptos universales y necesarios, luego
no provienen de la experiencia, que es particular y contingente. Es
decir, espacio y tiempo son formas a priori de la sensibilidad,
correspondiendo el espacio a la externa y el tiempo a la interna. En
particular, Kant establece que la geometria es un campo que
determina las caracteristicas del espacio sintéticamente y a priori, es
decir, inherente en nosotros antes de cualquier experiencia
adquirida sobre un objeto, teniendo un papel coordinador en el
desarrollo de la forma de nuestra percepcion externa. Dicho de otro
modo, el espacio de ninguna manera va unido a los objetos, solo
existe para el hombre. Conocemos las cosas no como son en si
mismas (noumeno), sino como se nos aparecen (fenémeno).

En su tesis, Kant admite que es posible que la estructura del
espacio pueda ser diferente de la representada por la geometria
euclidea. Pero mas tarde abandona ese punto de vista y en la Critica
de la razén pura se inclina por mantener que la estructura del
espacio es euclidea. Puede encontrarse esta argumentacion cuando
discute sobre las diferencias entre los métodos de la filosofia y los de
las matematicas.

Si se tiene en cuenta la opinion de ciertos autores, la geometria de
Bolyai y de Lobachevski supone el criticismo del concepto kantiano
del espacio; para otros es la refutacion del concepto. Esta es su
argumentacion: si en nuestra mente existe sitio para las geometrias

euclidea e hiperbdlica, no es posible que nuestro concepto del

90 Preparado por Patricio Barros



El geémetra revolucionario www.librosmaravillosos.com Félix Garcia Merayo

espacio sea a priori en nuestra mente, independientemente de
nuestras experiencias acerca de los objetos.

Indudablemente, el caracter absoluto que Kant otorga a la geometria
euclidea en su filosofia demuestra ser un callejon sin salida, no
tanto por lo que representa la geometria de Bolyai- Lobachevski,
sino por los resultados de la fisica obtenidos en el siglo XX. Sin
embargo, la vision de Kant de que el espacio es euclideo se puede
aislar de sus otras visiones relativas al espacio, que son sutiles y
diferentes de la susodicha opinion contraria. Kant no niega el hecho
de que también se pueda formular sobre el espacio mas de una
teoria matematica abstracta.

Sin embargo, en la época de Gauss, Bolyai y Lobachevski, la
filosofia de Kant era considerada como el soporte definitivo de la
geometria euclidea. Al contrario que Gauss, que tuvo miedo de
publicar sus resultados por los posibles ataques que podia recibir
de los beodos, Bolyai y Lobachevski fueron unos revolucionarios que

revelaron con coraje sus convicciones cientificas al mundo entero.
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Capitulo 4
El Appendix y otros trabajos de Bolyai
Verdaderamente, lo que mas
placer proporciona no es el saber,
sino el estudiar; no la posesion,
sino la conquista; no el estar aqui,
sino el llegar alla.

Gauss

§. La ciencia absoluta del espacio

Nos hemos referido en otro lugar a la obra escrita de Janos Bolyai y
a su inclusion como apéndice en la de su padre, Tentamen. Nos
adentraremos ahora en el contenido de ese trabajo que Janos titulo
La ciencia absoluta del espacio.

También nos hemos referido ya en el capitulo anterior al concepto
de geometria absoluta. Lo analizaremos de nuevo aqui
relacionandolo con la geometria no euclidea descubierta por Bolyai.
¢Qué nos quiere significar Janos Bolyai con el nombre de geometria
absoluta? ¢Cual es el alcance de esta nueva geometria? El concepto
de geometria absoluta fue introducido por Bolyai en el punto §15 de
su Appendix:

Considerando §§13 y 14, el sistema de geometria que descansa
sobre la hipdétesis de la certeza del axioma XI de Euclides se

denomina X el sistema apoyado en la hipétesis contraria es S.
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Todos los conceptos que no se diga expresamente que pertenezcan a
X o a S, se sobreentiende que se enuncian absolutamente, es decir,

son considerados ciertos tanto para X como para S.
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Guardas escritas por el propio Janos Bolyai en el ejemplar del

Appendix que se conserva en la Academia de Ciencias Hungara.

Por lo tanto, los teoremas de esta nueva geometria absoluta son
aquellos que no dependen de la hipotesis que se haga al considerar
una Unica paralela (euclidea) o varias paralelas (no euclidea) a una
recta por un punto exterior a la misma. Como consecuencia, esta
geometria se llama asi porque es comun a todas las geometrias
posibles y, en particular, va mas lejos que la geometria hiperbdlica.
Y esta es la geometria de Janos Bolyai.

El Appendix consta de 43 secciones desarrolladas en 29 paginas.

Esas secciones se reparten en distintas familias de contenidos. Las
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deducciones, asi como la metodologia seguida, se basan en las
matematicas de siglos anteriores, sobre todo en la geometria de

Descartes y el calculo diferencial e integral de Newton y Leibniz.

J. BOLYAL

SCIENTIA SPATII
ABSOLUTE VERA.

BOLYAL BOLYAL JANDS
A TER
ABSOLUT 16:AZ ‘l‘l'll(.bM.L\’Y{\.

RLLAQON A MAGYAR PORDTTAssal % MAGYAM

SUTAK JOYSEPvr

BLETRAZEAY

SCHMIPT Foude

KUDATKEAT
HiADo aCUNIDT PEASRCE AMYOse
RILIAR pacsves SAUY, MIE foxtArail ONVEANTD. IREOMASTA
L0

Portada original de la version del Appendix de 1897.

Los contenidos del Appendix los podemos distribuir en las
siguientes secciones:
1. Definicion de las ©paralelas y de sus propiedades
independientes del postulado euclideo.
2. Circulo y esfera de radio infinito. La geometria sobre la esfera
de radio infinito es idéntica a la geometria plana ordinaria.
3. La trigonometria esférica es independiente del postulado de

Euclides. Demostracion directa de las formulas.
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4. Trigonometria plana en el caso no euclideo. Aplicaciones al

calculo de las areas y de los volumenes.
5. Problemas resolubles elementalmente. Construccion de un

cuadrado equivalente a un circulo, en la hipotesis de ser falso

el V postulado.

Vamos a hacer un extracto del Appendix, comentando Unicamente

alguno de sus apartados.

A o o4 » -”‘-"L"_?j_‘ﬁ‘—"i‘"

LRt ANBATRE s o DR H e T }' [ | ?Q N

Figuras geométricas en el ejemplar del Appendix que se conserva en

la Academia de Ciencias Hungara.

Comienza dando una definicion de todos los conceptos basicos que

utilizara mas adelante, asi como los signos para representarlos,
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como por ejemplo recta AB, segmento y rayo (vector), plano,
semiplano, perpendicularidad L1, paralelismo |, etc.

En primer lugar, al rechazar Bolyai el V postulado debe definir el
paralelismo. Lo hace de la siguiente manera. Consideremos una
recta r, y un punto P fuera de ella. Si, comenzando en P trazamos
una semirrecta r2 que corte a 71 segun un sentido de ésta
(izquierda), moviendo esa interseccion hacia el infinito, existira una
posicion limite en la que la semirrecta r» ya no corte a ri. Podemos
hacer lo mismo en el otro sentido de r; empleando para ello la
semirrecta r3. Si prolongamos también ambas semirrectas en los
otros sentidos desde P, entonces obtendremos dos rectas, las cuales
seran paralelas a r1. Si estas rectas son distintas, entonces existiran
infinitas rectas entre las dos r2 y r3 que no cortaran a ri1. Ademas,
todas ellas tendran una perpendicular comun d con ri. La geometria
correspondiente a este caso recibe el nombre de geometria

hiperbolica, con dngulo de paralelismo «.

o - - -

Las paralelas de Bolyai.

96 Preparado por Patricio Barros



El geémetra revolucionario www.librosmaravillosos.com Félix Garcia Merayo

Las rectas m y r3 reciben el nombre de paralelas asintéticas o
paralelas limite. Todas las demas situadas entre ellas son las
hiperparalelas. La recta d es la perpendicular a r1 por P.
Es necesario tener en cuenta que el concepto de recta de Bolyai no
es el que estamos acostumbrados a manejar, aunque lo hayamos
representado asi en la figura. Las rectas de la geometria de Bolyai-
Lobachevski pueden ser cualquier objeto geomeétrico que satisfaga
los axiomas que se establezcan.
La redaccion textual con la que Bolyai define el paralelismo en su
primer apartado del Appendix es la siguiente:
“St el rayo [semirrecta] AM no es cortado por el rayo BN, situado
en el mismo plano, pero si es cortado por todo rayo BP
comprendido dentro del dangulo ABN, entonces llamaremos al

rayo BN paralelo al rayo AM; y eso se designa por BN [ AM.”

E X M
A C Ne

Reproduccion de la figura original del Appendix con la definicion de

paralela.

Como ya hemos dicho anteriormente, Bolyai desarrollo la geometria
absoluta, que es independiente del V postulado. El siguiente

teorema pertenece a la geometria del plano absoluto: si un punto P
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dista d de la recta r y a es el angulo comprendido entre la recta
incidente con P perpendicular a r y la recta paralela limite a r,

entonces se verifica que:

e EY

cot

N R
I
m

siendo k una constante universal (cualquiera) independiente de la
eleccion que se haga para ry P, y que puede valer incluso infinito,
en cuyo caso regresariamos a la geometria euclidea. En efecto, basta
hacer en la formula anterior a = 90° para obtener k = .

Ademas, puede observarse que el angulo de paralelismo depende de
la distancia d del punto P a la recta r.

Bolyai desarrollo también la geometria hiperbdlica y la aplico a)
calculo de longitudes y areas. Por ejemplo, la longitud de una

circunferencia de radio r, en la geometria hiperbolica, vale:
.o r r
k [ek — e"k] = 2mk senh [z]

siendo k, de nuevo, la constante wuniversal. Realizando las
transformaciones convenientes, esta formula equivale al reciproco
de la curvatura del espacio. Si hacemos en ella k — «, entonces el
valor de ese limite es 2mnr, es decir, la longitud de la circunferencia
en la geometria euclidea.

Uno de los teoremas mas bellos de la geometria absoluta de Bolyai,

relativo a los triangulos rectilineos, es el siguiente: los senos de los
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angulos de un triangulo son proporcionales a las longitudes de las
circunferencias cuyos radios son iguales a los lados opuestos a los
respectivos angulos, tanto en X como en S. Si se designan por A, By
C los angulos, por a, b y c los lados y por Or la longitud de la

circunferencia de radio r, entonces el teorema establece que:

Oa:0b:0Oc=senA:senB:senC

La longitud de una circunferencia de radio r la designa Bolyai como
la periferia del segmento igual ar.

Bolyai define la L-linea, para nosotros horociclo en el plano, y el
concepto analogo de horosfera en el espacio. Son, respectivamente,
las posiciones limite del circulo y de la esfera cuando el radio es
infinito.

Sia, B yy son los angulos de un triangulo, entonces su suma en el
plano euclideo es 11, mientras que en la geometria hiperbodlica es a +
B +y = m. Ya hemos dicho que la diferencia 1 — (a + B + y) recibe el
nombre de defecto del tridngulo. Bolyai demuestra que el area A del

triangulo vale:
A=k m—-(a+p+y))
Ya dijimos que esta formula habia sido conocida por Lambert, pero

fue Bolyai quien hizo una demostracion de la misma en su

Appendix.
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Por ultimo, otro interesante teorema de Bolyai es el siguiente: sean
a y b dos lados de un triangulo rectangulo y c¢ su hipotenusa,

entonces:

bt —mpehe ~opps
COS]k—COSIk—COSIk

de donde se puede deducir en el limite la formula de Pitagoras c? =
a? + b2, haciendo en la de Bolyai k — .
Bolyai incluye al final de su obra construcciones pertenecientes a la
geometria hiperbolica. Con estas frases termina el Appendix:
Queda por probar la imposibilidad de decidir (sin usar ninguna
suposicion) cudl, entre X los varios S, existe: lo cual, sin

embargo, se reservard para una ocasion mas idonea.

De acuerdo con el profesor Montesinos, “Bolyai estaba
psicologicamente convencido de la consistencia de los sistemas S y
2. Se plantea el problema de probarla, pero lo deja para el futuro.

En esto Bolyai, como Gauss y Lobachevski, se diferencian
netamente de los anteriores cultivadores de la geometria no
euclidea; a saber, en que estaban convencidos de su coherencia
interna, mientras que los anteriores siempre buscaban una
contradiccion, para establecer una demostracion del axioma de las

paralelas”.

§. Investigaciones sobre la teoria de numeros
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El interés de Janos Bolyai por la teoria de numeros se remonta a su
juventud, cuando con séOlo 13 anos, hablando ya latin, leyo un
ejemplar de Disquisitiones arithmeticae de Gauss. Este envio y
dedico el libro a su amigo de universidad Farkas Bolyai en 1803.
Janos adquirio un segundo ejemplar en Viena, glosado por €l y que
se encuentra actualmente en la biblioteca Teleki-Bolyai de
Marosvasarhely. Ademas, lo cita con suma frecuencia en sus
propios trabajos sobre numeros y lo califico en su dia como colosal.
Se trataba de un trabajo de Gauss de gran calidad y, sobre todo,
anticipado a su tiempo. Gauss le comenté a Farkas el 2 de
septiembre de 1808 que unicamente seis matematicos de aquel
entonces habian sido capaces de comprender su contenido. Para los
Bolyai, esta publicacion fue su pequeno companero y un manual de
referencia que estudiaron completamente.

Algunos biografos de Janos Bolyai advierten del poco éxito que logro
en sus trabajos sobre la teoria de numeros. Sin embargo, sus
manuscritos parecen afirmar lo contrario. En ellos demuestra un
gran interés por esa teoria y ademas tuvo ideas originales con las
que se adelantdé a otros matematicos posteriores. Veamos algunos
ejemplos.

Uno de los primeros teoremas encontrado en el legado de Bolyai es
el siguiente: si p y g son primos y a es un entero que no es multiplo

ni de p ni de g, y se cumple que:
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a’~* = 1(mod q)
a? ! = 1(modq)
entonces se cumple también que:
aP?™! = 1(mod pq) (1)
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Lineas manuscritas de Bolyai con la redaccion de su teorema.

Este es el mismo teorema que James Hopwood Jeans (1877-1946),

fisico, astronomo y matematico britanico, publicoé décadas mas

tarde, concretamente en 1898. Deberia llamarse, por tanto, teorema

de Janos Bolyai.

En algin momento Bolyai pens6 que podria encontrar la formula de

los numeros primos apoyandose en las teorias de Fermat; no fue

asi. Por ello prob6 a demostrar su reciproco.

Como resultado, hallo la relacion (1) escrita anteriormente.
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Haciendo en ella a = 1, y con repetidos intentos, obtuvo los niumeros
p=11y g= 31, encontrando asi el pseudoprimo mas pequeno con

respecto a 2, que es 341, y para el que se verifica que:

234% = 1(mod 341)

James Hopwood Jeans

Con la formula (1) y otras operaciones, Bolyai dedujo muchos

numeros pseudoprimos, como:

4% = 1(mod 15)

22°% = 1(mod 232+1)
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Las investigaciones sobre los numeros pseudoprimos alcanzaron su
mayor desarrollo en el siglo XX y han jugado un papel muy
significativo en la criptografia.

Otro ejemplo de la dedicacion de Janos a esta teoria es el caso del
teorema de los dos cuadrados de Fermat: todo numero primo de la
forma 4k + 1 (k € N) puede escribirse como suma de dos cuadrados.
El teorema fue planteado por Fermat y demostrado cien anos mas
tarde por Euler. Farkas tuvo acceso a esta prueba y le pidio a su
hijo que tratara de hallar una demostracion mas sencilla que la de
Euler. En muy poco tiempo Janos lo consiguié y envio a su padre
una carta con cuatro demostraciones distintas. Nadie ha conseguido
una solucion mas brillante al problema de Fermat que Janos Bolyai.
En 1844, G. Eisenstein demostro también el teorema de Fermat,

pero utilizando numeros complejos.

Escrito de Bolyai relacionado con el teorema de Fermat.
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Janos también traté con otros problemas de la teoria de numeros,
como la ecuacion de Pell, los numeros de Fermat (F,=2@"" +1 , n€
N ) o las ecuaciones diofanticas exponenciales. Puede afirmarse que
Bolyai fue uno de los primeros en tratar este tipo de ecuaciones,
aunque no alcanzara conclusiones significativas.

Por ultimo, vale la pena mencionar la construccion por Bolyai del

siguiente cuadrado magico:

X y 3b—x — V
4b—2x—y b 2x+y—2b

x+y—>b 2b—y 2b—x

§. La divisibilidad en el campo complejo
En un principio Janos Bolyai admitiéo que la teoria de los numeros
imaginarios no estaba clara para €l, que la consideraba como algo

inutil, y por tanto la abandono. Pero mas tarde conoci6 la expresion

i _ —(w/2)
s lo que le indujo a estudiar y tener una idea clara de los

numeros complejos. En este sentido intercambio correspondencia
con su padre y cuando se enterdé del concurso organizado por la
Sociedad Cientifica Jablonowski sobre la construccion de numeros
complejos, Bolyai escribi6 una breve comunicacion titulada

Responsio, que envio a Leipzig en 1837.
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El cuadrado magico de Bolyai.

No obstante, los trabajos de Janos relacionados con los numeros
complejos no se limitan al Responsio. Profundizando en sus
manuscritos nos encontramos también con teorias relativas a la
divisibilidad en este campo. Aunque es notorio que fue Gauss el
primero en publicar esta teoria en los anos 1831 y 1832, las notas
de Bolyai demuestran que, de forma independiente, concibio
también las propiedades de la divisibilidad en el campo complejo.
Leyendo sus notas, parece que desarrolldo sus propias teorias a
partir de 1820.

Ya hemos senalado de alguna manera el interés que Bolyai
manifestd por los numeros primos. En el caso de los primos
complejos, distingue tres categorias: los primos racionales, como *2,
3, £5,... que €l llama numeros principales-, los nameros del anillo K
de los enteros complejos, como 1 + i, 1 + 2 2 - 3i, 6 - i.. que

denomina numeros primos perfectos-, y los numeros primos tanto
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del anillo de los racionales como del anillo de los complejos, tales
como 3,7, 11, ..., 4m + 3, que denomina nimeros primos absolutos.
Tal como decia Gauss, Bolyai asegura que los numeros primos
complejos son:

Los numeros (1 + 1), (1 -1), (-1 + 1), (-1 - 7).

Los numeros primos racionales que tienen la forma 4m + 3.

Los factores complejos de los numeros primos racionales de la

forma4m+ 1.

Los manuscritos descubren la demostracion de todos los casos.

§. Las investigaciones sobre el algebra

Pocos conocen la dedicacion de Janos Bolyai a la resolucion de
problemas de algebra. También obtuvo importantes resultados en
este campo, como demuestran varias monografias, principalmente
en la resolucion de ecuaciones algebraicas de orden superior.

El estudio de sus manuscritos revela dos etapas en esta
investigacion. En la primera, Bolyai, como muchos otros antes que
el, elige el camino equivocado para tratar de resolver las ecuaciones
algebraicas de grado quinto. Incluso llego a pensar que habia
descubierto el método para resolver las ecuaciones de cualquier
grado. Después de varios intentos infructuosos, ya en la segunda
etapa de su investigacion, abandono el camino erroneo, llegando por
su cuenta al conocido teorema de Ruffini-Abel, en el que se
demuestra la imposibilidad de encontrar expresiones basadas en

radicales para hallar las soluciones de una ecuacion de grado
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quinto o superior. En uno de sus manuscritos, refiriéndose a este
asunto, dice: “A partir de 1837 me llamé la atencion este problema”.
Aunque Bolyai era contemporaneo de Abel, debido a su aislamiento
nunca conocio sus trabajos y teorias a este respecto, como tampoco
las de Galois, que no fueron publicadas hasta 1846 de la mano de
Liouville. Sus dos fuentes de informacion fueron su padre, con el
que se formo en las matematicas desde que era un nino, y la
biblioteca de Marosvasarhely, donde encontré varios trabajos que
estudid con el maximo interés. En ese centro fue precisamente
donde Janos leyo el libro de Gauss Disquisitiones arithmeticae, asi
como su tesis doctoral presentada en 1799, donde prueba, por vez
primera, el principio del algebra clasica. Ahi es donde, con toda
probabilidad, comenzo6 el interés de Bolyai, ya que Gauss expresaba
sus dudas acerca de la resolucion de las ecuaciones de grado
superior. En el mismo centro también debi6é de leer la obra de
Ruffini relativa a su teorema.

Consta que Janos Bolyai se percatéo de los fallos cometidos por
Ruffini en sus razonamientos, ya que en sus manuscritos se han
encontrado frases como ésta: “Como la asercion de Ruffini necesita
todavia una prueba, trataré de demostrar la imposibilidad por otro
camino”, que parece probar que estaba en el camino correcto. Su
teorema lo enuncié asi: “Encontrar una soluciéon algebraica de la
ecuacion general de grado superior al cuarto, es decir, al menos de
grado cinco, es imposible”.

En nuestros dias, los compatriotas de Bolyai dedicados a la

investigacion de la matematica y de sus obras advierten, como
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Elemér Kiss, de la Universidad Sapientia, que "la historia de la
matematica ignora que hubo un matematico hungaro en el siglo XIX

capaz de resolver uno de los problemas mas importantes de la

matematica".
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Capitulo 5
Los modelos de la geometria hiperbdlica
Formate tu en vez de esperar a
que te formen y modelen. Herbert

Spencer

§. Introduccion

Hemos visto que Bolyai y Lobachevski fueron los descubridores de
la geometria hiperboélica, primera geometria que se apartaba de la
praxis de Euclides. Sin embargo, ninguno de estos dos grandes
personajes de las matematicas probo que su nueva geometria
estuviera libre de contradicciones. Esa ausencia de contradiccion
puede probarse utilizando modelos, es decir, objetos matematicos y
sus relaciones mutuas, de manera que el conjunto satisfaga los
axiomas establecidos en la geometria hiperbolica. Como dice Alberto
Dou: “ayudara a la comprension [...| el tener presente modelos de la
geometria del angulo agudo o hiperbodlica.

Este modelo puede realizarse en superficies sumergidas en el
espacio euclideo de tres dimensiones y dotadas, por tanto, de la
métrica subordinada por el espacio euclideo tridimensional en las
superficies modelo”. La geometria euclidea esta basada en un
modelo tan sencillo como es el constituido por una superficie plana.
Bonola introdujo una serie de conceptos en relacion con los
modelos, que vamos a recoger en este texto. Y advierte que para una

superficie cualquiera que no sea plana es necesario comprobar
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hasta qué punto es posible fundamentar sobre ella una geometria
analoga a la del plano.

“Por dos puntos A y B de la superficie pasa generalmente una linea
bien determinada que le pertenece, la cual marca sobre la superficie
la minima distancia entre los dos puntos. Tal linea es la geodésica
que une los dos puntos dados. Si se trata, por ejemplo, de una
esfera, la geodésica que une dos puntos (no extremos de un
diametro) es un arco del circulo maximo por ellos determinado”.

Nos habla después del concepto de igualdad para poder comparar la
geometria del plano con la equivalente sobre la superficie elegida.
Segun Bonola, a este concepto de igualdad se puede llegar de una
manera intuitiva admitiendo que la superficie que elijamos para
contener el modelo yazca sobre una hoja flexible e inextensible.
“Parece natural comparar las geodésicas de aquella [la superficie
elegida] midiendo las distancias sobre la superficie con las rectas de
éste [del plano], y también considerar como [geodésicamente]
iguales, sobre una superficie, a dos figuras trazadas en ella que
puedan hacerse corresponder punto a punto, de modo que las
distancias geodésicas entre los pares de puntos correspondientes
sean iguales”.

Un ejemplo sencillo es el basado en una superficie cilindrica,
conseguida arrollando (flexionando sin extender) una cuartilla por
los dos extremos laterales. Si sobre esa superficie tomamos un
segmento (una geodésica), ese segmento puede aplicarse, hacerse
corresponder, punto a punto con otro segmento del plano. Lo mismo

para una recta u otra figura, como un triangulo: en un caso
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tendremos el tridngulo geodésico y en el otro, el tridngulo plano
correspondiente. Es verdad que los dos triangulos no son iguales al
considerar el espacio comun en el que residen.

El conjunto de conceptos antes enunciado, aplicable a una
superficie cualquiera, supone el punto de arranque para producir
una geometria sobre la superficie.

“Volviendo a una superficie cualquiera, el sistema de convenciones
antes indicado da origen a una geometria sobre la superficie, que
consideraremos siempre por regiones convenientemente limitadas
(regiones normales). Dos superficies aplicables una sobre otra con
una flexion sin extension tendran la misma geometria; asi, por
ejemplo, sobre una superficie cualquiera cilindrica, y en general
sobre una superficie cualquiera desarrollable, se tendra una
geometria semejante a la de una superficie plana”.

La geometria de Riemann, llamada geometria eliptica, es otro
ejemplo de geometria sobre una superficie. En este caso el modelo
es la esfera, en la que todas sus rectas son los circulos maximos de
la misma. Pues bien, Bonola advierte que la geometria de la esfera
nos proporciona otro ejemplo de geometria sobre una superficie
distinta de la del plano, siendo imposible aplicar una porcion de
esfera sobre una superficie plana.

“Todavia entre la geometria plana y la esférica tenemos, sin
embargo, una notable analogia. Esta analogia halla su fundamento
en el hecho de que la esfera puede moverse libremente sobre si

misma, precisamente como el plano, asi que para las figuras iguales
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sobre la esfera valen proposiciones en todo analogas a los
postulados de la congruencia sobre el plano”.

Es fundamental para proseguir que introduzcamos un concepto
nuevo propio de las curvas y de las superficies: la curvatura.
Intuitivamente, curvatura de una curva en uno de sus puntos
significa el desvio que experimenta en ese punto respecto de la
direccion recta, es decir, de la tangente en ese punto.

Por ello, una circunferencia tiene una curvatura constante, pero
una elipse, no: es mas curvada cerca de los extremos del eje mayor
y menos cerca del eje menor. En cada punto de una curva donde se
calcule su curvatura existe un circulo llamado circulo osculador,
circulo distinto de un punto a otro. Si su radio es R, el valor de la
curvatura en ese punto sera 1/R, de donde se deduce que cuanto
mayor sea el radio del circulo osculador, menor sera la curvatura.

Si se trata de una superficie, la cosa se complica un poco mas.
Supongamos que queremos calcular la curvatura de una superficie
en un punto P. Trazariamos por P la recta normal (perpendicular) n
a la superficie y por esa normal hariamos pasar un haz de planos,
es decir, un conjunto de planos que se corten todos ellos en la recta
n. Cada plano seccionara a la superficie en una curva que
naturalmente sera plana. Entre esas curvas existiran dos que se
cortaran segun un angulo recto, y cada una de ellas tendra su
propia curvatura en el punto P, curvatura que sera maxima o
minima. El producto de ambas define la curvatura de la superficie en

P.
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Conocidos someramente estos conceptos, anadamos lo que expresa
Bonola como aplicacion de la curvatura:
“A fin de que una superficie convenientemente limitada pueda
moverse, con flexion sin extension, sobre si misma como la
superficie plana, es preciso que un cierto numero K, invariante
respecto a las susodichas flexiones, tenga un valor constante en
todos los puntos de la superficie. Este numero ha sido

introducido por Gauss con el nombre de curvatura”.

Es posible construir superficies con curvatura constante
dependiendo del valor dado a K.

1. Si hacemos K = 0, obtenemos superficies desarrollabas que
pueden aplicarse en el plano. El plano es un ejemplo de
superficie de curvatura constante de valor 0. Su circulo
osculador tiene un radio infinito.

2. Si K > 0, obtendriamos superficies que pueden aplicarse sobre
una superficie esférica de radio V(1/K). La esfera seria un
ejemplo.

3.Si K < 0, obtendriamos superficies aplicables sobre Ila

pseudoesfera.

Mas adelante volveremos sobre la pseudoesfera (y como se
construye) que, como hemos dicho, tiene una curvatura constante
negativa.

“Entre la geometria sobre una superficie de curvatura constante y la

de una porcion de plano, tomadas una y otra con las convenientes
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limitaciones, existe una analogia, que podemos poner en evidencia

traduciendo las primeras definiciones y propiedades de una en las

de la otra, como se indica sumariamente en las contraposiciones de

frases que se observan en el siguiente cuadro:

a) Superficie. Region de plano.

b) Punto. Punto.

c) Geodésica. Recta.

d) Arco de geodésica. Segmento rectilineo.

e) Propiedades lineales de la Postulados relativos a la
geodésica. ordenacion de los puntos sobre

la recta.

f) Dos puntos determinan una Dos puntos determinan una
geodésica. recta.

g) Propiedades fundamentales de | Postulados de la congruencia
la igualdad de arcos geodésicos | segmentaria y angular.

y de angulos.

h) Si dos triangulos geodésicos Si dos triangulos rectilineos
tienen iguales dos lados y el tienen iguales dos lados y el
angulo comprendido, también angulo comprendido, también
los restantes lados y angulos los restantes lados y angulos
son iguales. son iguales.”

Antes de describir los modelos correspondientes a la geometria

hiperbolica, transcribimos el siguiente parrafo con el que Bonola

finaliza

las cuestiones

compararlas con el plano euclideo:
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“Siguese de aqui que se pueden considerar comunes a la geometria
de las superficies en cuestion todas aquellas propiedades
pertenecientes a regiones limitadas del plano, que en el sistema
euclideo son independientes del postulado de las paralelas y en
cuya demostracion no se hace uso del plano completo (por ejemplo,
de la infinidad de la recta)”.

A continuacion presentaremos algunos modelos para entender la

geometria hiperbolica.

§. E1 modelo de Beltrami

Beltrami cre6 un modelo de geometria hiperbdlica. Utilizo para ello
el trabajo desarrollado por el profesor de matematicas polaco
Ferdinand Minding en 1868, en el que estudiaba, entre otras cosas,
la geometria diferencial de las superficies de curvatura constante. El
modelo en cuestion esta constituido por la pseudoesfera, que es la

superficie de revolucion cuya generatriz es la tractriz.

Pseudoesfera y tractriz.
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La tractriz es una curva tal que el segmento de recta tangente
comprendido entre un punto cualquiera de la curva y su eje
(asintota) es constante, es decir, ese segmento de tangente conserva
su longitud. El giro de la tractriz sobre su eje, tomado como eje de
revolucion, genera la pseudoesfera, superficie de curvatura
constante negativa. La tractriz fue descubierta por el arquitecto
franceés Perrault en el siglo XVII.

Christiaan Huygens denominé a la tractriz (traktorien) curva del
perro: si un perro P1 persigue a otro P> que se mueve sobre una
recta, estando P: fuera de la misma, entonces la distancia PiP, es

constante y por lo tanto P1 describe una tractriz.

Eugenio Beltrami
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Estas son algunas caracteristicas de la pseudoesfera. Un punto
hiperbolico es cualquier punto de la pseudoesfera. Un segmento de
recta sobre la pseudo-esfera que pasa por dos puntos de la misma,
se caracteriza por ser el camino mas corto entre esos dos puntos y,
por lo tanto, es una geodésica. Dos rectas geodésicas cualesquiera
nunca se cortaran en mas de un punto. Por un punto exterior a una
recta sobre la pseudoesfera pasan, al menos, dos paralelas. Por
ultimo, los lados de un triangulo sobre la pseudoesfera son
segmentos de geodésica y la suma de sus angulos, como
corresponde a esta geometria hiperbodlica, es menor de 180°.

La geometria construida sobre la superficie de la pseudoesfera
cumple con todos los postulados de Euclides a excepcion,

naturalmente, del postulado de las paralelas.

§. E1 modelo de Klein

Otro modelo adaptado a la geometria hiperbodlica se debe a Christian
Félix Klein, aunque actualmente también se conoce con el nombre
de modelo de Beltrami-Cayley-Klein. La geometria Bolyai-
Lobachevski puede definirse, por consiguiente, utilizando este
modelo que consiste en un plano formado por todos los puntos de
un circulo, pero excluyendo los correspondientes a la circunferencia
del mismo.

Entonces, punto es cualquier punto interior a la circunferencia,
como el P. Las rectas son las cuerdas de la misma, excluyendo sus

puntos extremos como, por ejemplo, las AB, AC o BD.

118 Preparado por Patricio Barros



El geémetra revolucionario www.librosmaravillosos.com Félix Garcia Merayo

Puntos del infinito de ese plano son todos aquellos situados en la

circunferencia.

Christian Félix Klein

Dos rectas seran paralelas si tienen el mismo punto del infinito o, lo
que es igual, si tienen un extremo comun. Son paralelas a la AB, las
ACy BD, y ambas pasan por un punto P exterior a AB.

Asi que en esta superficie se cumple que por un punto exterior P a
una recta existen, al menos, dos paralelas, las que cortan a la recta
dada en sus extremos pasando por P. Todas las demas rectas del

haz P son las hiperparalelas a AB.
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D

B

Modelo de Beltrami-Cayley-Klein

Sobre la superficie utilizada en este modelo también se cumplen
todos los axiomas de Euclides con excepcion, de nuevo, del V

postulado.

§. Modelo hiperbolico de Poincaré

Los dos modelos de Poincaré, el de disco y el de semiplano, son
mucho mas simples que el de Beltrami. Vamos a describir cada uno
de ellos.

En el modelo de disco, el plano esta constituido por los puntos
interiores a un circulo y, como antes, los puntos de la
circunferencia exterior no pertenecen al plano hiperbdlico y se
denominan puntos limite del infinito de ese plano. Las rectas son
arcos circulares situados dentro del circulo que cortan
ortogonalmente a la circunferencia de los puntos limite del infinito.
Naturalmente, también son rectas los diametros. Por lo tanto, cada

recta tiene dos puntos limite.
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Henri Poincaré

En cuanto a las distancias, efectivamente, la mas corta entre dos
puntos limite es precisamente el arco circular ortogonal a la
circunferencia del modelo en los puntos limite citados.

En el otro modelo, el de semiplano, el plano esta constituido por un

semiplano del que la recta origen, AB, es la de los puntos limite del

infinito.
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Modelo de disco de Poincaré.

Los puntos son aquellos que pertenecen a la parte superior del
semiplano. Las rectas son semicircunferencias ortogonales a la recta
limite que encuentran a ésta en dos puntos, P; y P2, y que, por
consiguiente, tengan su centro en esa recta limite. También sera

recta hiperbolica toda recta euclidea perpendicular a la recta limite.

A P, P, B

Modelo de semiplano de Poincaré.

El mundo de la geometria hiperboélica ha ejercido, y aun ejerce, una

gran influencia, no s6lo entre los cientificos sino también entre los
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artistas. Por ejemplo, el holandés Maurits Escher dibujo y gravo

distintas configuraciones dentro de un circulo.

Autorretrato de Maurits Cornelis Escher. De la litografia Mano con

globo reflectante (1935).

En algunas de ellas, rellenaba ese circulo con circulos cada vez mas
pequenos que se iban aproximando a la periferia. En el entorno
inmediato a la periferia, Escher colocaba minusculos circulitos vy,
aun asi, no era posible rellenar totalmente el circulo original de

partida.
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Modelo circular de Escher (Limite circular I).

124 Preparado por Patricio Barros



El geémetra revolucionario www.librosmaravillosos.com Félix Garcia Merayo

Bibliografia

e Babini, José, Historia sucinta de la matemadtica. Coleccion
Austral, Espasa- Calpe, 1938.

e Barbarin, Paul, La géométrie non euclidienne. Gauthier-Villars
et Cié, Editeurs, tercera edicion, 1928, reimpresiéon de
Editions Jacques Gabay, Paris.

* Beltrami, Eugenio, Opere matematiche. Universidad de Roma,
tres volimenes, 1902-1910.

e Beltrami, Eugenio, “Saggio di interpretazione della geometria
non-euclidea”. Giornale di matematiche VI, 284-312.

e Benko, S., The confessions of Joénos Bolyai. Irodalmi
Konyvkiado, Bucarest, 1968.

* Bolyai, Farkas, Tentamen. Academia Hungara de Ciencias, 22
edicion, Budapest.

* Bolyai, Janos, La Science absolute de l’espace. Traduccion del
latin por Hotlel, Burdeos.

* Bolyai, Janos, The Science absolute of space. Traduccion del
latin de George Bruce Halsted, 42 edicion, Austin, Texas,
1896.

* Bonola, Roberto, Geometrias no euclidianas. Espasa-Calpe
Argentina, Buenos Aires-México, segunda edicion, 1951.

e Dou, Alberto, Fundamentos de la matemdtica. Editorial Labor,
1970.

e Euclides, Elementos, Libros 1-IV. Biblioteca Clasica Gredos,

Madrid, 2000.

125 Preparado por Patricio Barros



El geémetra revolucionario www.librosmaravillosos.com Félix Garcia Merayo

* Fernandez, Santiago, Lobachevski, un espiritu indomable.
Editorial NIVOLA, Madrid, 2004.

* Fuchs, Walter, El libro de la matematica moderna. Omega,
Barcelona, 1969.

* Les génies de la Science n° 21, noviembre 2004-febrero 2005.

* Kant, Emmanuel, Critica de la razéon pura. Clasicos Bergua,
Madrid, 1970.

e Karlson, Paul, La magia de los numeros. Editorial Labor,
1960.

* Kiss, Elemeér, “Notes on Janos Bolyai’s Researches in Number
Theory”. Historia Mathematica 26, 68-76.

e Newman, James R., El mundo de las matemadticas. Grijalbo,
Barcelona- México D.F., 1968.

* Poincaré, Henri, La ciencia y la hipoétesis. Coleccion Austral,
Espasa-Calpe, 1963.

 Prékopa, A., Molnar, E. (editores), Non-Euclidean Geometries.
Springer, 2006.

e Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales,
Historia de la matemadadtica en el siglo XIX, 12 Parte. Madrid,

1992.

126 Preparado por Patricio Barros



El geémetra revolucionario www.librosmaravillosos.com Félix Garcia Merayo

El autor

Félix Garcia Merayo es licenciado y doctor en informatica por la
Universidad Politécnica de Madrid, de la que es —
profesor titular, y licenciado en ciencias
matematicas por la Universidad Complutense.
Tiene en su haber una veintena de publicaciones
en el ambito del libro de texto universitario y ha

escrito numerosos articulos técnicos y de

divulgacion. En esta coleccion es también autor

de la biografia Pascal: Un genio precoz.

127 Preparado por Patricio Barros



