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Resena

Venerado y vilipendiado a un tiempo, Lobachevski se cierne
imponente sobre la matematica del siglo XIX. Al igual que sucede a
la mayoria de los mitos, el Lobachevski real esta oculto por capas de
negligencia y desconocimiento. Su fantastica obra, argumentaban
muchos, no era otra cosa que herejia matematica, una senda falsa.

Lobachevski es wuna personalidad abrumadora, un sonador
empedernido, un hacedor de mundos imposibles pero reales.
Lobachevski es, para muchos, una persona desconocida. Este libro
cuenta la historia de un hombre sencillo, pero sagaz, obstinado y

profundo desde el punto de vista matematico.
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A mi mujer, Ana y a mis hijas,

Nora e Iris

Introduccion

Debia tener yo unos dieciséis anos cuando uno de mis profesores
nos hablo de un sabio griego que se llamaba Euclides. Nos comento
que era matematico, y que habia dedicado toda su vida a escribir
sobre aspectos cientificos, pero lo mas sobresaliente es que habia
creado un edificio majestuoso que aun estaba en pie; sin embargo,
anadia, con los anos se ha descubierto que ese majestuoso edificio
tiene algunas fisuras (seguramente nos citaria algo relativo al quinto
postulado), los esfuerzos por enmendar el asunto, nos seguia
diciendo, han dado lugar a teorias matematicas muy importantes,
que a la postre han servido para revolucionar la geometria, la fisica
y la ciencia en general. En aquellos anos, nadie me hablo de
geometrias no euclidianas, ni de Bolyai, ni de Lobachevski, creo
recordar que Gauss si me fue presentado, pero como un genio
precoz de la aritmeética.

Al ano siguiente, hacia yo preuniversitario, un profesor llamado
Fermin Demas volvio a incidir timidamente en el tema. En la
Facultad de Matematicas curiosamente nadie menté el asunto de
una manera organizada a pesar de haber cursado dos asignaturas
de geometria. En resumen, las llamadas geometrias no euclidianas

eran para mi todo un enigma.
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Sin embargo, tuve la suerte de tener como profesor, y
posteriormente como companero de departamento, a Emiliano
Aparicio, formado en la escuela matematica rusa y amante de dicha
cultura. Sus detalladas exposiciones plagadas de anécdotas
biograficas me cautivaron. Durante varios anos hablé con €l de
varios de sus matematicos preferidos: Kolmogorov, Lobachevski y
Vinogradov, entre otros. Y asi fue como decidi acercarme a las
creaciones cientificas de esos grandes matematicos rusos. Desde el
principio, no sé muy bien por qué, Lobachevski fue uno de mis
preferidos.

Anos después cayo en mis manos una extensa biografia de
Lobachevski escrita por Kagan, lo que hizo que conociera mejor su
figura. Durante anos traté de entender mejor al matematico ruso,
pero su geometria rayaba lo irracional o mejor dicho presentaba una
realidad poco imaginable.

Hace dos anos le propuse a Jesus Fernandez, editor del libro,
escribir sobre Lobachevski, él acepté amablemente e
inmediatamente me puse a organizar mis lecturas e ideas, sin saber
muy bien en qué me metia.

Este libro aborda la vida y obra del gran matematico ruso Nicolai
Lobachevski, creador de una de las geometrias no euclidianas, la
geometria hiperbolica, junto al hungaro J. Bolyai y el matematico
aleman C. F. Gauss. Durante dos décadas, Lobachevski, desempeno
el cargo de rector de la Universidad de Kazan con una energia y
entrega verdaderamente admirables. En palabras de Clifford (1845-

1879), Lobachevski era bastante mas que un matematico,
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calificandole como el Copérnico de la geometria. Pero la geometria es
s6lo una parte del mas amplio campo que renovo.

En el recorrido del libro también he tratado de mostrar la evolucion
del llamado problema de las paralelas, que tuvo un desenlace
sorprendente: el nacimiento de las geometrias no euclidianas.

Para abordar el citado problema me he basado en criterios
historicos y cronologicos. De referencia obligada resultan las
excelentes obras de Bonota (1951) y de J. Gray (1992), sus
aportaciones han sido fundamentales y he recurrido a ellas en
multitud de ocasiones.

Desde luego el libro ha sido para mi todo un reto intelectual, y
ademas era necesario ubicar al personaje en un pais y en una
época.

Los capitulos cuatro, cinco y seis los dedico a estudiar el
denominado problema de las paralelas, comienzo con la figura de
Euclides y finalizo con las aportaciones de los llamados precursores
de las geometrias no euclidianas: Saccheri, Lambert, Schweikart y
Taurinus.

El capitulo doce esta dedicado integramente a los otros padres de la
geometria hiperbodlica: Gauss y J. Bolyai. En los dos ultimos
capitulos se afronta la repercusion filosofico-matematica que ha
tenido el nacimiento de las nuevas geometrias. Los demas capitulos
estan dedicados integramente a estudiar la figura de Lobachevski.
Afrontar la biografia cientifica de un personaje tan complejo como
Lobachevski lleva muchas horas de investigacion, reflexion, lectura

y escritura. Ha sido un trabajo arduo tanto para mi como para

6 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

muchos de mis seres queridos, pero ampliamente recompensado ya
que he tenido la oportunidad de conocer mas profundamente a un
personaje sorprendente.

En este largo caminar he tenido algunas ayudas inestimables.
Comenzaré por las personas que revisaron los primeros borradores
y me aportaron sus generosas reflexiones de cara a mejorar el
escrito, me refiero a Marta Macho, y a Raul Ibanez, profesores de la
Universidad del Pais Vasco; ellos, durante algunos dias se dedicaron
a discutir conmigo aquellos apartados mas oscuros que eran
susceptibles de mejora.

También a Antonio Aparicio, pues sus traducciones de algunos
articulos rusos fueron de vital importancia para que yo
comprendiera mejor el espiritu cientifico ruso de principios del siglo
XIX. No quiero olvidarme de Antonio Pérez que puso su tiempo de
descanso, su saber y su carino en la mejora y presentacion del
manuscrito. Ni tampoco del editor, Jesus Fernandez, su animo y
apoyo han sido cruciales para que yo siguiera con esta empresa. Por
supuesto a mi familia: Iris, Nora y Ana, ellas generosa y
pacientemente han sabido soportarme durante muchos dias y
muchas noches, a ellas las he dedicado el libro porque han tenido
una infinita paciencia conmigo; espero que cuando mis hijas Iris y
Nora sean mayores puedan leer el libro y comprender por qué les fui

robando tiempo para estar conmigo.

Notaciones
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Usamos notaciones habituales en geometria. Los puntos se
representaran por letras mayusculas A, B, C,... , P, Q, y las rectas
por letras minusculas f, m, n,... , p, q. El segmento de extremos Ay
B se denotara por AB, y su longitud por long (AE). También se
denotara por AB la recta que pasa por los puntos A y B.

Los angulos se representaran por letras griegas a, f8, v,... , salvo los
angulos interiores de un poligono de vértices A, B, C,..., que se

podran representar por A, B, C
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Capitulo 1
El estudiante Lobachevski
“Las grandes obras las suenan los
genios, las ejecutan los
luchadores, las disfrutan los
felices y las critican los inutiles
crénicos’".

Proverbio arabe

§. Los primeros anos

Cuando el joven C. F. Gauss (1777-1855) habia cumplido quince
anos, nacia en una localidad rusa llamada Nizhni Novgorod un
nino, que con el paso de los anos se convertiria en uno de los
grandes matematicos de todos los tiempos. Nueve anos antes habia
muerto Leonhard Euler.

Nikolai Ivanovich Lobachevski vino al mundo el 1 de diciembre de
1792. Su padre, Ivan Maksimovich Lobachevski, era una persona
humilde que trabajaba en una pequena oficina dedicada a la
inspeccion de tierra. Su madre, Praskovia Aleksandrova, era una
mujer enérgica, inteligente y muy preocupada por la educacion de
sus hijos. Debido a su constancia y teson la familia Lobachevski
pudo salir adelante.

Nikolai era uno de los tres hijos de esta humilde familia. Cuando
tenia siete anos murio su padre, y ese mismo ano, 1800, su madre
traslado la residencia a la populosa ciudad de Kazan buscando

mejores horizontes para sus tres hijos.
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§. La ciudad de Kazan
Kazan esta situada en el centro de la Rusia europea, al este de
Moscu y a unos 800 kilometros de distancia. Es la actual capital de

la Republica de los Tartaros (Tatarstan).
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Fue fundada por los mongoles en el ano 1257, y conquistada por los
rusos en 1552, que la fortificaron y la salpicaron de multitud de
pequenas iglesias ortodoxas.

Quedo destruida casi por completo en 1774, en el transcurso de la
revuelta que protagonizaron los cosacos, pero durante el reinado de
Catalina II fue reconstruida casi en su totalidad.

A principios del siglo XIX era una ciudad bastante grande (tenia de
20.000 a 25.000 habitantes), muy animada y, en opinion de sus

contemporaneos, extraordinariamente pintoresca.

La ciudad de Kazan en una litografia antigua.

La ciudad se encontraba muy dispersa por montes y valles, la
mayoria de sus construcciones eran de madera y las pocas casas de

mamposteria que habia eran poco solidas. La poblacion era

11 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

bastante variopinta y la cuarta parte estaba constituida por
tartaros.

El nivel cultural de la poblacion de Kazan era mas bien bajo. Sus
centros docentes, hasta mediados del siglo XVIII, eran
exclusivamente religiosos y habian sido creados por el régimen
zarista con el proposito de incorporar a la poblacion musulmana y
pagana a las ensenanzas ortodoxas.

Entre los monumentos de interés historico y artistico destacan el
Kremlin (ciudadela) -cuya parte mas antigua data del siglo XV-, una
iglesia del XVI, dos mezquitas del siglo XVIII y naturalmente su
universidad.

En 1759 se inauguré un centro educativo de nivel medio
(equivalente a un instituto de ensenanza secundaria), para que los
jovenes de Kazan se pudieran preparar debidamente para ingresar
en la Universidad de Moscu o en la Academia de las Ciencias de San
Petersburgo. Por problemas de tipo econdomico y politico, el
Gymnasium dejo de funcionar en el ano 1788, aunque diez anos
mas tarde, a peticion del gobernador general de Kazan (el principe
Mesherski), se abriria de nuevo. En el nuevo centro se ensenaban
las siguientes materias: latin, francés, aleman, tartaro, logica,
filosofia practica, geometria, trigonometria, hidraulica, mecanica,
fisica, quimica, historia natural, arquitectura civil, agrimensura,
derecho politico, artilleria, tactica, arte de las fortificaciones, dibujo,
esgrima y danza.

Un simple vistazo a las asignaturas impartidas nos indica que el

Gymnasium respondia a los gustos y necesidades de las capas
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privilegiadas, preparando a sus hijos -especialmente- para las
carreras militares.

El nuevo centro fue llamado Gymnasium Imperial, y disponia de
una excelente biblioteca donde habia libros y manuscritos de gran
valor.

Su apertura fue una de las razones fundamentales por las que la
viuda Praskovia Aleksandrova se instalé por un tiempo en la ciudad
de Kazan. En noviembre de 1802 solicito la admision de sus hijos en

el Gymnasium.

Plano de la fachada principal del Gymnasium Imperial de Kazan.

Nikolai tenia nueve anos, sus hermanos Aleksei y Aleksander
contaban siete y once anos respectivamente. Después de duros
examenes fueron admitidos los tres. Una vez superada la dificil
prueba, la madre de Nikolai escribi6 una carta a los responsables
educativos y les hizo saber su falta de medios para pagar los
estudios de sus hijos. La nota iba acompanada de una peticion de
ayuda economica a la corona. Esta, después, de estudiar la peticion

se hara cargo de todos los gastos de formacion. Por tanto, los
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esfuerzos maternos fueron recompensados con creces ya que sus

tres hijos estaban en disposicion de acceder a una importante

educacion.

La vida escolar en el Gymnasium -segun citan varios internos- era

extremadamente severa:
"Los alumnos se levantaban mucho antes del alba, la luz en
todo el recinto era tenue, alumbrada por unas velas de sebo que
despedian un desagradable olor, el frio en los dormitorios era
extremo, la disciplina muy severa obligaba a los internos a ir
formados en filas de manera constante... ademads los alumnos
no podian mantener correspondencia directa con sus familiares,
las cartas eran entregadas previamente a sus vigilantes de
dormitorio, los cuales decidian el destino de Ila

correspondencia...”

Sin embargo, en este ambiente hostil y lugubre, Nikolai conoci6 a
un joven profesor de matematicas muy motivador: Grigori Ivanovich
Kartashevski, persona interesada por la ciencia en general y por las
matematicas en particular. Kartashevski se inspiraba en obras de
matematicos célebres de la época, especialmente en el libro
Eléments de géométrie del matematico francés A. M. Legendre

(1752-1833) publicado en el ano 1794.
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Grigori Ivanovich Kartashevski

Las ensenanzas de este libro y su autor tuvieron una repercusion
muy notable -como posteriormente veremos- en los trabajos de
geometria de Lobachevski.

En el verano de 1807, Lobachevski, termino sus estudios en el
Gymnasium y se incorporé a la Universidad de Kazan. Su
expediente académico era brillante y a los quince anos ya era capaz
de leer memorias cientificas en francés, aleman y latin. Resulta
significativo que, a pesar de la modesta educacion recibida en su
casa, los tres hermanos fuesen capaces de terminar sus estudios de

manera tan admirable.

§. La Universidad de Kazan
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Para reforzar la cultura rusa en una region hostil para el imperio
ruso, el zar Alejandro I aprobo en 1804 la constitucion de la
Universidad Imperial de Kazan, que se crea en 1805.

La universidad disfrutaba de unos estatutos bastantes progresistas
para la época: tenia amplia autonomia, los profesores y el rector
eran elegidos por la propia universidad, y la posibilidad de editar
sus propias publicaciones sin la obligacion de someterlas a la
censura (tan habitual en esa é€poca). Incluso tenia una policia
propia.

Sin embargo, era una universidad con muchas deficiencias. En los
primeros anos carecia hasta de edificios, el cuerpo de profesores era
escaso y poco preparado y los unicos estudiantes que accedian a

ella eran los provenientes del Gymnasium.

El edificio principal de la Universidad de Kazdn.
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Ademas no habia ni manuales ni centros de ensefnanza asociados, y
los Unicos laboratorios estaban situados en las dependencias del
Gymnasium.

El nombramiento de S. Ya. Rumovski como protector del distrito
docente de Kazan seria de vital importancia para el futuro de la
universidad, ya que Rumovski era un importante astronomo que
habia trabajado con Euler, M. V. Lomonoésov y otros hombres
ilustres de ciencia. Era un personaje singular y el tinico hombre de
ciencia entre los responsables docentes.

Cuando le confiaron el protectorado Rumovski era muy mayor, tenia
mas de 70 anos, pero, a pesar de su edad, en poco tiempo pudo
organizar de una manera muy digna las facultades de matematicas
y de fisica.

Al principio, la Universidad de Kazan era una superestructura del
Gymnasium, muchos de los docentes del mismo accedieron a dar
clases en ella. Entre ellos cabe citar a G. 1. Kartashevski, que fue
nombrado profesor de matematicas, haciéndose cargo de la catedra
de matematicas superiores. Rumovski completé el plantel de
profesores con docentes extranjeros, especialmente venidos de
Alemania. En el ano 1808, a invitacion Rumovski, tomo6 posesion de
la catedra de matematicas M. F. Bartels (1769-1833), un

matematico competente y un excelente pedagogo.
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Martin F. Bartels

Bartels conocia personalmente a Gauss, con el que habia coincidido
en Braunschweig, y era considerado como un profesor muy
concienzudo y trabajador. Permanecio en la Universidad de Kazan
durante 12 anos (de 1808 a 1820). En ese periodo se le encargaron
varias materias: analisis, geometria, mecanica analitica y el
desarrollo de cursos especiales para los alumnos mas aventajados,
entre los que se encontraba Lobachevski.

Bartels utilizaba los textos de la época: cabe citar el Tratado de
calculo diferencial e integral, en tres tomos, escrito entre 1797 al
1800 por S. F. Lacroix (1765-1843) (considerado -por su claridad y
tratamiento de los temas- el mejor curso de analisis matematico de
la época), los libros de Euler y el tratado de Cagnoli sobre

trigonometria.
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Grabado de la ciudad de Nizhni Novgorod en el siglo XIX.

La opinion que tenia Bartels de sus alumnos se resume en la
siguiente frase:
“Gracias a los grandes progresos de la mayor parte de mis alumnos,

mis cursos me procuran una intensa satisfaccion

Con respecto a los cursos especiales, a los que siempre asistia
Lobachevski, Bartels dedicé un apartado especial a la historia de las
matematicas.

Seguia un texto muy famoso en esa época, el libro del matematico
francés J. E. Montucla, en el que se analizan con detalle los
Elementos de Euclides y, en particular, el famoso quinto postulado.
Parece muy probable que el interés de Lobachevski por los
fundamentos de la geometria fuera estimulado por estas clases del
profesor Bartels.

En 1810 la universidad contraté como profesor de astronomia a I. A.

Litrow, catedratico de matematicas y astronomia de la Universidad
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de Cracovia (Polonia). Por tanto, el plantel de profesores de las

facultades de matematicas y de fisica era mas que aceptable.

§. Los anos de estudiante universitario
Nikolai Lobachevski ingres6 en la universidad con quince anos y
cuatro anos mas tarde acabo su formacion. Sus pensamientos
iniciales iban encaminados hacia el estudio de la medicina; pero el
contacto con los matematicos, especialmente con el profesor
Bartels, le hizo cambiar de opinion. A partir de ese momento las
matematicas fueron su pasion, que ya no abandonaria hasta el final
de sus dias.
La estima y buena opinion de Bartels queda reflejada en la siguiente
carta:
"... Los progresos de Lobachevski son enormes, puede ser un
excelente estudiante en cualquier universidad europea y acaricio
la esperanza de que si se continua perfeccionando, ocupard un
lugar eminente en los medios matematicos...”

(carta de Bartels a Rumouvski).

En 1811 Lobachevski recibio el titulo de licenciado en fisica y
matematicas. Sus estudios fueron brillantes, con notas de
sobresaliente en la mayoria de las asignaturas.

Por esa época, se recibieron en la universidad una serie de misivas
para que se vigilara muy de cerca la conducta de los alumnos. En
tales escritos, se obligaba-"por orden suprema’- a las autoridades

docentes a expulsar de la universidad a los estudiantes culpables de
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graves delitos e incluso a enrolarlos en el ejército. Como
consecuencia de ello Lobachevski, que estaba bajo sospecha de
haber participado en numerosas revueltas estudiantiles, se vio
envuelto en un examen de conducta que le caus6 no pocos
problemas.
Cuando el asunto llego a conocimiento de Rumovski, éste hizo el
siguiente informe:
“...Quiero hacer notar que el estudiante Nikolai Lobachevski es
el primero en mala conducta, y lamento verle malgastar sus
excelentes capacidades en su conducta indigna y que le
recomiendo modificarla y enmendarse: Si rehusase seguir mi
consejo y recibo una nueva queja con respecto a él, me veré

»

obligado a informar al Senior Ministro de Instrucciéon Publica...

A pesar de su comportamiento, la universidad no podia perder a
una cabeza tan privilegiada. En una reunion del consejo en la que
se debia contratar a nuevos profesores, los docentes alemanes,
especialmente Bartels, propusieron a Lobachevski como candidato
al grado de maestro. El consejo, después de escuchar las alabanzas
cientificas dirigidas hacia Lobachevski por la mayoria de sus
profesores, acepto admitirle como candidato con la condicion de que
lamentara su mala conducta y prometiera enmendarse. Este
procedimiento humillante le abrié las puertas de la docencia

universitaria y el 3 de agosto de 1811 fue confirmado como profesor.
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Capitulo 2
El imperio ruso y la dinastia de los Romanov
"Podemos sin duda representar
espacialmente un estado de cosas
que vaya contra las leyes de la
fisica, pero no uno que vaya contra
la geometria".

Ludwig Wittgenstein

§. La Rusia del XVIII

Tras el ascenso al trono de Pedro I el grande en 1694, el reino
moscovita pas6é a denominarse imperio ruso. Para la inmensa
poblacion rusa este reinado fue opresivo y distante, y su rigida
estructura normativa lo convertia practicamente en un régimen de
castas. La sorpresiva muerte de Pedro I, en 1725, abridé un periodo
de inestabilidad que se prolongé hasta la subida al trono de
Catalina Il en 1762.

Este gran imperio, que durante el reinado de Pedro I el grande so6lo
contaba con trece millones de habitantes, tenia al término del
reinado de la zarina Catalina II, en 1796, un territorio poblado por
unos treinta millones de personas, cifra que superaba a la poblacion
de Francia.

A mediados del siglo XVIII, el imperio ruso se encontraba en un
estado de feudalismo agrario. Las ciudades, aparte de San
Petersburgo, Moscu, y algunas otras en el sur, estaban poco

desarrolladas. No habia practicamente ni comercio ni industria, y la
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verdadera base de la economia era la agricultura, de la que vivia el
96% de la poblacion. La tierra era propiedad del estado y de los
grandes terratenientes. Los campesinos so6lo eran siervos, sus amos
poseian verdaderos feudos heredados de sus antepasados, quienes
a su vez los habian recibido del zar, primer propietario, en
reconocimiento por los servicios prestados.

Los zares y la nobleza eran los propietarios de la mayoria de las
tierras rusas, por lo que los campesinos eran personas pobres. Los
emperadores de Rusia eran verdaderos autocratas.

La servidumbre era tal que el senor tenia derecho de vida y muerte
sobre sus siervos. No solo les hacia trabajar como esclavos, sino que
podia también venderlos, castigarlos, martirizarlos e incluso
matarlos, casi sin problemas para su amo. Esta servidumbre de
millones de esclavos era la base economica del estado.

La sociedad rusa se componia de tres estamentos, uno formado por
el zar, su numerosa parentela, su corte, la nobleza, los magnates de
la burocracia, la casta militar y el clero. Otro, €l mas inferior, lo
componian los esclavos, los siervos campesinos y la plebe de las
ciudades, sin nocion alguna de sus derechos y sin la menor
libertad. Entre ellos se situaba la clase media, constituida por los
mercaderes, los funcionarios, empleados y artesanos.

El nivel cultural, en general, era muy bajo, pero conviene senalar un
notable contraste entre la simple poblacion trabajadora, rural y
urbana, inculta y miserable, y las clases privilegiadas, cuya

educacion e instruccion era bastante avanzada.
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Los siervos campesinos eran muy numerosos y cada vez estaba mas
descontentos. A finales del siglo XVIII, algunos hombres instruidos
protestaron contra esta situacion, pero sus protestas fueron
aplastadas sin ningun miramiento. Durante este siglo la situacion
de la servidumbre se deterioraria hasta limites insospechados y sus
amos conseguirian, bajo el reinado de Catalina II, el derecho de
enviar a los siervos a Siberia (lugar tipico de deportacion) como
convictos, sin proceso publico. No es sorprendente que los
campesinos se sublevaran una y otra vez en numerosas revueltas
locales. A ojos de los intelectuales occidentales, el imperio ruso era
un estado “bdarbaro y oriental”.

El primer movimiento francamente revolucionario, el de los
decembristas (1825), tenia en su programa, en lo social, la abolicion
de la servidumbre y, en lo politico, la instauracion de una republica
o régimen constitucional.

En el periodo que nos interesa hay dos zares que es preciso conocer,
ya que sus trayectorias politicas marcaron de manera definitiva la
vida en el vasto imperio ruso: Pedro I el grande y Catalina II.

Pedro I el grande (1672-1725), zar de Rusia (1682-1725), nacio en
Moscu el 9 de junio de 1672, hijo del zar Alexis Mijailovich, y fue
educado por profesores particulares. Posteriormente, estudié artes
técnicas y mecanicas, en particular ciencias militares y navales.
Desde 1682 hasta 1689, bajo la regencia de su hermanastra Sofia
Alexeievna, compartio el trono con su hermanastro mayor, Ivan 1V,
pero en 1689 los partidarios de Pedro derrocaron a Sofia y le

instalaron a él como unico dirigente.
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Durante su reinado, Rusia se convirtio en una gran potencia

europea.

Pedro I el grande

Durante el reinado de Pedro I se sustituyo el alfabeto eslavo por uno
similar al latino, se introdujeron los numeros arabigos, se publico el
primer periodico en ruso, se fundaron escuelas y se creo la famosa

Academia de Ciencias de San Petersburgo.

San Petersburgo, capital imperial
San Petersburgo (llamada Petrogrado en el periodo 1914 a
1924 y Leningrado en el periodo de 1924 a 1992) fue fundada

en 1703 en la desembocadura del Nena por el zar Pedro el
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grande para europeizar a la atrasada naciéon rusa. Para su
construccion fueron traidos miles de campesinos, artesanos y
soldados.

Es una ciudad que nacié de repente, no tuvo un proceso de
desarrollo gradual y equilibrado. Se construyé a la fuerza,
pledra a piedra, edificio a edificio... bajo la direccion de Pedro
el grande. En 1715 fue declarada capital de Rusia y lo siguio
siendo hasta 1918. Todavia hoy se la llama la capital del

norte.

La iglesia de la Sangre Derramada.

Arquitectos de todo el mundo participaron en la construccion
de la ciudad. Sus palacios color pastel, sus parques, el

trazado de sus avenidas, la geometria de la ciudad, sus
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puentes, sus pindculos brillantes y cupulas doradas, hacen de

San Petersburgo una ciudad de ensuerno.

Museo de Antropologia y Etnografia de la Academia de

Ciencias de San Petersburgo.

La ciudad esta situada sobre 44 islas del delta del rio Neva y
es famosa por sus puentes, Sus museos y, por supuesto, por
sus noches blancas en las que el sol brilla las 24 horas del
dia. Es conocida como la Venecia del norte.

Es una ciudad que cautivé a muchos poetas y que se conuvirtio
en el escenario de la literatura rusa del siglo XIX. Por ella se
mueven tanto el personaje de Raskolnikov de Crimen y castigo
de Dostoievski, como Eugene Onegin de Pushkin.

En el siglo XIX la ciudad fue testigo de la lucha contra la

opresion zarista. Aqui se avivaron las llamas tempranas de la
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revolucion de diciembre de 1825, impulsada por un pequeno
grupo de oficiales aristocrdticos, los llamados decembristas.

San Petersburgo fue la capital de Rusia durante dos siglos. A
orillas del Neva se desarrollaron con rapidez las ciencias y
florecieron las artes. Alli nacieron la Academia de Ciencias y

la Academia de Bellas Artes.

Pedro 1 realizo reformas internas de wun gran calado: la
subordinacion de los boyardos (nobleza rusa) y de la iglesia al trono,
el fomento de la industria, el comercio y la educacion, y la
reorganizacion del aparato administrativo del estado para hacerlo
mas moderno y eficiente, creando ministerios especializados. Hizo
también una reforma del ejército que permitidé a personas sin titulo
nobiliario la posibilidad de acceder al cuerpo de oficiales. En
definitiva, sent6 las bases del gran imperio ruso. Fallecio el 8 de

febrero de 1725 en San Petersburgo.

§. Catalina II la grande (1729-1796), emperatriz de Rusia
(1762-1796)

Catalina II la grande se llamaba en realidad Sophie Fredericke
Auguste von Anhalt-Zerbst y habia nacido en Stettin (actual ciudad
de Szczecin, en Polonia) el 2 de mayo de 1729, hija de un principe
aleman. Sus padres, cosas de la vida, habian visto con disgusto su
nacimiento, pues deseaban un varon. Catalina recibiria una
educacion con la que no podia aspirar mas que a un mediocre

matrimonio.
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Sin embargo, en 1745 se caso con el gran duque Pedro de Holstein,
heredero del trono ruso y en 1754 dio a luz un hijo, el futuro
emperador Pablo. El marido de Catalina accedio al trono como
Pedro IIIl en 1762, pero era una persona excéntrica y sumamente
despectivo con sus subditos y el 9 de julio de 1762, siguiendo una
practica habitual en la Rusia del siglo XVIII, la guardia imperial le
derroco y coloco en el trono a Catalina. Pocos dias después fue
asesinado. Catalina llevaria a cabo los suenos imperiales de Pedro I,
aumentando territorialmente su imperio, principalmente a costa de

Polonia y Turquia

Catalina II la grande

La zarina conocia bastante bien la literatura de la Ilustracion

francesa, que ejerci6 una gran influencia sobre su propio
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pensamiento politico, y mantuvo un estrecho contacto con Voltaire y
con el enciclopedista Denis Diderot. Ademas presté apoyo
economico a varios escritores franceses, y el mismo Diderot fue
huésped de su corte en 1773. Los enciclopedistas franceses la
denominaron la Minerva rusa y la Semiramis del norte.

El objetivo de Catalina era el poder aplicar algunas de las ideas
ilustradas a la racionalizacion y reforma de la administracion del
imperio ruso, pero desgraciadamente no logro su objetivo.

La soberana trazoé un ambicioso plan integral de educacion que
abarcaba desde la ensenanza primaria hasta la creacion de cinco
universidades, pero por distintos motivos este plan no logré ponerse
en practica, deteniéndose en la ensenanza secundaria.

En los primeros anos de su reinado, Catalina traté de ganarse el
apoyo de la nobleza y, a pesar de su declarado aborrecimiento de la
servidumbre, hizo mucho por extender esta institucion concediendo
a las clases acomodadas y a la nobleza privilegios tales como la
concesion de tierras, titulos, cargos y siervos para trabajar.

El malestar de los campesinos culminé en una gran rebelion (1773-
1775), encabezada por el cosaco Yemelian Pugachov, que hizo
estragos en la mayor parte de la cuenca del rio Volga y en los
montes Urales, antes de ser definitivamente aplastada por las
fuerzas militares. Como respuesta a la rebelion en el ano 17735 se
llevo a cabo una importante reforma de la administracion provincial

con el fin de conseguir un mejor control del imperio.
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Durante su reinado, el territorio del imperio ruso se extendio
enormemente gracias a dos guerras contra el imperio otomano

(1768-1774) y (1787-1791) y a la anexion de Crimea (1783).

Jean-Jdacques Rousseau

Ademas Rusia logro controlar la costa norte del mar Negro. Por
ultimo, el control ruso sobre Polonia y Lituania hizo aumentar de
manera considerable el poderio de su imperio.

Las relaciones entre Rusia y Francia se deterioraron de tal manera
que Catalina se mostré6 implacable contra los republicanos
franceses. Hubiera incluso llegado hasta la misma Francia, de no

ser porque el 16 de septiembre de 1796 dejo de latir su corazon.
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Catalina ha sido considerada como una mujer inteligente, culta,
sagaz, muy habil, apasionada y que desempend un papel clave en el
desarrollo de Rusia como estado moderno, pero a pesar de sus
esfuerzos por modernizar el pais la vida del pueblo ruso

practicamente no resulto alterada.
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Rusia durarte el reinado de Catalina Il la grande.

Alejandro I
Alejandro 1 (1777-1825), zar de Rusia (1801-1825) abolié
muchos castigos barbaros y crueles infligidos en aquella época
y establecié un sistema administrativo mds ordenado con la

creacion de ocho ministerios en 1802. Mejoré las condiciones
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de vida de la servidumbre y fomentoé la educacion, duplicando
el numero de universidades rusas con la fundacién de las de
San Petersburgo, Kharkov y Kazan. Alejandro I fue aliado de
Prusia y enemigo de Napoledén durante un tiempo. No obstante,
en 1807, después de las batallas de Eylau y Friedland, se alio
con Francia. Rompié esta alianza y en 1812 Napoleén invadio
Rusia, accién que concluyoé con la pérdida de su ejército y una
tragica retirada de Mosctu.

La llamada Guerra Patria convirti6 a Rusia en la primera

potencia del continente.
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Zar Alejandro I
Posteriormente, Alejandro I desempendé un papel destacado en

la coalicion europea que provocé la caida de Napoledén. En

1815 promovié la Santa Alianza junto con Austria y Prusia con
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el fin de garantizar el mantenimiento del orden absolutista y
reprimir cualquier intento de alterar la situacién politica en
Europa. Los ultimos anos de su reinado se caracterizaron por
un talante reaccionario y despotico. Le sucedié su hermano

Nicolas L

La falta de una burguesia urbana y de funcionarios cultos fueron
algunos de los obstaculos principales en ese intento de situar al

imperio ruso al nivel de otras naciones europeas.

§. Rusia a principios del siglo XIX

A comienzos del siglo XIX, Rusia era una de las grandes potencias
europeas. A lo largo de la primera mitad de este siglo continuo -
aunque muy lentamente- el proceso de desaparicion de la
servidumbre y se produjo un progreso particularmente notable en la
industria.

A Catalina II le sucedio su hijo Pablo I, emperador desde 1792 hasta
1801. En este corto reinado inicié una politica contraria a la de su
madre, persiguidé con extrema dureza las ideas de los intelectuales
rusos, impuso la censura cultural, el exilio interno e incluso
prohibio los viajes al exterior del pais. En 1801 el descontento de
casi todas las capas sociales era muy grande, lo que propicio la
conspiracion contra el emperador y su posterior asesinato. Le
sucedio su hijo Alejandro I, que pretendi6é implantar una monarquia

constitucional pero sin abandonar el gobierno autocratico.
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En los primeros anos de mandato traté de estabilizar el pais ya que
queria un reino en paz. Sin embargo, en 1805, el emperador francés
Napoleon le declaro la guerra y el imperio ruso, introducido de lleno
en una economia de guerra, sufrio lo indecible. La guerra
napoledonica afectd6 muy negativamente a la economia rusa y

muchas provincias occidentales y centrales fueron devastadas.
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Capitulo 3
Profesor en la Universidad de Kazan
“Las  matematicas son una
gimnasia del espiritu y una
preparacion para la filosofia".

Isocrates

A punto de cumplir los 19 anos, Lobachevski ya era docente de la
Universidad de Kazan. Comenzaba su vida como pedagogo y
creador.
En los primeros anos la influencia del profesor Bartels fue crucial,
ya que le puso en contacto con las grandes obras del siglo XVIII.
Lobachevski y su amigo I. M. Simonov asistieron a unas lecciones
dictadas por Bartels. En ellas estudiaron concienzudamente la
famosa obra, en cinco volumenes, Tratado de mecdanica celeste
(1799) de Laplace. Los progresos de Lobachevski, en opinion de
Bartels, fueron muy satisfactorios:
“Como saben mis distinguidos y respetables colegas, al
comienzo del arnio he aceptado dirigir los estudios avanzados de
los maestros Lobachevski y Simonov, y de rendir cuentas de
ellos a ustedes... En el transcurso de mis lecciones les he
expuesto la mayor parte del primer volumen y una parte
sustancial del segundo volumen de la notable obra de Laplace...
Aunque Simonov haya hecho excelentes progresos en
matematicas, Lobachevski le sobrepasa, sobre todo en lo que

concierne a las matemdticas superiores...
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...Esta breve comunicacién de nuestro eminente matemdtico,
quien con el tiempo se hard de un nombre glorioso,... ”
Informe de Bartels al Consejo de Universidad,

10 de julio de 1812.

Bartels, como buen pedagogo, también le sugirid6 a Lobachevski la
lectura de las grandes obras de la época, y una de ellas fue la
primera obra del joven Gauss, titulada Disquisitiones arithmeticae
(1801).

Es de senalar que, en ese periodo, Lobachevski apenas tuvo
contacto con las obras de geometria mas importantes de la época.
No se sabe muy bien como llegaron a sus manos los manuales de
los ilustres geometras franceses.

En cuanto a la docencia, le encargaron tutorizar a los nuevos
alumnos, labor que consistia en repasar el material ya impartido.
Ademas, era encargado de dar clases en verano a los funcionarios
de las distintas administraciones que querian elevar su nivel de
conocimientos cientificos: sus clases se centraban en la aritmética y
la geometria.

En esos anos, en palabras de sus companeros, su labor fue
altamente satisfactoria y €l estaba muy orgulloso de sus clases.

La Universidad de Kazan, al igual que otras universidades del pais,
necesitaba mejoras, pero la organizacion oficial de las universidades
rusas debio aplazarse pues Rusia acababa de entrar en guerra
contra Napoleon, lo que obligé6 a la evacuacion de buena parte de

Moscu. La ciudad de Kazan se convirtié en un centro de acogida de
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todo tipo de centros e instituciones de Moscu. Fueron anos de
enorme sacrificio para el pueblo ruso, ya que el imperio napoleonico
estaba a sus puertas y era de vital importancia para el pais luchar
con todos los recursos disponibles contra el invasor.

Es posible que la valia de Lobachevski le salvara de acudir al frente
en defensa de su pais. Pero justamente en ese ano, 1812, murio el
protector Rumovski y la Universidad de Kazan tomo otro aire. El
nuevo protector, M. A. Saltykov, ces6 al rector, se preocupo6 de
organizar los planes de estudios de las facultades, dio mas
autonomia a la universidad y separo al Consejo de la Universidad
del Consejo del Gymnasium.

Con estos cambios la Universidad de Kazan se convertiria, a partir
de 1813, en un verdadero centro superior.

Cuando Lobachevski tenia 21 anos, en 1814, €l y Simonov fueron
nombrados profesores adjuntos de fisica y matematicas. Ese mismo
ano, el profesor Bartels fue elegido decano de la facultad.

El nombramiento suponia mas responsabilidad y nuevos
requerimientos para Lobachevski. Al poco de ser nombrado le
correspondio impartir dos cursos, uno sobre matematicas puras y
otro sobre geometria practica, pero desgraciadamente la salud le
jugo una mala pasada y no pudo comenzarlos ya que su meédico le
obligb a descansar una larga temporada, al término de la cual
regreso con fuerzas renovadas.

Ademas, la nueva categoria profesional le obligaba a dar una serie
de cursos y conferencias sobre diversos temas como algebra,

aritmética, trigonometria, geometria, teoria de numeros y calculo
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diferencial e integral. En todos los casos, Lobachevski se preocupo
de preparar con suma atencion los materiales didacticos para que
los alumnos comprendieran lo mejor posible la materia. El método
de ensenanza fue, durante muchos anos, objeto de sus reflexiones y
anos después dejaria plasmadas en un articulo sus revolucionarias

e innovadoras ideas al respecto.

Gauss

Cari Friedrich Gauss nacié en Braunschweig (Alemania) el 30
de abril de 1777. Fue un nino prodigio y aprendié a leer,
escribir y calcular a la edad de tres anos. A los once anos
Gauss conocié a Bartels, que por aquel entonces era profesor
ayudante en su escuela. Bartels hablé de sus habilidades
matemadticas al duque de Braunschweig y a los catorce arios
Gauss fue a la corte del duque para hacer una exhibicion de
sus dotes como calculista. El duque quedé impresionado y se
convirti6 en su protector. En 1795 comenzé a estudiar
matemadticas en Universidad de Goéttingen con una beca del
duque.

Antes de 1800 Gauss ya habia descubierto resultados
matemadticos muy notables, entre ellos un método para
construir, con regla y compds, el poligono regular de 17 lados.
E incluso fue mas alla, caracterizando los poligonos regulares
construibles con ayuda de regla y compdas. También hizo
algunos descubrimientos fundamentales, entre los que se

incluye el método de los minimos cuadrados.
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En 1799 demostré el teorema fundamental del dlgebra, que
afirma que toda ecuaciéon algebraica tiene una raiz de la forma
a + bi donde a y b son numeros reales, e i es la unidad
imaginaria. Por esa época comenzé sus investigaciones sobre
una geometria no euclidea, es decir, basada en axiomas
distintos a los de Euclides, pero se negé a publicarlas.

En 1801 public6 el mas
famoso de  sus  libros,
Disquisiciones aritméticas,
obra responsable del
desarrollo del lenguaje y de
las notaciones de la rama de
la teoria de numeros conocida
como algebra de
congruencias.

A partir de 1800, Gauss se

dedicé también al estudio de
la astronomia. Sus métodos matemdticos para calcular las
posiciones de los cuerpos celestes eran casi perfectos, y en
1807 pasé a dirigir el observatorio de Gbttingen. Sobre los
cuerpos celestes trataria su segunda obra, Theoria motus
corporum coelestium (1809).

Durante su estancia en el observatorio construyé un
heliotropo, con él que se pudo determinar de manera mds
precisa la forma del planeta. También estudié el magnetismo

terrestre, por lo que en la actualidad la unidad de flujo
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magneético lleva su nombre.

A partir del ano 1820, en colaboraciéon con el fisico Wilhelm
Weber, explor6 muchas dreas de la fisica como electricidad,
magnetismo, mecanica, acustica u optica. En 1833 construyo
el primer telégrafo.

Gauss, que habia definido a las matematicas como la reina de
las ciencias y a la aritmética como la reina de las
matemadticas, murid en la madrugada del 23 de febrero de
1855 y dejo a la humanidad uno de los mayores legados

matemdticos.

En esa época empleo varios libros de texto como ayuda para realizar
sus notas: Teoria de numeros de Legendre, Disquisiciones
aritméticas de Gauss, los libros citados anteriormente de S. F.
Lacroix y el famoso libro Aplicacion del andlisis a la geometria del
matematico francés G. Monge. Ademas, escribio dos pequenos
manuales titulados Geometria y Algebra o cdlculo de finitos.

Llama la atencion que no utilizara ninguno de los libros de L. Euler,
a pesar de que el ilustre matematico tenia un enorme prestigio en
las universidades rusas, no en vano habia sido miembro de la
Academia de Ciencias de San Petersburgo durante dos periodos, con
una estancia total de mas de treinta anos.

En julio de 1816, Lobachevski (que solo tenia 24 anos) fue
propuesto como profesor extraordinario a peticion de Bartels.
Después de algunas dificultades, no del todo aclaradas, se reconocio

su valia y se le confirm6 en el cargo anteriormente citado.
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Vamos a detenernos en las clases de Lobachevski del curso escolar
1816-1817, durante el cual habia impartido, entre otros, un curso
sobre geometria elemental. Se han conservado los apuntes de este
curso del estudiante M. Temnikov, que tienen un interés historico
notable ya que muestran convincentemente que en este curso
Lobachevski ya se planteaba el problema de la demostracion del
quinto postulado sobre las rectas paralelas basandose en los otros
cuatro postulados. En cuanto a las ideas, sigue las investigaciones
de Legendre, y primero construye una geometria absoluta cuyos
teoremas son independientes del quinto postulado; a continuacion
empieza a demostrar los teoremas que ya se basan en el postulado
sobre las paralelas. Por tanto, en esa €poca sigue en la linea de
demostrar el quinto postulado como consecuencia de los otros
cuatro; no es casualidad este planteamiento, puesto que era
practicamente la manera oficial de abordar la cuestion. Como
veremos, este problema se convirtio, a la postre, en la labor

principal de toda su vida.

§. Anos dificiles. La influencia del protector Magnitski

Tras la creacion de la Santa Alianza, la vida intelectual en el imperio
ruso se volvio insoportable. Ademas, el emperador Alejandro I cayo
en un profundo misticismo religioso que afecté a todas las acciones
de su mandato. Para imponer una politica tan reaccionaria se
nombré ministro de educacion al principe A. N. Golitsyn, que
ejecuto al pie de la letra el espiritu que ya flotaba en el ambiente. La

reaccion contra el pensamiento progresista, instalado en la
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universidad, tuvo tales proporciones que muchos pensaron que
todas las universidades de Rusia serian cerradas excepto la de
Moscu.
En 1819, M. L. Magnitski, miembro de la direccion principal de las
escuelas de toda Rusia, se dirigio a la Universidad de Kazan con el
encargo de inspeccionarla, asi como las escuelas adscritas. Durante
el escaso mes que durd la inspeccion se ocup6 especialmente de
investigar a fondo el ambiente universitario: la vida de los
estudiantes, las relaciones entre los profesores, los contenidos
impartidos, etc.
A raiz de su inspeccion redacto un informe donde hacia resaltar de
manera muy notable los defectos que habia encontrado: desde la
malversacion de fondos hasta la mediocre calidad de la ensenanza.
Magnitski concluia su intervencion sugiriendo la clausura de la
Universidad de Kazan.
El zar Alejandro I opto, sin embargo, por una medida menos
drastica e intento solucionar la situacion de la Universidad de
Kazan poniendo en marcha una serie de acciones, entre ellas el
nombramiento de un nuevo protector. Curiosamente, el mismo
Magnitski fue propuesto como nuevo protector del distrito docente
de Kazan.
Su plan de mejora y ordenamiento pivotaba sobre cinco acciones
basicas:

1. Organizar la ensenanza del catecismo.

2. Expulsar a varios profesores considerados mediocres.
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3. Potenciar los aspectos morales, politicos y economicos,
colocando un responsable al frente de dichas secciones.

4. Reformar profundamente el sistema de ensenanza,
estableciendo una reglamentacion estricta para la mayoria de
las materias.

5. Establecer un régimen pseudomilitar dentro del colectivo

estudiantil.

Con el nuevo protector todos los profesores se sintieron observados
e incluso perseguidos. Pero, ¢qué pensaba Magnitski sobre
Lobachevski? La opinion que tenia por aquellos anos era la
siguiente:
“En la facultad de fisica y matemdticas, merece especial
mencion la seccion de matemdticas por la valia de sus
profesores. Puedo decir que es la unica facultad bien organizada
Yy con una ensenianza excelente... ”

“Es opinion generalizada que el profesor Lobachevski tiene

excelentes conocimientos”.

El nuevo protector provenia de una familia noble, era una persona
muy ambiciosa y ademas disponia de poderes ilimitados. Magnitski,
que habia sido educado bajo un régimen militar, no sentia ningun
remordimiento por aplicar sus reglas con todo el rigor posible. De
hecho, nada mas tomar posesion de su cargo expulsé a nueve
profesores lo que provoco un panico generalizado entre el estamento

docente. Por si fuera poco, los estudiantes fueron sometidos a un
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régimen draconiano y dificilmente soportable. Con sus medidas la
vida cotidiana en la universidad se resintié considerablemente y
muchos profesores extranjeros, especialmente alemanes, optaron
por abandonarla. En definitiva, la influencia de Magnitski sobre la
universidad fue muy negativa.

El profesor Bartels, viendo el panorama que se cernia sobre la
universidad, acepto, en el ano 1820, una oferta para dar clases en
la Universidad de Dorpat. Poco a poco, la Facultad Fisico-
Matematica se fue desmembrando y era urgente reorganizar su
ensenanza. Magnitski propuso a Lobachevski que ocupase la
catedra de fisica y astronomia para cubrir el hueco dejado por el
ilustre profesor Litrow, retirado en 1816, y al profesor Nikolski la

catedra de matematicas.

Lobachevski
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El impartir nuevas materias supuso para Lobachevski un nuevo

desafio que acometié con todas sus energias.

Ademas, tras la marcha de Bartels, quedoé vacante el puesto de

decano y se lo ofrecieron a €l a pesar de que solo era profesor

extraordinario. De repente se vio convertido en la piedra angular de

su facultad.

Su valia fue también reconocida en otros estamentos universitarios,

ya que era requerido para la mayoria de los proyectos docentes y

administrativos. Algunas de sus tareas fueron las siguientes:

1.

Le fue encomendado ordenar la enorme biblioteca central de
la universidad, que ya disponia de unas decenas de miles de
libros, manuscritos y coédices, por cierto, completamente
desordenados.

Se le nombro miembro del comité de construccion de los
edificios universitarios, labor que consistia en poner en
marcha las diversas construcciones que se erigieron por esa
época en la universidad.

Organizo el laboratorio de fisica y la compra de nuevos
materiales para el mismo.

Particip6 en el proyecto de la construccion de un observatorio
astronomico que posteriormente €l mismo utilizaria.

Fue nombrado redactor de una revista surgida en el seno de la
universidad y que posteriormente se denominé Memorias de la

Universidad de Kazdn.
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6. Formo parte del comité encargado de dirigir y controlar la
actividad docente de todos los centros educativos del distrito

de Kazan.

Los decembristas

El movimiento denominado los decembristas (llamado asi
porque comenzo el 14 de diciembre de 1825) fue dirigido
contra el régimen, y su programa iba, en lo social, hasta la
abolicion de la servidumbre y, en lo politico, hasta la
instauracion de una republica o régimen constitucional.
Perseguian los siguientes objetivos:

1.  Proclamacion de las libertades democraticas.

2.  Supresion de la servidumbre.

3.  Convocatoria de una asamblea constituyente.
Tuvo lugar cuando el emperador Alejandro I murié sin dejar un
heredero directo. La corona, rechazada por su hermano
Constantino, paso al otro hermano, Nicolas. Curiosamente, el
movimiento no surgié de las clases oprimidas, sino de los
ambientes privilegiados. Los conspiradores, aprovechando los
titubeos de la dinastia, ejecutaron sus proyectos, preparados
desde hacia tiempo, y arrastraron a la rebelion, que estallé en
San Petersburgo, a algunos regimientos de la capital y a
oficiales del ejército imperial.
La rebelion fue sofocada tras un breve combate en la plaza del
Senado entre los insurrectos y las tropas fieles al gobierno. El

nuevo zar, Nicolas I, muy impresionado por los
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acontecimientos, dirigid en persona la investigacion y su
represion fue cruel, los cinco principales cabecillas fueron
ejecutados y varios centenares fueron deportados o
encarcelados.

Una vez vencida la rebelién, Nicolas I, amedrentado, extremo
el régimen despotico, burocrdtico y policial del imperio ruso, lo

que influyé muy negativamente en la vida universitaria.

Cualquiera de esas labores eran de por si suficientes para una
persona normal; sin embargo, Lobachevski parece que se multi-
plicaba. Sin duda, se convirtio en el personaje central de la uni-
versidad, todo el mundo le estimaba y reconocia su valia; el propio
Magnitski, en esos primeros anos, sentia un gran respeto por su
persona. Pero lo mas notable es que fuera capaz de no olvidar las
matematicas, de seguir estudiando, investigando, escribiendo e
impartiendo clases. En esos anos de enorme trabajo administrativo,
Lobachevski fue capaz de crear los fundamentos de su notable
teoria geométrica.

Magnitski estuvo siete anos al frente del protectorado y su mandato
coincidio con la muerte del zar Alejandro I y con la llamada rebelion
de los decembristas lo que supuso un control aun mas férreo sobre
la vida universitaria. La mayoria de los historiadores coinciden en
admitir que la influencia de Magnitski respecto a la vida
universitaria fue muy negativa, incluso llegan a decir que su
mandato dejo una huella dolorosa en todos los estamentos univer-

sitarios.
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Capitulo 4
Los Elementos de Euclides
“La belleza es, por tanto, una
belleza geométrica, de esa clase
que tanto hubiera apreciado
Platon'”.

John Desmond Bernal (1901-1971)

Euclides ha sido uno de los mayores creadores de toda la historia,
la atraccion y seduccion de su modelo reside en que a partir de
nociones elementales como punto, recta y circulo, y soélo cinco
postulados que vinculan de manera casi obvia estas nociones,
puede construirse teorema a teorema toda la geometria clasica, es
decir, la totalidad de la geometria que conocia la humanidad hasta
no hace mucho tiempo, y que Kant creyo la uinica posible: la que se
corresponde con la forma en que vemos al mundo y sirve a los
carpinteros, cartografos, arquitectos, agrimensores y para todos los

usos diarios.

§. Los Elementos
Los Elementos es un tratado matematico que se compone de 13
libros.
e Los 6 primeros versan sobre geometria plana.
e Los libros 7, 8 y 9 tratan sobre la teoria elemental de numeros.
e El libro 10 trata de la teoria de Eudoxo de los numeros

irracionales. El matematico flamenco S. Stevin bautizo a este
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libro como "la cruz de los matemadticos” por la dificultad que

entrana su lectura.

e Los libros 11,12 y 13 estan dedicados al estudio de la

geometria del espacio
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La primera versién de Los 6 primeros libros de los Elementos en

castellano se realizo en Sevilla en 1576.

En un primer acercamiento se puede decir que los Elementos de
Euclides son notables por la claridad con que las proposiciones son
demostradas y presentadas. A este respecto escribié Proclo:
“Son singularmente admirables sus Elementos de geometria (de
Euclides) por el orden que reina en ellos, la seleccion de los

teoremas y problemas tomados como elementos y también la
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variedad de los razonamientos desarrollados de todas las

maneras y que conducen a la conviccion”

Euclides
Se sabe poco de la vida de este genial matemdtico griego (fl.
300 a.C.).
Probablemente estudio en Atenas con discipulos de Platon y
posteriormente ensend geometria en Alejandria. Esta ciudad
fue punto de encuentro de griegos,
judios y arabes, alli se conservo lo
mejor del pensamiento heleno y a
su universidad y biblioteca, se dice
que con mas de  700.000
documentos, fue llamado Euclides
por Ptolomeo I Séter (el grande),
sucesor de Alejandro. Durante mas

de 20 anos ejercio alli su labor

docente y cientifica.

DE.S

Euclides fue un prolifico escritor, a  EVCLIL

él se le atribuyen una serie de - Chrfisns rinm 3,

libros como los Cdalculos (una coleccion de teoremas
geométricos), los Fenémenos (una descripcion del firmamento),
la Optica, la Divisién del canon (un estudio matemdtico de la
musica), Porismas, La seccién conica, el Libro de falacias y, el
mads importante, los Elementos, que es un extenso tratado de

matematicas en 13 volumenes sobre materias tales como
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geometria plana y del espacio, proporciones en general,
propiedades de los numeros y magnitudes inconmensurables.
Sin embargo, en la actualidad, la mayoria de los historiadores
cree que alguna de estas obras, excepto los Elementos, le han
sido atribuidas a Euclides erroneamente. Los historiadores
también cuestionan la originalidad de algunas de sus
aportaciones, en particular las secciones geométricas de los
Elementos ya fueron planteadas por matemdticos anteriores,
como Eudoxo. Sin embargo, se considera que Euclides hizo

diversos descubrimientos en teoria de numeros.

§. Los libros de los Elementos

"Es maravilloso que un hombre sea
capaz de alcanzar tal grado de
certeza y pureza haciendo uso
exclusivo de su pensamiento”.

Albert Einstein

“La lectura de Euclides a los 11
anos fue uno de los grandes
acontecimientos de mi vida, tan
deslumbrante como el primer
amor”.

Bertrand Russell

52 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable

www.librosmaravillosos.com

K il '-ﬁ.....u....u..m;,u.g '_
e

o (o kv-r\n o (o
g, £ vt g, o nq*hhdﬁm 4 wie ‘

WS e 6 T s a.n ..uv-u e, g yorwe 3. CEEN
z-...,.\.«..-—. u.i...,.u, * o iy = o
et et DAl ‘v"i ‘-J ko

whrandas egihes s c‘ \.-Jn_u.:.;

P (s g il wm iy .;n\-t.(u@.
Alocrapn By i s 75 ot ag s v’-.ﬁ nd
ag...,“/.,-u.d-

- -
iy .hwmctlr--;wkmm’?f
gzm

i ¥ o ..
M.'j :!-L- -n(
o u-m..“. !wg&,onp‘r
o bih S 2a Saly A ek, ik w:: IV RN AT
vm.rm-t‘ﬁ mul’& Lotk B L
2 e 5 Ab e -u‘.a.‘:r&:l o o b, .”"-7"‘.“"./"?‘&
Ny ey £t F 4 2L B i d it abs N o iy VARV ST A 4
wg -(~.fl\'u1.-t-x‘ B NN )\P " q.]l «’-(’iu
Lans -w‘ut-—‘ah An,.-( s-‘g-{d
Al e e .'A-nv
LT a3
ub«vr\ -pi‘l-
7\Mn BV N
-'\ 1 ’m-ﬁ

saialoE 5 .'.,..,'.;.' P

d_-'-u..\h'q&q-d.i:dﬂ."wr ’

rryervy s oLM )-*:‘Q—.
n.dﬁ-\h'-uagm-v& v-t '

i bpdryemesapepreen s BITT 3k bl il
-\I!M";‘Qﬂwwm Nbuﬂz W
b S diydy

AN o iy Sy e m...a;‘?.%‘!

. u{ f
?le By
4 " 1
A 0 ";-‘”M&?""m eq-—»;:q‘rl-q.d-l ‘" &»- g
™

1\»\- L

winwdas Ot
L ; : an i syl
LIy -d--.-m“‘f [ it ekcy .,.m-.um%

j -

Santiago Fernandez F.

Edicion princeps de los Elementos de Euclides (1533).

Los Elementos de Euclides han sido utilizados como libro de texto

durante 2.000 anos. La primera edicion impresa de las obras de

Euclides aparecio en Venecia en 1482, fue una traduccion del arabe

al latin.

e Libro I. Teoremas relativos a triangulos,

rectas paralelas y

perpendiculares, congruencias, etc. Tiene 23 definiciones, 5

postulados, 9 nociones comunes y 48 proposiciones (las paginas

47 y 48 son el teorema de Pitagoras).

» Libro II: Aritmética de la escuela pitagérica. Consta de 2

definiciones y 14 proposiciones.

e Libro III: Circulos,

cuerdas, tangencias,...

definiciones y 37 proposiciones.

Consta de 11
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 Libro IV: Construcciones con regla y compds de poligonos
regulares. Consta de 7 definiciones y 16 proposiciones.

 Libro V: Teoria de la proporcion segun Eudoxo de Cnido (408-
355 a.C.). Consta de 18 definiciones y 25 proposiciones.

 Libro VI: Estudio de figuras semejantes, ademads contiene una
generalizacion del teorema de Pitagoras. Consta de 4
definiciones y 33 proposiciones.

 Libro VII: Teoria de numeros. Consta de 22 definiciones y 39
proposiciones (la proposicion I es el algoritmo de Euclides).

* Libro VIII: Teoria de numeros. Consta de 27 proposiciones.

* Libro IX: Teoria de numeros. Consta de 36 proposiciones.

e Libro X: Es wun andlisis detallado de wvarias longitudes
irracionales. Consta de 36 proposiciones.

e Libro XI: Geometria de solidos y esfera. Consta de 39
proposiciones (se utiliza el método de exhaucion de Eudoxo).

e Libro XII: Geometria de solidos y esfera. Consta de 18
proposiciones.

* Libro XIII: Geometria de sélidos, sélidos platénicos... Consta de
18 proposiciones.

“Los Elementos son una guia segura y completa para la consideracion

cientifica de los objetos geométricos

§. Estructura de los Elementos
Euclides asume una serie de propiedades que han de admitirse sin
demostracion, para ir deduciendo de ellas, sin otro recurso que la

légica, todo el conjunto de proposiciones. Estas propiedades o
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proposiciones basicas son las que él llamara axiomas, nociones

comunes y postulados.
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Los Elementos. Manuscrito griego de Los siglos XI-XII (al final del
texto se puede observar el famoso simbolo pitagorico del poligono

estrellado de cinco puntas).

Asi, al comienzo de la mayoria de los libros que componen los
Elementos, presenta una definiciones y unas nociones comunes (0
axiomas) relativas a los temas desarrollados. Ademas, en el Libro I
expone sus famosos cinco postulados en los que basa su

construccion axiomatica. Con estos elementos basicos y la
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argamasa de la logica va construyendo, una tras otra, las
proposiciones.
Las definiciones basicas que se proponen en el primero de los libros
son 23, redactadas de la manera siguiente:

1. Un punto es aquello que no tiene partes

2. Una linea es la longitud sin anchura.

3. Las fronteras (los extremos) de una linea son puntos.

4. La recta es aquella linea que se halla igualmente dispuesta con

respecto a todos sus puntos.

5. La superficie es lo que posee tinicamente longitud y anchura.

6. Las fronteras de una superficie son lineas.

10. Cuando una recta levantada sobre otra recta forma dangulos
adyacentes iguales entre si, cada uno de los angulos iguales es
recto y la recta levantada se llama perpendicular a aquella sobre la

que esta.

15. Circulo es una figura plana limitada por una sola linea que se
llama periferia, respecto a la cual son iguales las rectas que inciden
sobre ella trazadas desde uno de los puntos situados en el interior

de la figura.

16. Ese punto interior se llama centro del circulo.

23. Rectas paralelas son las que, estando en un mismo plano y

prolongadas al infinito, no se encuentran.
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Las verdades o nociones comunes consideradas como universales y
tautologias por si mismas, son:
1. Dos cosas iguales separadamente a una tercera son
iguales entre si.
2. Si a cosas iguales les agregamos iguales, obtenemos
iguales.
3. Si de iguales quitamos iguales, obtenemos iguales.
4. Si a desiguales agregamos iguales, obtenemos desiguales.
5. Si duplicamos iguales obtenemos iguales.
6. Las mitades de iguales son iguales entre si.
7. Las cosas que se pueden superponer son iguales.
8. El todo es mayor que una parte.

9. Dos rectas no encierran espacio.

La edicion critica de Heiberg, recoge unicamente cinco nociones
comunes (en negrita en la lista anterior).

Las nociones comunes, aqui expuestas, nos hablan de la igualdad,
desigualdad, suma, resta, duplicacion, y de la division en dos partes
iguales de magnitudes. Conviene senalar que la séptima nocion
comun hace referencia al movimiento.

Las afirmaciones o postulados relativos a los objetos basicos son las
verdades iniciales del sistema. Los postulados permiten efectuar
ciertas construcciones geométricas como unir puntos mediante
lineas rectas y trazar circulos.

Los postulados se presentan de la manera siguiente:
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1. Postulese el trazar una recta desde un punto cualquiera
hasta un punto cualquiera.

2.Y el prolongar continuamente una recta finita en linea recta.
3. Y el describir cualquier circulo con cualquier centro y
distancia.

4. Y el ser todos los angulos rectos iguales entre si.

5. Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los
angulos internos del mismo menores que dos rectos, las dos
rectas prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado

en el que estan los (angulos) menores que dos rectos.

Los tres primeros postulados hacen referencia a construcciones, el
cuarto es en realidad una propiedad intrinseca de los angulos rectos
y el quinto tiene la apariencia de una proposicion que habria que
demostrar. También constatan la existencia de puntos, rectas y
circunferencias con las que Euclides quiere construir toda su
geometria.

El majestuoso edificio se completa con las proposiciones, que se
deducen a partir de los postulados iniciales, del razonamiento légico
y de otras verdades o proposiciones anteriores. Estas proposiciones
constituyen los teoremas del sistema axiomdtico.

Veamos una de las proposiciones y su correspondiente
demostracion.

En el Libro I, la primera proposicion dice lo siguiente: Construir un
triangulo equildatero sobre una recta finita dada.

Sea AB la recta finita dada.
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Asi pues, hay que construir sobre la recta dada un triangulo
equilatero. Describase con el centro A y la distancia AB el circulo
BCD [Post. 3], y con el centro B y la distancia BA describase a su
vez el circulo ACE [Post. 3], y a partir del punto C donde los circulos
se cortan entre si, tracense las rectas CA, CB hasta los puntos A, B

[Post. 1].

(]

D E

Fig. |

Y puesto que el punto A es el centro del circulo CB, AC es igual a AB
[Def. 15]; puesto que B es a su vez el centro del circulo CAE, BC es
igual a BA [Def. 13]; pero se ha demostrado que CA es igual a AB;
por tanto, cada uno de los segmentos CA, CB es igual a AB. Ahora
las cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si [N.C. 1]; por
tanto, CA, AB, BC son iguales entre si.

Por consiguiente, el triangulo ABC es equilatero y ha sido
construido sobre una recta finita dada AB. Que es lo que habia que
hacer.

Si analizamos con detalle esta demostracion podemos decir que:
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1. Es muy elegante, se la suele presentar como el paradigma de
la demostracion euclidea.

2. Es de una claridad meridiana, y discurre por los pasos
canonicos que Proclo enumera como: proposicion, exposicion,
especificacion, preparacion y demostracion.

3. Sin embargo, Euclides comete un grave error cuando da por
supuesto que dos circulos se cortan en un punto (...y a partir
del punto C donde los circulos se cortan entre si). Es
claramente verdad (desde un punto de vista intuitivo) pero en
el tratado no aparece este asunto y por tanto habria que

incluirlo.

§. Fallos en los Elementos

En honor a la verdad se puede decir que el tratado escrito por
Euclides es casi perfecto pero, mirado con la lupa del rigor, se
pueden encontrar varios fallos que hacen tambalear ese majestuoso
tratado, asi:

A. Muchos de los términos que figuran en las definiciones no
estan a su vez definidos, tal es el caso de frontera, ancho,
longitud o inclinacion.

B. Varias de las 23 definiciones que aparecen en el primer libro
(pasa lo mismo en los otros 12 libros) no son utilizadas en las
demostraciones. Por tanto, se podria reducir el numero de
definiciones sin que afectara al planteamiento general de la

obra.
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C. En la mayoria de las demostraciones se utiliza la intuicion
geomeétrica reforzada con la figura consiguiente. Por ejemplo,
se supone que dos circunferencias (secantes y no tangentes) se
cortan en dos puntos y que una recta que pasa por un punto
interior al circulo y otro exterior al mismo corta a la
circunferencia en un punto que esta entre los puntos
anteriores

D.En la demostracion de algunas proposiciones se utilizan
implicitamente postulados y axiomas que previamente no han
sido definidos. Se puede decir a éste respecto que la lista de los
axiomas y postulados es demasiado pobre.

E. Uno de los fallos mas sustanciales, ya que aparece en varias
demostraciones, es el concepto de movimiento. No esta definido
explicitamente y sin embargo es constantemente utilizado. De
hecho en la primera proposicion o teorema del primer libro, el
concepto de movimiento ya es empleado. Cabe observar que,
segun el significado del axioma VII, la igualdad de magnitudes
y figuras geomeétricas también se define mediante movimientos.

F. Se echan de menos unas reglas de inferencia logica. Hay que
tener presente que el empleo de la logica con sus reglas se
consideraba, en tiempos de Euclides, mas bien como un
producto espontaneo de la matematica y no como un requisito
para ella.

G. Conviene notar que la distincion, que hace Euclides, entre

nociones comunes y postulados no es clara. Por ejemplo,
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H.la cuarta definicion del Libro V es equivalente al llamado
postulado de Arquimedes.

[. Aun siendo admirable el tipo de razonamiento empleado por
Euclides, se pueden encontrar algunos errores en ciertas
demostraciones

J. Algunas definiciones no son precisas. Asi, por ejemplo la
definicion dada para una recta (la recta es aquella linea que se
halla igualmente dispuesta con respecto a todos sus puntos)
puede servir también para definir a otras muchas figuras: una

espiral, una circunferencia, una hélice, etc.

Es cierto que en esa época no preocupaba excesivamente el rigor en
las definiciones, el mismo Aristoteles decia al respecto:

" . s 4" .

Los verdaderos objetos matemdticos son solamente sugeridos o

iluminados mediante las figuras que se hacen".

En resumen, podemos decir que el rigor de la logica de Euclides se
basa, en muchos casos, en intuiciones adquiridas por el habito de
nuestras representaciones espaciales y que los Elementos no
resuelven satisfactoriamente el problema de fundamentar la
geometria (enumeracion de un numero suficiente de definiciones,
axiomas y postulados que sirvan de base para una demostracion

rigurosa de todos y cada uno de los teoremas que aparecen).

Arquimedes

“Habia mas imaginacion en la
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cabeza de Arquimedes que en la
de Homero”

Voltaire

Arquimedes (287-212 a.C.) nacié en Siracusa, en la isla de
Sicilia, que por aquel tiempo una era colonia griega, y fue
amigo del rey Heron II de
Siracusa que ejercid como Su
protector. En su juventud viajo
por Egipto y fue por esa época

cuando invento el tornillo sin fin,

ingenio que permitia sacar agua
de los pozos y que todavia es
utilizado hoy en dia.

Parece que estudio en Alejandria
con algunos de los discipulos de

Euclides y fue en esta etapa de

su vida cuando profundizé en los
trabajos de sus ilustres predecesores (Eudoxo entre ellos) en
geometria.

Arquimedes escribi6 muchos pequenos tratados, de los que
bastantes de ellos han llegado hasta  nosotros
fundamentalmente gracias a traducciones latinas del siglo XIII
en adelante. Sus obras mds representativas son Sobre la
cuadratura de la pardabola, El método, Sobre la esfera y el

cilindro (dos libros), Sobre espirales, Sobre la medida del
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circulo, El arenario y Sobre los conoides y esferoides.

En Arquimedes hay que destacar su claridad expositiva y la
perfeccion y el ingenio de sus demostraciones, asi como el uso
que hizo del método de exhaucion (predecesor de nuestros
actuales métodos de integracion) para encontrar las dreas y
los volumenes de muchas superficies Yy cuerpos Yy para
aproximar el numero T.

Actualmente es considerado como el mayor genio de la
matemadadtica greco-alejandrina y uno de uno de los mas

grandes matemadaticos de todos los tiempos.!

§. Intentos de mejora por parte de Arquimedes
Algunas de las deficiencias antes mencionadas ya fueron
observadas por cientificos de la antigiiedad. Arquimedes amplio la
lista de los postulados geométricos, tratando de dar mas
consistencia al edificio geométrico construido por Euclides, y en
particular completé los aspectos relacionados con la medicion de
longitudes, areas y volumenes.
Con el objetivo de fundamentar mejor la geometria meétrica,
Arquimedes, introdujo cinco postulados mas, el primero de los
cuales dice lo siguiente:

“Entre todas las lineas con extremos comunes la recta es la mas

corta”.

1 Mas informacion en el libro Arquimedes. Alrededor del circulo de R. Torija Herrera, en esta
misma colecciéon de NIVOLA.
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Pero el verdaderamente importante es el quinto de sus postulados,
que dice:
“De dos lineas desiguales, dos superficies desiguales o dos
cuerpos desiguales, la mayor resultara ser menor que la
magnitud que se obtiene si se repite la menor un numero

adecuado de veces

Esta afirmacion es conocida como postulado de Arquimedes y ha
resultado ser de una gran importancia. En términos mas modernos
se la puede expresar asi:

“Para cualesquiera x y x' numeros reales, tal que x < x' existe un

numero natural N tal que Nx > x’

Después de Arquimedes también continuaron los intentos por
precisar los postulados de la geometria de Euclides. Sin embargo,
nadie agregé nada sustancial. El rigor de sus demostraciones se
consideraba en general suficiente.

El tratado de Euclides, a pesar de los inconvenientes que hemos
planteado, se convirtio en el libro a imitar, en el paradigma a seguir.
La belleza de sus demostraciones, la claridad de sus planteamientos
y el empleo de su logica le convirtieron en el libro de matematicas

por excelencia.
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Capitulo 5
El problema de las paralelas

“El ser humano es esencialmente
contradictorio, y hasta el propio
Descartes, piedra angular del
racionalismo, cred los principios de
su teoria a partir de tres suenos
que tuvo.

jLindo comienzo para un defensor
de la razon!”

E. Sabato

El quinto postulado es la piedra angular sobre la que descansa la
grandeza de Euclides. Dice Heath al respecto:
"Cuando se consideran los innumerables intentos realizados a
través de veinte siglos para demostrar ese quinto postulado,
muchos de ellos realizados por ilustres geémetras, no se puede
por menos que admirar el genio del hombre que llegéo a la
conclusion de que tal hipdtesis, necesaria para la validez de

todo el sistema, es realmente indemostrable

Sin embargo, esa piedra angular ha sido la causa de los mas duros
ataques a su sistema geométrico. Los cuatro postulados que lo
preceden son enunciados sencillos y cortos. El quinto postulado es
mas enrevesado, su lectura nos da idea de una proposicion mas que

de un postulado. Es posible que el mismo Euclides tuviera,
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inicialmente, esa misma idea. De hecho, la ordenacion de sus
proposiciones, asi como la demostracion que hace del reciproco del
quinto postulado nos hace pensar en esta posibilidad.

Las situaciones derivadas al tratar de demostrar el quinto
postulado, a partir de los otros cuatro, dieron lugar a un gran
enredo intelectual que se conoce como el problema de las paralelas.
Todos los fracasos por demostrar el quinto postulado fueron
agrandando mas y mas la figura de Euclides, pero también nos
condujeron a la invencion de nuevas geometrias.

La historia del problema de las paralelas es larga y en algunas
ocasiones complicada; Unicamente se exponen aquellos momentos

que nos haran entender mejor el problema.

§. Una proposicion clave
El primer libro de los Elementos va demostrando una tras otra
diversas proposiciones. En particular la proposicion 16 dice lo
siguiente:
“En todo triangulo, si se prolonga uno de sus lados, el dangulo
externo es mayor que cada uno de los angulos internos y
opuestos”
La Figura 2 es suficientemente explicativa:

A Fig. 2

B C D
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En el triangulo ABC, el angulo exterior DCA es mayor que los
angulos internos y opuestos B y A.

Basandose en ésta proposicion, Euclides asienta su teoria de las
paralelas, para ello realiza los siguientes razonamientos:

Dadas dos rectas en un mismo plano, si las cortamos por una

tercera obtenemos ocho angulos:

1 [ &

En los angulos creados puede suceder, tomados dos a dos, que:

1. Los angulos alternos-internos son iguales, es decir x = $ 6 § = .
En ese caso las rectas son paralelas, pues si se cortasen se formaria
un triangulo, ABC (Fig. 4) en el que uno de los angulos exteriores
seria igual a uno de los interiores no adyacente, lo que contradice la

proposicion 16 (Libro I)
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De la misma manera se podria razonar (Figura 3), basandose en las
igualdades

2.=y0a=n

3. B =¢ 6 a = ¢ (angulos correspondientes iguales)

4. ¢ + x = 2 rectos (la suma de los angulos conjugados internos es
igual a 2 rectos) o § + ¢ = 2 rectos, ... para demostrar que las rectas

son paralelas.

§. La redaccion del quinto postulado

Recogiendo todos los resultados podemos concluir que:
St dos rectas en un mismo plano son cortadas por una tercera
formando dngulos Iguales, entonces estas dos rectas son

paralelas.

Euclides no enuncia directamente este resultado sino que lo divide
en dos proposiciones, las proposiciones 27 y 28 del primer libro.
Proposicion 27:
St una recta al incidir sobre dos rectas hace los dngulos alternos

iguales entre si, las dos rectas seran paralelas entre si.

Proposicion 28:

St una recta al incidir sobre dos rectas hace el angulo externo
igual al interno y al opuesto del mismo lado, o los dos internos
del mismo lado iguales a dos rectos, las rectas seran paralelas

entre si.

69 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

Inmediatamente se nos plantea la cuestion de si sera cierta la
proposicion inversa. ¢Sera verdad que para que dos rectas sean
paralelas ha de verificarse una de las igualdades respecto a los
angulos que Euclides menciona en las proposiciones 27 6 287

Es evidente que Euclides intentdé demostrar este resultado, pues la
ordenacion del material nos da testimonio inequivoco de este
asunto. Sin embargo, no logro demostrarlo, por lo que resolvio el
problema de una manera muy original tomando simplemente la
proporcion inversa como postulado y anadiéndole los cuatro
postulados que ya tenia y con los cuales ya estaba trabajando.

Para entender, por tanto, la redaccion del quinto postulado en su
totalidad hay que seguir los siguientes pensamientos:

1. Si la suma de los angulos conjugados es igual a dos rectos
entonces las rectas (de la Figura 2) son paralelas; cuando no ocurre
esto, esto es cuando la suma de dichos angulos conjugados internos
no equivale a dos rectos, las rectas no son paralelas e
inevitablemente habran de encontrarse en un punto.

2. De la Proposicion 16 (referente al angulo exterior) también se
puede deducir que la suma de dos de los angulos de un triangulo
jamas puede exceder de dos rectos (que es precisamente la
Proposicion 17 del Libro I). Como se puede ver en el siguiente

razonamiento (Figura J5).
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Fi g 5

La suma de los angulos internos (A y ﬁ) y sus adyacentes

correspondientes (ax y B) ha de ser igual a cuatro rectos, por tanto:
A+ a+ B+p=4rectos

De la Proposicion 16 se deduce que;

Por tanto haciendo unas simples cuentas A + B < 2 rectos
Hemos hecho el razonamiento con los angulos internos A 'y B, pero
con cualquier otra pareja de angulos el procedimiento seria el
mismo.
Aunando estos dos pensamientos, Euclides enuncié, como ya
sabemos, su famoso quinto postulado de la siguiente manera:
“Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los angulos
internos del mismo menores que dos rectos, las dos rectas

prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado en el

que estan los [angulos] menores que dos rectos” (Postulado 5).
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Basandose en este postulado y en las proposiciones anteriormente
demostradas, Euclides va construyendo todo un corpus sobre las
paralelas, el punto culminante se encuentra en la Proposicion 31
del Libro I, que hace referencia a la construccion de una recta
paralela a otra recta dada y que pase por un punto exterior a ésta.
Dice lo siguiente:

“Por un punto dado se puede trazar una recta paralela a una

recta dada’.

P , (rectaparalela nr
I pasando por el punto P)

Fig. 6

La manera de razonar y el procedimiento seguido en esta
proposicion nos llevan a concluir no s6lo que existe esa paralela
sino que ademas es Unica.

Cuando Proclo hace referencia a dicha proposicion hace notar la
existencia y la unicidad de la paralela. Desde el punto de vista
historico éste aspecto ha sido muy importante, ya que el negar bien
la existencia o bien la unicidad de las paralelas nos abre las puertas

a un mundo fascinante: la geometria no euclidiana.

§. Intentos de demostracion del quinto postulado
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Es evidente que el quinto postulado representaba una dificultad y
no resulta extrano pensar que ya los contemporaneos de Euclides
hicieran intentos serios y profundos por intentar demostrar dicho
postulado wutilizando exclusivamente los cuatro anteriores. De
hecho, algin que otro matematico de la Antigiedad murio
convencido que habia resuelto la situacion, sin embargo usaron
proposiciones mas o menos encubiertas y ademas equivalentes al
quinto postulado, con lo cual incurrian en una peticiéon de principio.

Naturalmente la intuicion les jugaba una mala pasada.

Intento de Proclo
Veamos con un ejemplo una situacion muy habitual en este tipo de
demostraciones. Proclo (411-485) se dio cuenta que el quinto
postulado quedaria demostrado si previamente demostraba la
siguiente proposicion:

“Dadas dos rectas paralelas | y m cualesquiera y r otra recta

distinta a (y que la corta, entonces r también corta a m"
Si  Proclo conseguia demostrar tal aseveracion utilizando

Unicamente los cuatro primeros postulados de Euclides, quedaria

demostrado el quinto postulado.
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m

De manera muy resumida, sin entrar en detalles, el razonamiento
de Proclo es el siguiente:
Sifyr secortan en A (segun la hipotesis de Proclo), al prolongar
dichas rectas indefinidamente pueden llegar a tener entre si una
distancia mayor que cualquier magnitud, de manera que sera mayor
que el intervalo entre las dos paralelas. Por tanto si las rectas fy r
estan entre si a una distancia mayor que la distancia entre las
rectas paralelas, ha de suceder necesariamente que la recta r corte
a la recta m.
Esta demostracion es muy visual, y no cabe duda que puede
resultar hasta convincente, sin embargo si la analizamos con detalle
podemos encontrar un conjunto de aspectos oscuros:

a. Habla de una distancia entre rectas paralelas.

b. Comenta que la distancia entre dos rectas no paralelas, al

prolongarse indefinidamente, es una distancia mayor que

cualquier magnitud.
Sin embargo, estas dos aseveraciones propuestas por Proclo no son
tratadas de manera explicita en los cuatro primeros postulados de

Euclides y, en consecuencia, deberia demostrarlas.

74 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

Proclo atribuye la afirmacion (b) a Aristoteles, mientras que la
afirmacion de que existen pares de rectas tales que la distancia
minima de los puntos de una de ellas a la otra es constante es
equivalente al quinto postulado de Euclides (aspecto que Proclo
desconocia).

En definitiva, Proclo ha incurrido en argumentaciones falaces ya
que ha empleado para demostrar el quinto postulado un resultado

que es equivalente al que se queria demostrar.

Otros intentos
Siguiendo razonamientos mas o menos ocurrentes, fueron muchos
los que intentaron eliminar el quinto postulado de la lista de

axiomas y demostrarlo a partir de los demas. Entre ellos estan:

Tabit ibn Qurra {836-901)

Mat. Arabes

-

Omar Jayyam {10451 130)

Nasir al Din al Tusi (1201-1274)

Joho Wallis (1616-1703)

Giordanao Vitali (16351711}

| Gerolamo Sacchieri (1657-1733)

g

Mat. Ocordentales

Lo B LN

Johann Larobert {1728-1777)

John Playiair (1748-1813)

Adrien-Marig Legendra {1752-1833)
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En muchos casos la demostracion que se proponia estaba basada
en alguna propiedad que se consideraba evidente pero que en
realidad era equivalente al quinto postulado. Algunos de los

enunciados que se han dado equivalentes al quinto postulado, son

éstos:

Autor Postulado

Legendre Existe un triangulo en el cual la suma de sus
tres angulos vale dos rectos.

Legendre Una recta perpendicular a un lado de un
angulo agudo también corta al otro lado.

Gauss Existen triangulos de area arbitrariamente
grande.

Bolyai Por tres puntos no alineados pasa siempre una
circunferencia.

Wallis Existen triangulos semejantes (pero no iguales),
es decir triangulos cuyos angulos son iguales
pero de lados desiguales).

Proclo Dos rectas paralelas entre si estan a distancia

finita (acotada).
Pero sin duda el mas famoso de todos es

“Por un punto exterior a una recta dada pasa una tnica recta

paralela a ella” (postulado de Playfair, 1795).
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En los intentos de demostracion del quinto postulado también se
sigui6 un camino que consistia en establecer una propiedad
equivalente al quinto postulado y tratar de demostrar dicha
propiedad partiendo tinicamente de los cuatro primeros postulados.
El matematico francés Legendre intento durante muchos anos
demostrar el quinto postulado, incluso llegd a publicar sus
demostraciones, aunque ninguna de ellas resultdé correcta. Sin
embargo, tienen mucho interés sus aportaciones ya que a partir de
ellas quedo clara la relacion existente entre el postulado y la
proposicion relacionada con la suma de los angulos internos de un

triangulo.

Playfair
John Playfair (1748-1819)
nacié en Benvie, Escocia. Era
el hijo mayor del reverendo
James Playfair. Su padre lo
educé hasta los 14 anos y
posteriormente lo envié a la
Universidad de St. Andrews
donde se gradué. Su progreso
en las ciencias matemdticas
fue muy rapido y en 1785 fue

nombrado profesor asociado

de matemdticas en la 5=

Universidad de Edimburgo. Estandarizé la notaciéon de los
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puntos y lados de las figuras en los primeros seis libros de su

edicion de los Elementos.

Con el objetivo de obtener una demostracion, Legendre considera
tres hipotesis excluyentes:
1. La suma de los angulos de un triangulo es mayor que dos
rectos
2. La suma de los angulos de un triangulo es igual a dos rectos
3. La suma de los angulos de un triangulo es menor que dos

rectos

La primera de ellas es rapidamente descartada mediante
razonamientos logicos. Sus esfuerzos se centraron en descartar la
tercera de las hipotesis, con lo cual quedaria como Unica posible la
segunda alternativa. Sin embargo, al efectuar la reduccion de la
tercera hipotesis, Legendre, utilizo, sin darse cuenta, una

proposicion equivalente al quinto postulado.

El postulado de Playfair
“Por un punto exterior a una recta dada pasa una tnica recta
paralela a ella”
Veamos que este postulado es equivalente al quinto postulado.
Sin usar el quinto postulado podemos probar que existe una
recta r’ paralela a r y que pasa por M: trazamos la
perpendicular MN a r que pasa por M, y, después, la

perpendicular r' por M a MN. Las rectas r y r’ son paralelas,
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porque, si se cortaran en P, el triangulo MNP tendria dos
angulos con suma igual a dos rectos.
Demostramos ahora, usando el quinto postulado, que la

paralela es unica.
M ¥

N | r

St existiese otra recta r” paralela a r y pasando por M squé
pasaria? Al no ser iguales las rectas r’ y r”, la segunda de las
rectas (r”) ha de formar un angulo agudo con el segmento MN,
por tanto, y de acuerdo con el quinto postulado, r y r” se
cortaran en un punto, por lo que no pueden ser paralelas, lo
que nos indica que la suposicion de que hay mas de una
paralela no es posible.

Para concluir la equivalencia con el quinto postulado nos
queda por demostrar que si se cumple el postulado de Playfair
entonces se ha de verificar el quinto postulado

Supongamos que las rectas | y m al ser intersecadas por otra
recta r forman, a un mismo lado, dngulos internos cuya suma

es menor de 180°.

79 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

Por tanto a + B < 180°, ahora tracemos una recta m’ tal que los
angulos 8§ y a sean iguales, entonces las rectas l y m' son
paralelas.

Por la unicidad de la paralela, ha de suceder que la recta |l no
puede ser paralela a la recta m, por tanto estas dos rectas se
han de cortar, sélo queda por demostrar que se cortan en la
prolongacién de los dangulos menores de 180°.

Como y + B = 180° ya + B < 180° deducimos que X > «, y

para que se cumpla la Proposicion 16 (Libro I) el punto de corte

ha de estar en la parte que nos interesa.

Todos estos intentos por demostrar el quinto postulado motivaron el
descubrimiento de unas nuevas geometrias, las llamadas geometrias
no euclidianas. El mérito de haber llegado hasta el final lo
comparten Jamos Bolyai (1802-1860), Carl F. Gauss (1777-1855) y
Nikolai I. Lobachevski (1793-1856). Pero antes, otros matematicos
tuvieron el honor de llegar a las puertas del Olimpo geométrico, son

los precursores de la geometria no euclidiana.
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Capitulo 6
Los precursores de la geometria no euclidiana
“Donde todos piensan igual,

ninguno piensa mucho’.

Walter Lippman (1889-1974)

El quinto postulado de Euclides era considerado, en alguna medida,
demasiado complicado y es posible que al propio Euclides no le
satisficiera su propia version. Ya en los tiempos del sabio griego, los
pensadores y geometras se esforzaron en resolver el problema
planteado. Con el paso de los anos se hicieron dos tipos de intentos,
el primero consistio en sustituir el quinto postulado por otro
enunciado mas evidente, el segundo tipo de esfuerzos consistio en
tratar de deducirlo de los otros cuatro postulados y de los teoremas
0 proposiciones que se iban construyendo.
Como ya hemos visto, la primera de las opciones ha dado lugar a
postulados sustitutivos como el enunciado por Playfair.
Es de senalar que el postulado de Playfair y el del mismo Euclides
son mas faciles de utilizar que otros postulados sustitutivos que no
involucran directamente al infinito, como por ejemplo:
“Existen triangulos semejantes (pero no iguales), es decir
triangulos cuyos angulos son iguales pero de lados desiguales "

Wallis (1616-1703)

La segunda de las opciones, se abordo de una manera directa, es

decir, tratar de demostrar la validez del quinto postulado a partir de
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los otros cuatro, empleando para ello una cadena légica de
razonamientos.

A comienzos del siglo XVIII se inicia un nuevo camino, en el que se
aborda el problema, en la mayoria de los casos, por reduccion al

absurdo.

Saccheri
Giovanni Girolamo Saccheri (San Remo, 1667-Milan, 1733)
ingreso en los jesuitas en 1685. Cinco anos después marché a
Milan, donde estudio filosofia y teologia en el colegio jesuita.
Alli, Tommaso Ceva (hermano de Giovanni Ceva, que
descubri6 el famoso teorema de Ceva) le animé a estudiar
matematicas. Su talento para ellas se puso al descubierto
cuando leyé los Elementos de Euclides, quedando sumamente
motivado por la potencia de la deduccion loégica y, en
particular, por el método de reduccion al absurdo. En 1694 fue
ordenado sacerdote y se dedicé a ensenar en colegios jesuitas.
Fue profesor de léogica en Turin y de matemdaticas en la
Universidad de Pavia desde 1699 hasta su muerte. Entre sus
libros se encuentran Euclides ab omni naevo vindicatus
(Euclides liberado de toda imperfeccion), escrito en 1733, y

Légica demonstrativa (1697).

A este periodo corresponden los trabajos de Saccheri, Lambert,

Schweikart y Taurinus.

82 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

Saccheri publicé el mismo ano de su muerte su obra Euclides ab
omni naevo vindicatus, que es un pequeno tratado dividido en dos
libros. La argumentacion que realiza no desmerece en nada de la de
Euclides por la profundidad del rigor y el estilo con el que afronta
las demostraciones. Este tratado constituye, sin que llegara a
suponerlo su autor, el primer texto sobre geometrias no euclideas.
Contiene mas de treinta proposiciones, muchas de ellas nada
triviales.

El intento de demostracion de Saccheri, uno de los mas
interesantes, fue el que marcé un punto de inflexion en la manera
de abordar el problema de las paralelas. Como sabemos, el camino
seguido hasta entonces era el de tratar de demostrar de manera
directa el quinto postulado mediante los otros cuatro. Con Saccheri
el asunto toma otro rumbo ya que se propuso demostrar que el
quinto postulado era verdadero, para ello lo niega y trata de
encontrar alguna contradiccion al admitir esta suposicion.
Basicamente seguia un tipo de razonamiento légico (no en vano él
daba clases de logica) que consistia en suponer que si admitia la
negacion del quinto postulado, y de aqui era capaz de demostrar
una proposicion P y también su negacion no P, entonces el quinto
postulado deberia de ser cierto.

Esta manera de razonar era nueva en la historia de las paralelas.
Sus argumentaciones se basan en su famoso cuadrilatero
birrectangulo (cuadrilatero de Saccheri).

El cuadrilatero birrectangulo se construye siguiendo el

procedimiento:
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1. Trazar el segmento AB
2. Levantar perpendiculares al segmento AB, en los puntos A y B
3. Dibujar los segmentos AD y BC de la misma longitud

4. Unir los puntos ABCD para formar el cuadrilatero

Por tanto, el cuadrilatero birrectangulo es un cuadrilatero con dos
lados opuestos iguales y perpendiculares a la base, Por esta razon
se le suele llamar cuadrilatero birrectangulo isosceles.
En estas condiciones Saccheri demuestra que “los dngulos interiores
D y C que se forman en los vértices D y C son iguales ”, pero no es
posible demostrar, sin hipotesis adicionales, que son angulos rectos.
Saccheri considera tres hipotesis:
I. C=D=090°
I[I. C=D>090°
1. C=D<90°

Saccheri da nombre a las tres hipotesis, la primera la denomina la
hipotesis del angulo recto, la segunda la del angulo obtuso, y la

tercera la del angulo agudo.
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Su objetivo es demostrar que la Unica hipoétesis aceptable es la
correspondiente al angulo recto.
Con esta finalidad comienza sus investigaciones. Demuestra una
serie de proposiciones importantes:
“St en un solo triangulo la suma de los angulos es igual, mayor o
menor que dos rectos, en todos los demas triangulos esta suma
sera respectivamente igual, mayor o menor que dos dangulos
rectos” (Prop. VIII).
“Segun que se verifique la hipotesis del angulo recto, la hipdtesis
del dangulo obtuso o la hipdtesis del angulo agudo, la suma de
los angulos de un triangulo serd respectivamente igual, mayor o

menor que dos angulos rectos ” (Prop. IX).

Para Saccheri, la hipotesis del angulo recto daba lugar, de manera
obvia, a la geometria de los Elementos y por tanto era natural que
no la estudiase en profundidad. La hipotesis del angulo obtuso
también fue rapidamente descartada.
Saccheri estaba seguro de superar el ultimo de los obstaculos y
emprende una larga batalla por descartar la hipotesis del angulo
agudo que, como €l mismo dice "es la tinica que se opone a la verdad
del Quinto axioma” Después de encontrar nuevas proposiciones,
encuentra un resultado que le hace decir:
“Al fin he descubierto en la hipdtesis del angulo agudo una
falsedad manifiesta, ya que conduce necesariamente a

reconocer la existencia de dos rectas que, en el mismo punto [se
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refiere al punto de intersecciéon de las dos rectas] y en el mismo

plano, tienen una perpendicular comun”.

En realidad no encuentra ningun resultado contradictorio desde el
punto de vista logico, sino que vuelve la vista a su concepcion del
mundo y concluye:

"La hipdtesis del angulo agudo es absolutamente falsa, porque

repugna a la naturaleza de la linea recta”

El resultado que encontré Saccheri, y que le hace decir todo esto fue

el siguiente:

Supongamos dada una recta r y un punto exterior P.

“En la hipdtesis del angulo agudo, existen dos rectas p y q pasando
por P, y que dividen la familia de rectas que pasan por P en dos
clases: la primera clase es la formada por aquellas rectas por P que

cortan a r, y la segunda por aquellas que tienen una perpendicular

comun conr"
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La obra de Saccheri es fundamental, ya que representa la maxima
tentativa, en esa época, por solucionar el problema de las paralelas.
Ademas, construye una nueva teoria sin contradicciones logicas
partiendo de la hipotesis del angulo agudo.

El libro de Lambert Theorie der Parallellinien (Teoria de las paralelas)
fue escrito en 1766 pero no fue publicado hasta veinte anos mas
tarde. En esa época habia en los paises germanicos un gran interés
por el estudio de la teoria de las paralelas (por ejemplo el
matematico aleman A. G. Kastner (1719-1800) fue capaz de reunir
una biblioteca con mas de siete mil escritos sobre el tema).

Pero el interés de Lambert por el problema de las paralelas es muy
posible que viniera motivado de la lectura de un conocido libro
dedicado al tema de las paralelas escrito por el matematico aleman
G. S. Klugel (1739-1812).

El libro de Lambert consta de tres partes, la primera es un
compendio de consideraciones de tipo filosofico, la segunda contiene
varias pseudodemostraciones del quinto postulado de Euclides, y la
tercera presenta sus mas importantes contribuciones a la teoria de
las paralelas. Su trabajo discurre por un camino paralelo al de
Saccheri y sus razonamientos se basan en el cuadrilatero

trirrectangulo.

Lambert
Johann Heinrich Lambert (Mulhouse, 1728-Berlin, 1777) fue
un pensador polifacético, uno de los primeros en pensar que

nuestra galaxia era una mas dentro de la amplitud del
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Universo. Fue miembro de la Academia de Berlin. En
matemadticas Lambert probé que el numero m era una cantidad
irracional (1766) e introdujo las funciones hiperbdlicas en
trigonometria. En 1760
public6 unas investigaciones
sobre la reflexion de la luz y
fue el primero en idear
métodos para medir la
intensidad de la luz con cierta
exactitud (la unidad de brillo
se llama Lambert en su

honor). Amigo del filésofo

aleman I. Kant, con él busco el
volver a introducir el a priori en la ciencia.

Sus trabajos en el campo de las paralelas fueron reunidos en
un trabajo que publicaria Johann Bernoulli III (1786), sus
investigaciones en este campo siguieron inicialmente los

razonamientos de Saccheri.

Para construir el trirrectangulo, Lambert procede de la siguiente
manera:
1. Trazar el segmento AB
2. Dibujar el segmento AD perpendicular al segmento AB en el
vértice A

3. En el vértice B levantar una perpendicular al segmento AB
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4. Trazar por el vértice D una perpendicular al segmento AD y
prolongarla hasta encontrar al segmento BC dando lugar al

vértice C

Se forma un cuadrilatero que tiene tres angulos interiores rectos
(los correspondientes a los angulos interiores A, B y D), mientras
que el cuarto vértice tiene una de estas tres posibilidades:

C =90

C >90°

C <90°

La primera de ellas es la correspondiente a la hipotesis del angulo
recto, la segunda es la hipotesis del angulo obtuso, y la tercera es la
hipotesis del angulo agudo.

El método ideado por Lambert, como vemos, es parecido al trabajo
de Saccheri. De hecho, el cuadrilatero de Lambert es la mitad del de

Saccheri.
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A A B

Fig. 1]

El cuadrilatero de Saccheri es A’ BCD’ y el de Lambert es ABCD.

Inicialmente su objetivo es rechazar las hipotesis del angulo obtuso
y del angulo agudo para quedarse unicamente con la hipotesis del
angulo recto.

Para rechazar la hipotesis del angulo obtuso, Lambert recurre a la

siguiente construccion.

Traza dos rectas perpendiculares a una tercera recta AB, para a
continuacion desde los puntos Bi, Ba,... , Bn bajar perpendiculares
hasta encontrar a la otra recta en los puntos homologos A1, Ao,...,An.
En la hipotesis del angulo obtuso, Lambert demuestra que los
segmentos AB, A1Bi,..., AuBn van decreciendo progresivamente, de

modo que se puede demostrar que AB - AnBn > (AB — A1B1)n.
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Sin embargo, para un numero natural n suficientemente grande,
podemos hacer el segundo miembro de la desigualdad anterior tan
grande como queramos (postulado de Arquimedes), mientras que el
primer miembro no puede ser mayor que el segmento AB.
Esta contradiccion permite a Lambert declarar falsa la hipotesis del
angulo obtuso.
La hipotesis del angulo agudo la trata con bastante profundidad. En
la busqueda obstinada por encontrar contradicciones, Lambert
encuentra resultados notables. Por ejemplo, uno de los mas
llamativos es :
"Dado un triangulo cualquiera ABC, el area de dicho triangulo se
obtiene mediante la formula S = K(n — A — B - C), donde K es una

constante del plano".

Este resultado nos indica que el area de un triangulo, en la
geometria del angulo agudo, es proporcional a la diferencia de ny la
suma de sus angulos interiores

Por esa época ya se conocia que la formula del triangulo esférico,

sobre una esfera de radio R, era:
S=R2A+B+C-n

siendo A, B y C los angulos correspondientes al triangulo esférico.
Si en la formula anterior ponemos R i (i2 = -1) en lugar de R resulta
que obtenemos la formula del triangulo correspondiente a la

geometria del angulo agudo.
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Lambert se dio cuenta de este detalle y propuso una notable
conjetura: la hipétesis del angulo agudo se verifica en una esfera de
radio imaginario.
En su trabajo, Lambert observa que todo segmento se puede poner
en correspondencia con un angulo, lo que daria categoria de
absoluto a la longitud de segmentos.
Esta medida absoluta de la longitud -dice Lambert- repugna a
nuestra intuicion euclidiana. Sin embargo actué con cautela y no
fue capaz de rechazar la hipotesis del angulo agudo desde el punto
de vista logico. En sus investigaciones filosoficas considera
seriamente, al menos desde el punto de vista logico, que la
geometria del angulo agudo sea la verdadera geometria en nuestro
mundo.

De hecho hay una serie de escritos suyos en los que se puede leer:
"Las demostraciones del postulado de Euclides pueden llevarse
tan lejos que, por lo visto, no queda mds que una futilidad. Pero
el andlisis minucioso revela que precisamente esa futilidad
aparente constituye la esencia del problema; generalmente, la
misma contiene, ya sea la proposicion que ha de ser

demostrarla, ya sea un postulado equivalente a ésta’.

Schweikart
Ferdinand Karl Schweikart (1780-1859) nacié tres anos mas
tarde que Gauss y estudié derecho en la Universidad de
Marburgo. Con sélo 16 anos asiste, entre 1796 y 1798, a las

lecciones dictadas en la Universidad de Marburgo por el
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profesor J. K. Hauff, autor de varios escritos sobre la teoria de
las paralelas. La impresion que recibe de estas clases es
enorme, tanto es asi que los siguientes anos los dedica a
investigar sobre este tema.

La influencia ejercida por Schweikart sobre F. A. Taurinus,
sobrino suyo, para que estudiase los problemas que a él le
preocupaban es, dado que no public6 sus resultados
fundamentales sobre la materia, una de sus aportaciones a la
teoria de las paralelas. La otra fue su correspondencia con

Gauss.

La obra de Schweikart es interesante desde el punto de vista
historico, pues en 1818, sintetizo sus hallazgos en un escrito y le
pidio a C. L. Gerling (1788-1864) de la Universidad de Marburgo que
lo enviara a Gauss para que le diera su opinion.

Los aspectos mas notables de sus notas son los siguientes:

1. Hay dos tipos de geometria: una geometria en sentido estricto,
la euclidea, y otra que denomina geometria astral.

2. Los triangulos de la geometria astral tienen la particularidad
de que la suma de los tres angulos interiores no es igual a dos
rectos. Se puede demostrar que:

* la suma de los angulos de cualquier triangulo es menor que
dos angulos rectos.

* la altura de un triangulo rectangulo isosceles, auin creciendo
cuando crecen los lados, sin embargo no puede superar a

un determinado segmento, que llama constante.
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3. La geometria euclidea surge cuando esa constante es
infinitamente grande. So6lo entonces es cierto que la suma de
los tres angulos de cualquier triangulo es igual a dos rectos.

4. En la geometria astral el cuadrado tiene la siguiente forma:

Cuadrado astral

En realidad la geometria astral coincide con la geometria surgida de
la hipotesis del angulo agudo de Saccheri y Lambert.
Un ano mas tarde, en 1819, Gauss contesta a la carta de
Schweikart de una manera muy elogiosa y le dice:

“Su carta me ha proporcionado un inmenso placer,... yo también

he desarrollado una geometria astral similar a la suya”.

La nota de Schweikart concluye determinando el limite superior del

area de un triangulo, la formula que propone es
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mC?

[In(1+v2)]’

La constante C que aparece en la formula es la llamada constante
de Schweikart, mientras que la constante obtenida por Gauss es K.
Se puede demostrar que las dos constantes estan relacionadas por

la siguiente expresion.

2 K
log (1 + \/§)

Los libros escritos por F. A. Taurinus en 1825 y 1826 son distintos,
en el primero sigue las tesis de Saccheri y Lambert y es hostil a la
geometria no euclidiana ya que “repugna a toda intuicion”. Sin
embargo, en el publicado en 1826 su trabajo toma un rumbo
inesperado, habla de wuna geometria logaritmica-esférica (la
denomina de esta manera, porque la deduce a partir de la
trigonometria esférica y porque las funciones pertinentes son
funciones logaritmicas) y poco a poco va obteniendo resultados

sorprendentes.

Taurinus
Franz Adolph Taurinus (1794-1874) naci6 en Bad Koénig

(Alemania). Su tio, F. K. Schweikart, desempené un papel
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importante al influir en sus ideas y, al igual que él, estudio
derecho. Tuvo una posicion desahogada, lo que le permitio
dedicarse por completo a la investigacion. Mantuvo
correspondencia con su tio sobre asuntos matemdaticos y, bajo
su influencia investigo el problema de las paralelas. Su trabajo
en éste campo es muy interesante y poco conocido. En 1825
publicé sus investigaciones en un tratado titulado Theorie der
Parallellinien (Teoria de las paralelas). Un ano mas tarde vio la
luz otro libro suyo: Geometriae prima elementa. Los libros
fueron difundidos por él mismo entre muchos matemdticos y
autoridades académicas, pero al no obtener ningun tipo de
reconocimiento, despechado, quemoé el resto de la edicion que
guardaba celosamente. Desde 1822 hasta su muerte vivié en

Colonia.

Es interesante leer lo que Taurinus piensa de su trabajo de 1826:
“Estando el libro ya impreso, me parecia que restaba exponer
mis ideas sobre la verdadera esencia de esta geometria. Al fin
tengo la certeza de que esta vision efectivamente puede
demostrarse. Desde el principio habia abrigado la sospecha de
que una tal geometria tenia que ser en cierta manera inversa de
la geometria esférica, que implicaba logaritmos y que se podia
deducir de las formulas generales de la geometria esférica, y me
extrana que este hecho, que es tan claro y que esta tan a mano,
haya permanecido oculto sin explorar hasta llegar yo, lo que nos

recuerda a menudo que un asunto evidente puede permanecer
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oculto durante mucho tiempo, incluso para los hombres mds

perspicaces ”.

Taurinus tiene la habilidad de transformar las formulas de la
trigonometria esférica en otras, que utilizadas convenientemente le
sirven para obtener importantes resultados. De manera muy
resumida su proceso es el siguiente:

Supongamos un triangulo ABC sobre la superficie de una esfera de
radio k. Los lados del triangulo son arcos de circunferencia
maximos de la esfera, es decir, circunferencias que estan en un
plano que pasa por el centro de la esfera. Sean a, b, c las longitudes
de los lados y A, B, C los angulos del triangulo, con a (resp. b, c) la

longitud del lado opuesto al vértice A (resp. B, C).

Formulas fundamentales de la trigonometria esférica

Teorema del coseno para lados

A b c b C A
COS8 — = COS Cos ¢ SN —Sen— CosS A
k k k v b

Teorema del coseno para angulos

cosA=~cosBcosC « senB senC cos b:

El siguiente paso es reemplazar el valor k (radio de la esfera) por ki
(como podemos observar se sustituye un valor real por un valor
imaginario puro). Desde el punto de vista geomeétrico (da origen a

una esfera imaginaria de radio ki) esto no tiene mucho sentido, sin

97 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

embargo si lo tiene desde el punto de vista algebraico ya que en las
formulas anteriores los valores cos(ki) e isen(ki) son reales.

Por tanto obtenemos las siguientes formulas:

Formulas fundamentales de la esfera imaginaria

i b ¢ h C A
sh -2 - cosh — cosh -~ - senh — senh — cos A
cosh <= cosh <~ cosh - - senh —= s - cos

2 - ~ . al a
cosA=~cosBcosC +» senB senC cosh — |

A partir de estas formulas Taurinus demuestra una serie de hechos

notables:

1. La suma de los tres angulos de un tridngulo es, en su geometria,

menor que dos rectos.

Supongamos, para simplificar, que el triangulo en cuestion tiene los
tres lados iguales, por tantoa = b = c.

En ese caso una de las formulas se transforma en

a ,a a
cosh ; = cosh E — senh—cos A

Despejando tenemos

cosh? (%) — cosh (%) ~ cosh (E)
senh (%) cosh ( )

cosAd =
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al ser cosh(a/k) > 1, se verifica que cos A > % y por tanto A < 60 lo
que nos indica que la suma de los tres angulos es menor que 180°.
2. Cuanto menores son los lados del triangulo mayores son sus
angulos (la suma de los angulos tiende a 180°).

Este resultado es evidente sin mas que aplicar limites a la ultima

cosh (%)

cosA = — — (cuandoa— 0)

cosh (%) g 2

formula. En efecto:

Luego A tiende a 60° y, por tanto, la suma de los tres angulos tiende
a 180°.

3. Si el radio K tiende a infinito también se verifica que la suma de
los angulos de un triangulo tiende a 180°.

En efecto, como

a
cosh (E) — 1 (cuando k — o)

también se verifica que

cosh (%) 1 .
cosh (%) 7 2 (cuando k — o)

y se verifica, al igual que en el apartado anterior, que la suma de los

CosA =

tres angulos tiende a 180°.
4. Obtencion del angulo de paralelismo.

Razonando a partir de la segunda formula, esto es de

= 3 = - a
cosA =—cosBcosC + sinB schoshz
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considerando el caso particular A =0’y C=90° (el triangulo descrito
tiene un angulo recto en C y el vértice correspondiente al angulo A
se encuentra en el infinito, lo que significa que los dos lados del

triangulo son asintoéticos) la formula se transforma en
I a
1 =sinB coshz

y, por tanto,

]a_ 1
COSlk_sinB

.

(el angulo B es el llamado angulo de paralelismo, asociado a la
distancia a).

Esta formula seria luego redescubierta por Lobachevski, Gauss y
Bolyai.

El trabajo de Taurinus es basicamente algebraico. Es la primera vez
que se aborda el problema de las paralelas sin recurrir a figuras o
razonamientos estrictamente geomeétricos. Empleando su método va
obteniendo diversos resultados: calcula el area de un triangulo
conocidos sus lados, halla la longitud de una circunferencia, el area

de un circulo, la superficie y el volumen de una esfera, etc.

v

27k senh -
k
2nk” (cosh SO £
k
I

Ark® senh®

‘ } r
2nk” (senh — cosh L )
k k (
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Las contribuciones de Taurinus a la teoria de las paralelas son muy
importantes y él esta convencido de que la geometria del angulo
agudo no contiene en si misma ninguna contradiccion, en términos

actuales se diria que es una geometria logicamente consistente.
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Capitulo 7
Las primeras investigaciones geométricas
"La busqueda de la verdad es mas
preciosa que su posesion”.

Albert Einstein

§. El primer libro sobre geometria
Las clases en la Universidad de Kazan se impartian, en la mayoria
de los casos, mediante apuntes que provenian de las grandes obras
de la época, pero el protector Magnitski animo6 a los profesores a
publicar sus manuales con la intencion de que la universidad
tuviera sus propios libros. En el verano de 1823, Lobachevski
presentd un curso de geometria a las autoridades académicas y
estas solicitaron al protector la licencia para su publicacion. Segun
la normativa, Magnitski hizo llegar el manuscrito a N. I. Fuss
(discipulo de Euler y secretario de la Academia de Ciencias de San
Petersburgo) acompanado de la siguiente nota:

"Senor:

Un profesor de la Universidad de Kazdan ha escrito un curso de

geometria y me ha solicitado la autorizaciéon para publicarlo por

cuenta del Estado en calidad de manual. Le estaré infinitamente

agradecido si me comunicara su opiniéon acerca de la obra que le

adjunto

Magnitski
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La respuesta del académico Fuss no se hizo esperar y supuso un

verdadero disgusto para Lobachevski.

Estaba redactada en los siguientes términos:
“La obra titulada Geometria, que usted me ha enviado el 31 de
julio..., contiene diversos razonamientos e investigaciones
geométricas que, después de la correccion de los errores y la
eliminacion de las cosas inutiles o ya conocidas, podria ser
presentada a usted bajo el titulo anterior u otro similar. Pero esa
obra no es una geometria o0 una exposicion completa y
sistemadtica de dicha ciencia, y si su autor cree que la misma
puede servir de manual, prueba con ello que no se da cuenta de
lo que se exige de un libro didactico, es decir, de la plenitud de
las verdades geométricas que constituyen todo el sistema del
curso elemental de esta ciencia, del método matematico, de la
necesidad de definir todos los conceptos con claridad y
precision, del orden logico y de la disposicion metddica de las
materias, de la gradacion de las verdades geométricas, del rigor
impecable y puramente geométrico de sus demostraciones, tanto
como sea posible, etc. La geometria que he examinado no posee
la menor traza de todas las cualidades necesarias antes
mencionadas. Por otra parte, es extrario que el autor tome el
metro francés por unidad de medida de las lineas rectas, y la
centésima parte del cuadrante, bajo el nombre de grado, como
unidad de medida de los arcos del circulo .
Por lo demds, aunque el autor haya dado a esa obra el titulo de

Geometria, es dudoso que él mismo pueda pensar que ha escrito
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un manual. A mi juicio, su fin esencial era explicar algunos
objetos geométricos que, a causa de la nocién infinitamente
pequena introducida para lograr una mayor concision, le
parecerian confusos; pero esforzandose en evitar el uso de esa
nocion, le ha sucedido lo mismo que a aquellos que hicieron la
tentativa antes que él...

Teniendo en cuenta los defectos de la presente Geometria y
dado el considerable nimero de cursos de geometria completos
Yy mejores, aunque en grados diferentes (me lLimitaré a citar,
entre otras, las obras originales de Rumovski, Osipovski,
Gamalela y Gunev, y entre las traducciones del griego, los
Elementos de Euclides, traducidos por Suvérov, Nikitin y
Petrushevski; y del francés, los libros de Bézout, Legendre,
Lacroix, etc.), sin ninguna duda que dicha Geometria no puede
aceptarse en ninguna parte en calidad de manual, y yo no
puedo, en ninguna forma, recomendar su publicacion por cuenta
del Estado.

Es un gran honor el haberle conocido, etc.”

N. I. Fuss

Cuando el rector y Magnitski supieron de la nota le comunicaron a
Lobachevski que era necesario rectificar y mejorar una serie de
aspectos de su Geometria (de acuerdo con el escrito de Fuss) y le
hicieron saber que si esto no sucedia no era posible su publicacion.

Lobachevski se sintio tremendamente ofendido, tanto por la carta de

Fuss, como por las recomendaciones de su rector y del protector
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Magnitski. Como consecuencia, no corrigié el manuscrito y se olvido
de su publicacion (el citado escrito fue considerado perdido hasta
que, a comienzos de 1898, fue encontrado, casual mente, en los

archivos de la oficina del protector de la Universidad de Kazan).

40,
KOTT)
1956+ \

Sello emitido en la Unién Soviética en 1956 para conmemorar el

centenario del fallecimiento de Lobachevski.

La severa critica hacia el trabajo presentado por Lobachevski
produjo una impresion considerable entre sus colegas, pero
Lobachevski, lejos de abandonar sus investigaciones geomeétricas,

sigui6 trabajando con el mismo teson y profundidad.

Fuss

N. I. Fuss (1755-1826) nacié en Basilea (Suiza) y en 1772 se

105 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

trasladé a San Petersburgo para trabajar como secretario de
Euler. Publicé inicialmente trabajos sobre astronomia aunque
posteriormente investigo en diversas ramas de anadlisis.

Desde 1783 fue académico y profesor en San Petersburgo.
También fue miembro de las Academias de Ciencias de
Alemania, Suecia y Dinamarca. Desde 1800 hasta el final de
su vida fue secretario perpetuo de la Academia de Ciencias de
San Petersburgo.

Durante varios anos participé de manera muy activa en los
asuntos del Ministerio de Instrucciéon Publica. Era, por tanto,

una persona de reconocida valia cientifica.

§. La influencia de D’Alembert y Legendre

Hay que senalar que Lobachevski no consideraba al sistema de
Euclides como el modelo a imitar y, por tanto, traté de asentar los
fundamentos de su geometria sobre nuevos principios. No se
trataba de un simple deseo de ser original sino de ser mas profundo
y de explicar los asuntos geométricos a la luz de las ultimas
tendencias de su época. Entre ellas hay que citar las influencias de
dos grandes personajes: D’Alembert y Legendre.

D’Alembert publicé un articulo sobre la ensenanza de la geometria,
que aparecio en el tomo VII de la Enciclopedia en 1737, y que tuvo
una enorme repercusion e importancia en su época.

Las ideas de D’Alembert se resumen en los siguientes puntos:
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1)

2)

3)

4)

La exposicion de los elementos de la geometria debia
depender, en primer lugar, de los fines para los cuales estaba
destinado el libro, y definia tres tipos de libros:
e Para la ensenanza elemental
e Para fines exclusivamente practicos
e Para un estudio mas profundo de la geometria o para la
preparacion de los alumnos que mostrasen inclinaciones y
disposiciones particulares con respecto a esa ciencia.
A cada uno de los tres casos habria de corresponder un tipo
de manual especifico. De hecho, en esa época, ya existia una
serie de textos sobre geometria que reflejaban las tres
tendencias.
D'Alembert estimaba que era necesario que los elementos de
geometria comenzasen por los axiomas para luego ir
construyendo un armonioso edificio en base a los soportes
elegidos (postulados o axiomas). La exposicion y ordenacion
de los Elementos de Euclides no responde al rigor que debe
exigirsele a un tratado de esta naturaleza. En efecto, desde el
comienzo hasta el final, los razonamientos logicos van
acompanados de representaciones concretas y, por tanto, la
obra de Euclides no es un sistema de deducciones obtenidas
exclusivamente de las definiciones y de los axiomas, sino que
el soporte visual es crucial, en la mayoria de los casos, para
completar las demostraciones.
D’Alembert propone que en los elementos de geometria el

papel primordial debe corresponder a la geometria métrica.
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Conforme a esta vision, un manual de geometria deberia
dividirse no en fragmentos que tratasen de la recta, el plano y
el espacio, sino en tres partes dedicadas respectivamente a la
medida de las longitudes, las areas y los volumenes.

5) D’Alembert, a diferencia de Euclides, recomienda usar el
movimiento de manera sistematica.

©6) Propone no utilizar la teoria de las proporciones de Euclides

ya que la considera excesivamente complicada.

Siguiendo sus orientaciones vieron la luz muchos manuales sobre
geometria. De entre los autores que se dedicaron a poner en
practica las teorias geomeétricas de D’Alembert, destacaremos a tres.
Un magnifico curso, de caracter elemental, dirigido a estudiantes de
secundaria, fue escrito por Etienne Bézout (1730-1783); otro texto
de caracter superior que tuvo mucho eco en la época fue el
preparado por Silvestre-Francois Lacroix (1765-1843); y por ultimo
el famoso tratado del ilustre matematico francés Adrien-Marie
Legendre titulado Eléments de géométrie. Este libro mantiene las
partes fundamentales de los Elementos de Euclides pero cambia el
tipo de lenguaje haciéndolo mas cercano al lector. Ademas,
Legendre introduce aspectos algebraicos, lo que le permite dejar a
un lado el segundo libro de los Elementos, tal y como D’Alembert
preconizaba. Los Eléments de géométrie de Legendre han jugado un
importantisimo papel por su esmerada exposicion sintética,
sirviendo de base como texto fundamental en la ensenanza

secundaria y universitaria.
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Los tres libros eran conocidos por Lobachevski, pero en particular

los dos ultimos ya que el primero era demasiado elemental.

Basicamente, y de una manera muy resumida, las investigaciones

de Legendre en el campo de la teoria de las paralelas discurren de la

forma siguiente:

Sin recurrir al postulado de las paralelas, demuestra las tres

proposiciones siguientes:

P1l. La suma de los angulos de un triangulo no puede ser mayor que

dos angulos rectos.

P2. Si la suma de los angulos es igual a dos rectos en un triangulo

cualquiera, también es igual a dos rectos en cualquier otro

triangulo.

P3. Si la suma de los angulos de un triangulo es igual a dos rectos,

el postulado de las paralelas es valido, y por consiguiente, toda la

geometria euclidea también lo es.

Siguiendo este esquema de argumentaciones, podemos decir que:
“El quinto postulado de Euclides equivale a admitir que la suma

de los tres angulos de un triangulo es igual a dos rectos

Por lo tanto, Legendre concentré todas sus fuerzas en demostrar
(recurriendo Unicamente a los cuatro primeros postulados) que la
suma de los tres angulos de un triangulo es igual a dos rectos. Si
era capaz de probar este aspecto podia estar satisfecho, ya que de
acuerdo a sus resultados se desprendia que el quinto postulado se

podia deducir de los otros cuatro.
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Si bien la demostracion de Legendre es ingeniosa, comete fallos
similares a los de sus predecesores. Veamosla de manera muy
resumida.
1. Construye el triangulo ABC, sobre el cual va a razonar.
2. A su lado construye un triangulo igual al ABC, pero de
vértices BCD (AB = CD, BD = AC y con el lado comun BC).
3. Construye un triangulo AFE, tal que sus lados AF y AE
contengan, respectivamente, los segmentos AB y AC, y de tal
manera que el punto D esté situado sobre el segmento EF.

Los puntos E y F no estan univocamente determinados.

De esta manera se han dibujado dentro del triangulo AFE cuatro

triangulos interiores (tal como muestra la Figura 13).

ZR-v

2R -
R-wx A 2R-H

v B
Fig. 13

Una vez realizada la construccion, Legendre se apoya para su
razonamiento en sus proposiciones. Supone que no se cumple que

la suma de los tres angulos interiores es igual a dos rectos, de

110 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

acuerdo a la primera de sus proposiciones ha de ser menor de dos
rectos.

Luego la suma de los tres angulos interiores del triangulo ABC es
2R - a (o > 0). Esto quiere decir que es algo menos que dos rectos,
por ser el triangulo BCD igual al ABC, sucedera que la suma de sus
angulos interiores también es igual a 2R - a.

De acuerdo a su segunda proposicion, podemos escribir que la
suma de los angulos interiores correspondientes a los triangulos

BDF y CED son respectivamente 2R -3 (3 > 0) y 2R -y (y > 0).

Adrien-Marie Legendre?.

2 Mas informacion sobre este matematico en el libro Legendre. La honestidad de un cientifico de
Ana Garcia Azcarate (NIVOLA, 2002).
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Sumando todos los angulos interiores a los cuatro triangulos
obtenemos el valor:
22R-a)+(2R-B)+(2R-x)=8R-2a-PB-y

Pero como los tres angulos interiores que confluyen en el punto C
suman 2R, al igual sucede con los puntos B y D, podemos afirmar
que la suma de los tres angulos interiores al triangulo grande EAF
es igual a:

BR-2a-pB-y)-6R=2R-2a-pB-y<2R-2a
Por este procedimiento hemos construido, a partir del triangulo
ABC, (recordemos que los tres angulos interiores sumaban 2R - a),
un nuevo triangulo, en nuestro caso EAF, cuya suma de angulos
interiores es menor que 2R - 2a. Repitiendo esta técnica obtenemos
otros triangulos cuya suma de angulos interiores es menor que 2R -
4a, 2R - 8a, 2R - 16a, 2R - 32a, 2R - 64aq,... llegando a obtener un
triangulo cuya suma de angulos interiores tendria un valor
negativo, lo que claramente es un absurdo. Por tanto, no puede
ocurrir que la suma de los angulos interiores sea menor de dos
rectos y, de acuerdo a la primera proposicion, se ha de verificar que
la suma de los angulos interiores de un triangulo es igual a dos
rectos.
Sin embargo, la demostraciéon no es correcta ya que supone que por
un punto D, situado en el interior del sector angulo correspondiente
a A, siempre se puede trazar una recta FE que se encuentre con los
dos lados del angulo, y tal aseveracion es equivalente al quinto

postulado de Euclides.
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§. Contenido de la Geometria
El libro de Lobachevski resulté muy atrevido para su época, y
posiblemente el académico Fuss no comprendio el trasfondo del
mismo. La propia disposicion de los distintos capitulos llama la
atencion. Los cinco primeros capitulos se construyen sin utilizar en
ningun momento el quinto postulado de Euclides. Por tanto estaba
elaborando una geometria absoluta (aquella que no depende del
quinto postulado, sino tnicamente de los cuatro primeros). Desde el
punto de vista historico este hecho es fundamental, ya que es la
primera persona que lo hace de manera consciente.
El aspecto métrico es clave en su trabajo. Lobachevski se da cuenta
de que la medida de los angulos y de los segmentos no depende del
quinto postulado, mientras que la medida de las areas si depende
directamente del famoso postulado. Por esta razon, el calculo de
areas de diversas figuras no es abordado hasta bien avanzado el
libro.
El libro se compone de 13 capitulos, diez de ellos estan dedicados a
la medida de diferentes elementos geométricos (lineas, angulos,
poliedros, triangulos, prismas, etc.) y los tres ultimos estan
dedicados a la teoria de las perpendiculares, de las paralelas y a la
igualdad de los triangulos.
Lobachevski divide su Geometria en tres partes:

e Longimetria

¢ Planimetria

e Estereometria
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La estructura del libro de Lobachevski sigue las pautas de
D'Alembert, que proponia el estudio de la geometria bajo tres
opticas: medida de longitudes, medida de las areas y calculo de
volumenes, como se ha indicado antes.

Es muy original el estudio que realiza de algunas cuestiones. Por
ejemplo, en el segundo capitulo presenta a la circunferencia y a la
esfera al mismo tiempo, en el capitulo cuatro analiza con
detenimiento los poligonos conjuntamente con los poliedros.
Lobachevski intenté demostrar el postulado de las paralelas a la
inversa de la manera en que fue enunciado por Playfair. Esto es,
supuso que por un punto P no situado en la recta AB pasan, en el
plano, mas de una recta no secante con AB, tal como muestra la

Figura 14.

Fig. 14
A partir de una hipodtesis tan absurda comienza a deducir
resultados con la intencion de encontrar alguna contradiccion.
Curiosamente construye wun raro, pero armonioso, edificio
geométrico que €l llama geometria imaginaria y que actualmente
llamamos geometria hiperbélica o de Lobachevski. Este hecho nos

indica que por esta época Lobachevski pensaba -al igual que
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Saccheri, Lambert y otros muchos- que el quinto postulado se podia

demostrar a partir de los otros cuatro.

§. Nacimiento de su geometria no euclidiana

Sin duda, el libro de Lobachevski fue la semilla de sus

investigaciones geomeétricas posteriores. A pesar de las severisimas

criticas recibidas, siguio trabajando y profundizando en la teoria de

las paralelas y tres anos mas tarde, en 1826, presentdé un informe

que recogia buena parte de sus revolucionarias ideas.

Exactamente el 11 de febrero de 1826, en una reunion de la

facultad, presento un informe acompanado de la siguiente carta:
“Tengo el honor de presentar bajo el titulo de Exposicion sucinta
de los principios de la geometria, con una demostracion rigurosa
del teorema de las paralelas, un trabajo del cual soy autor.
Al respecto, deseo conocer la opinion de mis companeros Yy, Si es
favorable, solicito humildemente la publicacion de mi trabajo en
las memorias de la Seccion de Fisica y Matemadticas. He
preferido escribir el trabajo en francés, porque en ese idioma,
ahora comun a los hombres de ciencia, se ha contemplado editar
las memorias”.

N. I. Lobachevski

Para analizar su peticion se reunié una comision formada por tres
profesores de la universidad (compuesta por I. M. Simonov, A. Ya.
Kupfer y N. D. Brashmannn). Dichos docentes no estaban al

corriente de las cuestiones relativas a la geometria y, por tanto no
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eran las personas mas idoneas para valorar adecuadamente el
escrito de su companero.

Sin embargo, la comision adopté la decision de valorar
negativamente la publicacion del trabajo de Lobachevski.
Desgraciadamente no se ha podido encontrar el informe escrito, nos
han quedado unicamente algunos comentarios sueltos, la mayoria

muy despreciativos, y el resultado negativo de tal dictamen.

Observatorio de la Universidad de Kazdn

Por tanto, Lobachevski era nuevamente vilipendiado y
desprestigiado. Ahora, sus propios companeros se burlaban de sus
investigaciones. Si bien el trabajo no se edito, si estamos en
condiciones de hablar de su contenido, ya que tres anos mas tarde,
el mismo Lobachevski publico en la revista El mensajero de Kazdan
(una revista educativa de caracter general que se publicaba en la
Universidad de Kazan), una memoria titulada “Acerca de los

principios de geometria”. Una parte importante de la memoria
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incluia el informe que tres anos antes habia presentado en la
facultad.

El contenido de su Exposiciéon sucinta... desarrolla los aspectos mas
notables de su geometria no euclidiana y termina con el estudio de
algunas ecuaciones que relacionan los lados y los angulos de
triangulos rectangulos

En resumen, el 11 de febrero de 1826, en la Universidad de Kazan
se produjo un hecho notable: la creacion de una nueva geometria.
Su artifice fue un matematico llamado N. I. Lobachevski. Se abria

una nueva era en el campo de la geometria.
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Capitulo 8
Acerca de los principios de geometria
"iHumillate, impotente razon!".

Blaise Pascal

En febrero del ano 1829 aparecio en el Mensajero de Kazan la
primera de las memorias de Lobachevski, con el titulo de “Acerca de
los principios de geometria”. Las siguientes memorias fueron
publicadas los meses de marzo, abril, noviembre y diciembre de
1829, asi como en marzo, abril, julio y agosto de 1830.

A lo largo de las nueve entregas, Lobachevski va desgranando sus
revolucionarias ideas. El trabajo es complejo y dificil de leer, pero
podemos senalar tres partes diferenciadas.

La primera parte se centra en el estudio de la llamada geometria
absoluta, en realidad es un resumen de su Geometria presentada el
ano 1823 y que tan mal acogida tuvo.

La segunda parte expone el contenido de su Exposiciéon sucinta... A
lo largo de muchas paginas se dedica a estudiar y obtener el angulo
de paralelismo, que €l llama I1(x).

La ultima parte esta dedicada a la medida de longitudes, areas y
volumenes. El estudio se hace mediante procesos de integracion.
Ademas muchos de los -calculos los realiza por varios
procedimientos para verificar que los resultados coinciden. Este
hecho le reafirmaba en su conviccion de que la geometria que

estaba edificando era correcta desde un punto de vista logico.
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En la parte final de la memoria Lobachevski utilizando meétodos
especificos de su geometria imaginaria, a veces encuentra el valor de
una integral definida o bien reduce algunas integrales a otras. Sus
descubrimientos, relativos al calculo integral, son presentados en
una tabla titulada "Comparacion de las integrales y valores nuevos
encontrados de las integrales definidas".

En resumen, el trabajo presentado por Lobachevski es realmente
muy innovador. Ademas de un estudio analitico y métrico, contiene
aplicaciones de la nueva geometria al calculo integral y, sobre todo,
calculos destinados a verificar la exactitud logica de esa nueva
geometria.

Veamos algunos aspectos relacionados con el contenido matematico

de su obra.

§. La funcion de Lobachevski II(x)

El angulo de paralelismo es estudiado por Lobachevski con suma
atencion, después de un estudio analitico de funciones llega a la
conclusion que el angulo de paralelismo se puede obtener mediante

una funcion del tipo

1
tg§ [I(x)=e &

o bien

1=

P~

1
cotgz [Ix)=e¢e

Angulo de paralelismo, rectas paralelas, rectas secantes
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y rectas hiperparalelas

Dada una recta AB y un punto C, exterior a ella, entre todas
las rectas que pasan por C podemos establecer dos clases de
rectas respecto a AB: la clase de las rectas que cortan a AB y

la clase de las que no lo hacen.

A D B
Las primeras se llamaran rectas secantes, mientras que a la
ultima clase pertenecen las dos rectas p y q que forman la
frontera entre las dos clases. Estas dos lineas frontera son
llamadas las rectas paralelas. El angulo Yl(x) se llama angulo
de paralelismo (depende de la distancia x del punto C a la
recta AB). Hay otro tipo de rectas que no son estrictamente
paralelas, sin embargo pasan por C y no cortan a AB, son
llamadas rectas hiperparalelas, aunque en el sentido de
Euclides éstas son paralelas a AB y asi, en este sentido, la
geometria de Lobachevski contiene un numero infinito de

paralelas a la recta AB que pasan por C.
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La Figura 15 nos indica que la recta n es paralela a m pasando por
el punto P. Siendo I1(x) el angulo que forman dichas rectas paralelas

en el punto P, donde x expresa la distancia del punto P a Q.

Fig. 15
Al igual que los estudios realizados por Lambert, Taurinus, Gauss y
tantos otros, aparece en la formula del angulo el valor k; pero, ¢qué
significa k?
Lobachevski dice:

"...tedricamente k puede tener cualquier valor, a cada uno de los

valores de la constante k le corresponde una geometria

imaginaria.

"... no hay una sola geometria imaginaria) existe un numero
infinito de variedades correspondientes a los diversos valores de
la constante k. Entre ellas, la vieja geometria euclidiana
corresponde al caso limite (cuando k tiende a infinito).

En cuanto a saber cudl es el valor de k en nuestro espacio
concreto, en el cual son los rapos luminosos los que sirven de
lineas rectas, no se trata de una cuestion de légica, sino de
fisica; a la cual sélo se le puede encontrar una respuesta
experimentalmente. Mientras nuestras medidas no revelen

algunas variaciones a la geometria euclideana, podemos
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suponer que solo ella rige nuestro espacio. Pero si, penetrando
en los dominios extremadamente alejados del universo, nuestros
aparatos de medida detectaran tales variaciones, su naturaleza
Yy su magnitud permitirian determinar jos valores de la

constante k.

Una vez definida la funcion II, Lobachevski pasa a estudiar sus

propiedades mas importantes.

El angulo de paralelismo para k-1 y x=1

En este caso la funcién toma la forma:
1
thH(l) =e 1=0,3678

De tal manera que

I1(l) = 40° 24°
Podemos concluir que la unidad de longitud es aquella
longitud cuyo angulo de paralelismo es, aproximadamente,
40° 24°
Esta idea ya habia sido expuesta por Lambert cincuenta anos

antes.

La funcion Il es monoétona decreciente y continua, y verifica las

siguientes propiedades:

T
a) lim [I(x) - 0 b) li m Il(x) = 2

X—C0
La segunda propiedad nos confirma que cuando realizamos el

estudio de dicha geometria en valores muy proximos entre si su
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comportamiento es el de la geometria euclidea (ya que el valor del
angulo de paralelismo es igual a 11/2)

En esa época Lobachevski quiso verificar de manera experimental si
el modelo de nuestro espacio respondia a la geometria euclidea (o
euclidiana) o a su geometria imaginaria. Uno de los resultados que
enfrentaba a ambas geometrias es que la suma de los angulos de un
triangulo sea igual o menor a 180°.

Lobachevski estudi6 la suma de los tres angulos de un gran
triangulo astronémico que tenia como vértices la Tierra, el Sol y la
estrella Sirio. Sus computos le llevaron a la conclusion de que esa
suma diferia de 180° menos de 0,000372". No hay que olvidar que
Lobachevski era wun consumado calculista y experimentado
astronomo; sin embargo, esas cuentas eran muy laboriosas y
requerian sumo cuidado. Lobachevski era consciente de que para
realizar sus calculos se servia de calculos de distancias y angulos
que correspondian a la geometria euclidea. Por esta razon invento
un meétodo que trataba de corregir, en la medida de lo posible, los
aspectos anteriores. Sus computos le llevaron al resultado anterior
que, desde luego, no mostraba que el modelo de nuestro espacio
correspondiese a la geometria imaginaria (no hay que olvidar que la
sensibilidad de los instrumentos en esa época estaba en la frontera
de 17).

La trigonometria del triangulo rectangulo, en la geometria no
euclidiana de Lobachevski, es algo particular.

Si llamamos a, b y c a las longitudes de los lados de un triangulo

rectangulo, se verifican las siguientes relaciones:
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cotg [1{a) = cotg I(c) sen A

d

sen A = ¢osB sen T1(h)

sen (¢} = sen [1(a) sen [T{b)

La ultima formula relaciona los lados del triangulo rectangulo, en
funcion del angulo de paralelismo de cada lado, por esta razon se la
suele conocer como el teorema de Pitagoras para triangulos
rectangulos correspondientes a la geometria no euclidiana de

Lobachevski.

Lobachevski, partiendo de su formula fundamental
1 x
cotgzﬂ(x) = ek

transforma la ecuacion en otras, que en algunas ocasiones le

interesan mas, y que son:

X -X
| .L by O k
cotg Il(x) = ——
X —X
ef ; @

cosec [I(x) =

Si desarrollamos los segundos miembros en series de potencias,

segun las potencias de y consideramos la fraccion como muy
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pequena, despreciando los términos de orden igual o superior a

tres, obtenemos las siguientes relaciones:

cotg TI(x) = =
g I(x) »

;o Xz
coseclI(x) =1+

‘A

2k”

cosTI(x) = =

k

Estos calculos son validos para valores muy pequenos de la fraccion
x/k; introduciendo estos valores en las formulas obtenidas k para el

triangulo rectangulo obtenemos (para k = 1):

a=csen A

b =csenB

c? = a? + b?
Que como podemos observar son formulas del triangulo rectangulo
de la geometria euclidiana.
La tercera parte de "Acerca de los principios de la geometria” no es
desarrollada en su Exposicion sucinta... En primer lugar, se
preocupa por conocer mejor los aspectos trigonométricos y sus
relaciones, también en familiarizarse con los elementos basicos de la
geometria analitica y diferencial en su geometria imaginaria.
A continuacion, pasa a la medida de longitudes, areas y volumenes
de ciertas figuras y cuerpos. Por ejemplo obtiene que:

* La longitud de una circunferencia de radio r se obtiene mediante

la formula

S = 2mt k cotg II(r)
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—~

e El volumen de un cono, de generatriz [ altura h, siendo C el
angulo que forman la altura y la generatriz, se obtiene mediante la

formula

-

V =n1(lcos C -h)
Al acabar el libro, Lobachevski se recrea en las formulas
trigonomeétricas que obtuvo anteriormente, asi las vuelve a escribir

bajo la siguiente forma

a -2 s = "
ek — ek =(ek - ek)senA

b -b C =% A
ek - ek =(ek-ek)senB

x40

2 -3 b =D
k

C -2 .
¥ ek:%(e r eX)(ek+ ek)

Teniendo en cuenta que el seno hiperbolico se define por

senhx =
2

La primera de las formulas se transforma en:

senh (%) = senh (i) sen A

Esta ultima expresion, seguramente, es la causante de que
Lobachevski diera el nombre de geometria hiperbdlica a su geometria

imaginaria.

§. La ira de los beocios
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Como ya sabemos, el pequeno tratado titulado Exposicién sucinta...
no llegdé a publicarse nunca debido a las criticas tan negativas que
recibio de sus propios companeros. Pero Lobachevski, lejos de
desanimarse, siguio trabajando, si cabe, con mas empeno y por fin
dio a conocer al mundo cientifico sus revolucionarias
investigaciones en la memoria titulada “Acerca de los principios de
geometria”.
Durante meses espero las criticas con impaciencia. Por fin, en 1834,
en las revistas El hijo de la patria (n° 41) y Archivos del norte
aparecio tan esperada critica, firmada por un personaje (o quizas
varios) desconocido, que se escondia bajo la firma S. S.
La critica llevaba por titulo "Acerca de los principios de geometria,
obra del senor Lobachevski” y estaba redactada en los siguientes
términos:
"Hay personas que después de haber leido un libro declaran: es
demasiado simple, demasiado ordinario, no ha hecho trabajar
mi espiritu. Les aconsejo que lean la geometria del senor
Lobachevski. Verdaderamente en ella encontraran materia para
reflexionar. Muchos de nuestros excelentes matemadaticos la han
leido, han reflexionado, pero no han comprendido nada. Es
necesario agregar que yo mismo he meditado durante algun
tiempo sobre ese libro, y no he podido captar un solo
pensamiento por pequenio que éste sea. En vano uno se
preguntara cémo ha podido hacer el serior Lobachevski de la
ciencia matematica mas facil y mas clara, como es la geometria,

una teoria tan pesada, tenebrosa e inabordable, si él mismo nos
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habia aclarado parcialmente ese asunto diciendo que su
geometria no es la geometria usual que hemos aprendido, y que
es muy probable que no podamos olvidar, sino una geometria
imaginaria. Si, ahora comprendemos todo. jQué no puede
representar la imaginacion, sobre todo si estd viva al mismo
tiempo que enfermiza! iPor qué no imaginar, por ejemplo, que lo
negro es blanco, que un circulo es un cuadrilatero, que la suma
de todos los angulos de un triangulo rectilineo es inferior a dos
rectos y que una misma integral definida vale unas veces /4 y
otras veces infinito?

(...)

Pero, ¢por qué escribir, y ademads publicar fantasias tan
absurdas? nos preguntaremos. Es dificil, lo reconozco,
responder a esta pregunta. El autor no hace en ninguna parte
alusion al fin que persigue al publicar esta obra, por lo tanto,
quedamos sometidos a conjeturas. Es verdad que en un pasaje
de la obra expone claramente que las lagunas que él notd en la
geometria en uso, le obligaron a imaginar y hacer conocer al
publico esa nueva geometria; pero, sin duda, el autor no es
sincero, y si lo pretende, es con probabilidad para disimular
mejor el verdadero fin de esa obra. Para comenzar, esto es
contrario a lo que el propio autor ha dicho de su geometria, o
sea, que no existe en la naturaleza, sino sélo en su imaginacion,
Yy que, de hecho, es absolutamente inaplicable a las medidas; en
segundo lugar, eso es efectivamente contrario a su contenido y

nos veriamos mas bien inclinados a pensar que la geometria
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nueva ha sido inventada para desmentira la antigua, mdas bien
que para completarla. Que se nos permita, por otra parte,
referirnos brevemente al propio autor. ;Cémo podemos creer que
el senor Lobacheuvski, profesor titular de matemdticas, haya
podido escribir, aunque sea para un fin tan poco serio, un libro
que soélo habria aportado muy poca gloria al mas humilde
maestro parroquial? Todo profesor debe tener, si no erudicion, al
menos buen sentido; ahora, no es raro que en la nueva
geometria también esta ultima cualidad falte.

A despecho de todo eso, considero que el fin real perseguido por
el senor Lobachevski al escribir y publicar su geometria, es
simplemente una broma o, mejor dicho, una sadtira contra los
teoricos de las matemdticas o quizas contra los cientificos
contemporaneos en general. Por otra parte, estimo que no sélo es
probable sino absolutamente cierto que la pasion insensata de
escribir de una manera extrana e inteligible, muy marcada
desde hace algun tiempo entre muchos de nuestros escritores, y
el loco deseo de descubrir cosas nuevas, mientras apenas uno
esta lo suficiente dotado para comprender convenientemente las
cosas viejas, son dos defectos que el autor tenia intencion de
exponer en su obra, lo que ha hecho de la mejor forma.

En primer lugar, la nueva geometria, como ya he dicho antes,
esta escrita de tal manera que aquellos que la leyeron casi no
comprendieron nada. Deseoso de familiarizar a ustedes lo mejor
posible con esa geometria, he concentrado toda mi atenciéon

fijandola en cada pasaje, cada palabra c incluso en cada letra,
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pero a pesar de todo no he logrado disipar las tinieblas que la
rodean y apenas me siento en condiciones de decir de qué se
trata, sin hablar de! contenido de los enunciados. Al principio,
como es usual, el autor expone las principales nociones relativas
al espacio y a las medidas espaciales. Naturalmente que dichas
nociones se diferencian en absoluto de las nociones corrientes y
se exponen de una manera particular.

(-..)

Parece que después de haber dado algunas definiciones,
formuladas con el mismo arte y la misma precision que las
precedentes, el autor dice algo sobre los triangulos, sobre la
relacion entre sus angulos y sus lados, en lo que precisamente
su geometria difiere, de manera esencial, de la nuestra; después
propone una nueva teoria de las paralelas, la cual nadie, segun
él mismo, estd en condiciones de probar si existe efectivamente
en la naturaleza; por ultimo, el autor examina de qué forma en
dicha geometria imaginaria se determinan las curvas, las areas,
las superficies oblicuas y los volumenes de los cuerpos, y todo
eso, repito, esta escrito de tal forma que no se puede
comprender nada.

En segundo lugar, al final de su libro el senior Lobachevski da
dos integrales definidas que él ha descubierto de paso, al ir
derecho a su fin, que es dar unas reglas generales para la
medida de todas las magnitudes geométricas, no permitiéndose
mas que algunas aplicaciones. jDescubrimiento verdaderamente

notable! Porque una de esas nuevas integrales se conoce desde
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hace mucho tiempo y puede encontrarse de una manera mucho
mas simple, y la otra es completamente falsa porque conduce al
absurdo senalado con anterioridad.

(-..)

¢cPero acaso no son del mismo género la mayoria de los
descubrimientos famosos en nuestro pais? ¢No sucede con
frecuencia que se busque hacernos tomar lo viejo, bajo algin
nuevo disfraz, por nuevo, o bien lo nuevo, pero falso, por un
descubrimiento en extremo importante? Felicitamos al senor
Lobachevski por encargarse de desenmascarar, de una parte, la
imprudencia y el descaro de los falsos inventores y, por otra
parte, la ignorancia ingenua de los admiradores de sus
invenciones.

Pero apreciando la obra del senor Lobachevski en su justo valor,
no me siento impedido a reprocharle, sin embargo, el hecho de
que, absteniéndose de dar a su libro un titulo apropiado, nos
haya obligado a reflexionar largo tiempo en vano. Por qué, en
lugar de "Acerca de los principios de geometria” no haber
tomado por titulo "Satira de la geometria”, por ejemplo, o
"Caricatura de ja geometria,' o alguna cosa de ese género?
Entonces cada uno se hubiera dado cuenta de qué se trataba y
el autor hubiera evitado muchos comentarios Yy juicios
descorteses. jFeliz yo por haber podido captar el verdadero fin
de ese libro, de otro modo sabe Dios lo que habria podido pensar
tanto del libro como del autor! En el presente pienso, y hasta

estoy seguro, de que el honorable autor me estara muy
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reconocido por haber mostrado el verdadero punto de vista bajo
el cual conviene considerar su obra”.

S. S.

La critica es verdaderamente brutal, podemos imaginarnos lo que
supuso para Lobachevski tal ofensa. Inmediatamente el rector
Lobachevski publicé una nota que decia:
"El numero 41 de la revista El hijo de la patria contiene una
critica muy ofensiva a mi respecto y, confid, absolutamente
injusta. Su autor ha fundado sus conclusiones en el solo hecho
de que no ha comprendido mi Teoria y la estima errénea porque
en los ejemplos ha encontrado una integral absurda. Yo no

encuentro tal integral en mi obra..."

Tales criticas se expandieron como la polvora e inmediatamente
llegaron a oidos del entonces protector de la universidad, M. N.
Musin-Pushkin, y del propio ministro de Instruccion Publica. El
primero defendi6o a Lobachevski, al que tenia en gran estima, e
inmediatamente enviéo una carta oficial a su ministro para que éste
investigara un asunto tan desagradable.

La respuesta del ministro se produjo mediante la siguiente nota:
“Después de tener conocimiento de la critica a la geometria de
Lobachevski, aparecida en la revista El hijo de la patria, en su
numero 41, reconozco por mi lado que, por supuesto, hubiera
sido mejor que el autor de ese articulo se abstuviese de ciertas

expresiones hirientes, aunque no he encontrado en ellas nada
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que sea personalmente ofensivo para el autor, cuyo libro es
objeto de un andlisis critico susceptible de desmentirse. He
llamado la atencion de la censura acerca de las expresiones
antes mencionadas y he dado la orden, al editor de la revista,
de publicar la respuesta a la critica que sometera el autor de la

geometria”.

A pesar de las recomendaciones del senor ministro la respuesta de
Lobachevski nunca fue publicada en la citada revista. Claramente el
autor de la citada critica era una persona influyente; pero, ¢quién se

escondia tras las iniciales S. S.?

§. Polémica con Mikhail V. Ostrogradski
En 1832 (recordemos que Lobachevski era rector de la universidad)
el Consejo de la Universidad de Kazan pidi6 a la Academia de
Ciencias de San Petersburgo un informe sobre la memoria "Acerca
de los principios de geometria”. La Academia encargd el trabajo al
académico Ostrogradski, quién después de estudiarla hizo una
critica verbal, en francés, que esta recogida en el acta de la sesion
de noviembre en los siguientes términos:
"...después de haber estudiado una obra del rector Lobachevski,
tengo que observar que: la obra esta redactada con tan poco
cuidado que una gran parte es ininteligible. Por eso estimo que
dicha obra de Lobachevski no merece la menor atencion de la

Academia
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La respuesta verbal del académico Ostrogradski, también hacia
referencia al calculo de dos integrales que aparecian en la obra y
que €l consideraba que una de ellas ya era conocida anos antes y la

otra era falsa.

Ostrogradski

Mikhail Vasilievich Ostrogradski (1801-1862) provenia de una
familia aristocrdtica y rica, y se habia formado en un ambiente
social y politico conservador.
Sus concepciones como
matemdtico estuvieron muy
influenciadas por la llamada
escuela matemadtica francesa.
Vivié un tiempo en Paris, entre
1822 y 1827, y alli asistié a
las clases de eminentes
profesores: Laplace, Fourier,
Legendre, Poisson, Binet y
Cauchy.

Hizo tan rdpidos progresos

que ya en esa época comenzo

a publicar articulos. Es autor de un teorema sobre andlisis y
geometria que en Rusia lleva su nombre, pero que en
Occidente es denominado teorema de Green, redescubierto
(1846) por lord Kelvin y que también es conocido como teorema

de Gauss. Era el matematico ruso de mayor prestigio en su
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época; sin embargo, ahora sabemos que Lobachevski es muy

superior.

El mismo Ostrogradski, con animo de aclarar mejor su postura
redacto un informe que envid a la Academia con el objetivo de
matizar sus apreciaciones verbales y de paso desprestigiar a
Lobachevski. El informe, que se conserva en su totalidad, se
compone de un escrito muy escueto y de unos apéndices que
contienen algunas puntualizaciones acerca de su escrito:
La Academia me ha encargado examinar una obra de geometria
del senor Lobachevski, rector de la Universidad de Kazan, y dar
mi opinion verbal sobre ella.
Me parece que si el autor se ha propuesto la tarea de escribir de
una manera incomprensible, ha logrado su fin. La mayor parte
de su libro me ha sido tan ininteligible como si yo no lo hubiera
visto jamas. Solo he comprendido de él lo que sigue:
Podemos admitir que la suma de los angulos de un triangulo es
menor que dos dngulos rectos. La geometria que resulta de esta
hipétesis es mas dificii y extensa que la que nosotros
conocemos, y quizas de una gran utilidad en el andlisis puro y,
sobre todo, en la teoria de las integrales definidas, porque ya
ella ha permitido encontrar el valor de dos integrales definidas
que nadie todavia habia obtenido y que por otros medios seria

dificil obtener.
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Sobre lo que acabo de leer creo que mi deber es comunicar a la
Academia las observaciones siguientes:

1) De las dos integrales definidas que el sernior Lobachevski cree
haber encontrado, una ya es conocida. Podemos deducirla de
los principios mads elementales del cdlculo integral. El valor de la
otra, es verdaderamente nuevo, ha sido hallado por el senor
rector de la Universidad de Kazan y desgraciadamente es falso.

2) Todo lo que no he comprendido de la geometria de
Lobachevski esta por debajo de lo mediocre.

3) Todo lo que no he comprendido esta, por lo visto, mal
redactado y, por esa razon, es dificil de comprender.

De esto he sacado la conclusién de que el libro del senor rector
Lobachevski contiene errores, esta redactado sin cuidado y, por

consiguiente, no merece la atencion de la Academia

Como es facil observar, las declaraciones de Ostrogradski inciden en

la misma linea que el escrito firmado por el enigmatico personaje S.

S.

§. Comentarios sobre las criticas de Ostrogradski

Si leemos con atencion el escrito de Ostrogradski, quizas los puntos
mas importantes son las menciones que hace del calculo de dos
integrales y de la dificultad para poder seguir el trabajo de
Lobachevski.

La primera de las integrales es la siguiente:
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f (e* — e *)xdx na

e2x 4 (e2a 4 g~2a) 4+ g=2% (% — g—@)

0
Es claro que se puede calcular empleando métodos elementales,
como comprobara el lector; sin embargo, Lobachevski tiene interés
en calcularla por medio de procedimientos derivados de su
geometria imaginaria. El comprobar que por el nuevo procedimiento
se obtenia un resultado ya conocido le daba garantias sobre la

exactitud logica de su geometria.

Algunos de los trabajos de Lobachevski

Ostrogradski también hace referencia a la mala redaccion del
documento. En efecto, la redaccion de "Acerca de los principios de
geometria" es muy concisa, sin apenas demostraciones y con
calculos complicados. La impresion que da es la de un resumen

redactado de manera muy esquematica y con poco cuidado. El
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profesor A. P. Kotélnikov, cuando prepar6é el primer tomo de las
Obras completas de Lobachevski, comento:
"Cualquiera que aborde por vez primera la geometria imaginaria
en la memoria de Lobachevski, choca con dificultades inauditas
y sin duda insuperables. La disposicion de los materiales en la
exposicion de las principales nociones geométricas, la manera
tan original de presentar e! problema de la teoria de las
paralelas, asi como la obtencion de nuevos resultados no
encajan con las representaciones geométricas usuales; la
necesidad de imaginar figuras geométricas totalmente nuevas,
superfluas, y hasta falsas desde el punto de vista de la
geometria euclidiana, dificulta de manera singular la
comprension de la geometria imaginaria. Pero, ademads de esas
dificultades, que tienen sus raices en el propio asunto,
Lobachevski crea nuevas. La primera parte de su memoria
“Acerca de los principios de geometria”, que precisamente
encierra las consideraciones mds importantes para la
comprension de su geometria imaginaria, prdcticamente no
contiene ninguna demostracion y es tan concisa hasta el punto
de no constituir mds que un breve resumen. Aunque mads
detalladas, la segunda y tercera partes no dejan de ser también
demasiado concisas. Ademds han sido omitidos numerosos
calculos intermediarios, bastante dificiles de reconstruir.
Particularmente son dificiles los cdlculos de la ultima parte;
ademadads, los cambios de notaciones pueden, en ocasiones, poner

al lector en estado de desespero, a lo que todavia debemos
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agregar que el texto publicado por El mensajero de Kazdn
contenia numerosas erratas de impresion que hacian la lectura

aun mas dificultosa’.

Lobachevski habia hecho un gran esfuerzo en la creacion de una

nueva geometria, pero €l mismo era consciente de que sus ideas no

estaban bien explicadas y dice a proposito:
“Dentro de jos jimites estrechos de una publicacion periddica yo
no podia exponer mi teoria detalladamente. Muchas de las
proposiciones dadas sin demostracion, la presencia de calculos
bastante largos y complicados, de los cuales yo no doy los
resultados, me obligan a sospechar que mi obra, que parece, a
primera vista, oscura, no invitaba a leerla y ocuparse de ella con
atenciéon, y hasta podia hacer dudar del rigor de los
razonamientos y de la exactitud de las conclusiones a las cuales

habia llegado”.

En 1834, Lobachevski (siendo ya rector) promovidé una revista
denominada Memorias de la Universidad de Kazdn y al ano
siguiente publico en ella una memoria titulada "Geometria
imaginaria” (en realidad la memoria habia sido escrita en francés
para ser publicada en la revista de Crelle). En 1836 publico su
continuacion bajo el titulo "Aplicacion de la geometria imaginaria a
algunas integrales”.

En realidad estas memorias no aportaban nada nuevo a sus

trabajos anteriores pero, al disponer de mas espacio, Lobachevski
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explica mejor los procesos y sus calculos son mas entendibles. Cabe
senalar algunos aspectos de las citadas memorias:

1. La geometria imaginaria abarca la geometria usual como un
caso particular al cual se pasa considerando las lineas
infinitamente pequenas, de manera que, al respecto, la
geometria usual puede calificarse como geometria diferencial.

2. En la teoria no ocurre nada por suponer que la suma de los
angulos de un triangulo rectilineo sea considerada inferior a dos
angulos rectos.

3. La suposicion acerca de que la suma de los dangulos de un
triangulo es inferior a dos angulos rectos sélo puede admitirse
con respecto a los métodos analiticos, ya que, segun las
mediciones efectuadas en la naturaleza, esa suma nunca se

diferencia, en lo mas minimo, de la mitad de la circunferencia.

La segunda de las memorias finaliza con una tabla de 50 féormulas
para realizar calculos integrales, una de ellas (la 36) es

especialmente importante, nos referimos a

x

fl n (cosx) dx

0
Lobachevski dedica un esfuerzo especial al estudio de dicha
integral, obteniendo importantes propiedades. En efecto, si

llamamos
%

L(x)=— j [n (cosx)dx

0
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entonces la funcion L(x) puede ser representada mediante series de
la siguiente manera

Lix)=xln2 ——Z( ¥ sen]((zhkx)

Ademas se verifican las relaciones
L(x) = - L(x)

Lm-x)=nln 2 - L(x)

Lm+x)=nln 2 + L(x)
para los valores - i/2< x < 11/2
Pero lo que es preciso resaltar es que si bien Lobachevski, dentro de
su geometria, no confirma la demostracion objetiva de la falta de
contradicciones si lo hace desde un punto de vista subjetivo. La
acumulacion de resultados ya conocidos, obtenidos por los
procedimientos derivados de su geometria imaginaria, asi lo

confirman.
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Capitulo 9
Rector de la Universidad de Kazan
"Stempre que ensenes, ensena a la
vez a dudar de lo que ensenas”.

José Ortega y Gasset

Tras la destitucion de Magnitski, fue nombrado protector docente de
la provincia de Kazan el conde M. N. Musin-Pushkin. Con animo de
impulsar y renovar la vida universitaria, el nuevo protector convoco
elecciones a rector. Lobachevski, a instancia de sus companeros
profesores, presenté su candidatura, y en la sesion del 3 de mayo de
1827, después de una votacion muy favorable para é€l, fue elegido
rector. Tenia so6lo 33 anos y la tarea que se le avecinaba era
compleja, pero le sobraban energias para afrontarla.

Por delante tenia grandes retos: mejorar los edificios de la
universidad, levantar nuevas construcciones, ordenar y proveer la
biblioteca, acondicionar los distintos laboratorios, comprar
materiales para el observatorio, erigir una nueva clinica, contratar
mas y mejores profesores y, sobre todo, crear un mejor ambiente
universitario.

La primera tarea que afronté en el cargo fue rebajar la tension que
existia entre los profesores. Las reuniones del Consejo que antes
eran ruidosas y poco planificadas, pasaron a desarrollarse con
normalidad y dentro de un clima de absoluta tranquilidad. También

se preocupo por mejorar la vida universitaria de los estudiantes.
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Estos participaron en los estamentos universitarios y su voz tuvo
eco.

En realidad el trabajo administrativo de Lobachevski habia
comenzado mucho antes de ocupar el cargo de rector. Como ya
sabemos, ejercid6 como decano de su facultad durante casi siete
anos; ademas habia participado, anos antes, en distintas
comisiones: de la biblioteca, de redaccion de trabajos, de los
estudios, de construccion de edificios, etc.

Ocupando la plaza de rector siguié ocupandose de la biblioteca y se
plante6 como objetivo primordial el ordenar y clasificar la enorme
cantidad de materiales escritos y convertirlos en una verdadera
biblioteca. Los libros estaban en algunos casos apilados, en otros
aun no habian sido desembalados de las cajas. La mezcla y el
desorden de los manuales era tan evidente que la biblioteca
practicamente no era consultada y era, por tanto, inservible. Como
rector logro obtener importantes ayudas economicas destinadas a
enriquecer y mejorar los fondos bibliograficos.

La biblioteca no era el unico establecimiento donde reinaba el
desorden. Habia una dejadez en el mantenimiento de edificios,
incluso los establecimientos escolares dejaban mucho que desear.
Era imprescindible construir mas y mejores edificios en el recinto
universitario y durante un tiempo estuvo reuniendo fondos para
mejorar el recinto universitario.

Otro episodio en la vida de Lobachevski nos muestra que no soélo las
matematicas era su foco de atencion. El 1830 se propagoé una

terrible epidemia de codlera por buena parte de Rusia y, en
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particular, por la ciudad de Kazan. Numerosas familias ricas
abandonaron la ciudad, el terror se apoder6 de las calles y la
situacion se convirtio en desesperada.

El colera era aun una enfermedad de origen desconocido entonces,
aunque los mas preparados sospechaban ya que la falta de higiene
tenia mucha mas intervencion en el brote y propagacion de la
enfermedad que lo que pudiera tener la ira de dios. Cuando el colera
invadio Kazan, los sacerdotes reunieron en las iglesias a los fieles
para pedirles que unieran sus suplicas; pero, sin embargo el colera
no cesaba.

Dandose cuenta de que la situacion de la ciudad era muy
preocupante, Lobachevski pidio a sus companeros que trajeran a
sus familias a la universidad y luego solicito, o mejor dicho, ordeno,
a algunos de sus estudiantes que se unieran a €l en una lucha
humana y racional contra el colera. Las ventanas se cerraron
herméticamente, se impusieron estrictas medidas sanitarias, y tan
so6lo se concedieron las salidas necesarias para obtener alimentos.
De los 660 hombres, mujeres y ninos asi protegidos s6lo murieron
16, una mortalidad inferior al 2,5 %. Es de senalar que no fallecio
ningun estudiante.

Para Lobachevski, la universidad era su vida, alli tenia todo. Su
fama y su prestigio era enorme entre sus companeros, la mayoria le
respetaban. El protector del distrito docente también le tenia en alta

estima.
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< 1 S
s A

Litografia de la catedral de San Pedro y San Pablo de Kazan pintada
por E. P. Turnerelli en 1839.

Un ano después de tomar posesion como rector, pronuncio un
discurso en la sesion solemne de clausura del curso académico (el

S de julio de 1828). El discurso supuso una gran conmocion por su
frescura de ideas, independencia, y progresismo. Fue publicado en
1832 en el Noticiero de Kazan con el titulo “Sobre las materias de la
educacion social”.

Lobachevski, con 35 anos entonces, comparte sinceramente con los
oyentes la sensacion con la que recibié su eleccion como rector:

...todo aquello que hay que desear por fin esta alcanzado.

Y seguidamente formula la pregunta fundamental para él:
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...cverdaderamente realizabamos todo lo que de nosotros se

exigia?

Sonaba con educar también a sus alumnos, a los estudiantes de
universidad, en la exigencia sobre si mismos para que procuraran
llegar a ser

mediante sus conocimientos superiores el honor y la gloria de su

patria.

Mas adelante se plantea las cuestiones que debe estudiar una
persona para ser digna de su alta predestinacion de ser el rey de la
naturaleza.
cQué aptitudes tienen que ser descubiertas y perfeccionadas,
qué cambios tiene que haber, lo que habria que anadir o quitar,

como excesivamente perjudicial?

Sigue diciendo Lobachevski:
Mi opinion es la siguiente: no destruir nada y perfeccionar todo.
cEs posible que los dones de ja naturaleza sean inutiles?... Lo
mas corriente es escuchar lamentaciones por las pasiones, pero,
como dijo con razén Mably.
[Gabriel Bonnot de Mably (1709-17835), pensador politico

franceés],

...cuanto mas fuertes sean las pasiones, tanto mds tutiles son en

ja sociedad, solo su direccion puede ser perjudicial...
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Dirijamonos, en primer lugar, a la capacidad principal, a la
inteligencia, por la que pretenden diferenciar al ser humano de
los demas animales, anteponiendo en los ultimos el instinto. No
soy de la opinién de que el ser humano esté privado de instinto,
el cual se manifiesta en muchas acciones de la mente y el cual
en union con la mente compone al Genio. Sélo mencionaré de
paso que el instinto no se adquiere; el que no haya nacido [con
dotes necesarias, instintos,....] no puede ser Genio. En esto
mismo consiste el arte de los educadores: descubrir al Genio,
enriquecerlo con conocimientos y darle la libertad para seguir
Sus sugerencias.

(...)

Hay que confesar que no tanto a nuestra mente, sino que al don
de la palabra debemos toda nuestra superioridad ante los
demas animales... A ellos les esta prohibido transmitirse
conceptos. Pero al ser humano se le ofrece esta posibilidad; él es
el unico en la tierra que utiliza este don; sélo a él le esta
mandado estudiar, perfeccionar su inteligencia, buscar la
verdad uniendo fuerzas. Las palabras como los rayos de su
inteligencia transmiten y divulgan la luz del saber. El lenguaje
del pueblo es el testimonio de su cultura, es la auténtica
demostracion de su grado de ilustracion.

Me pregunto :a qué se deben los éxitos brillantes las ciencias
matemadticas y fisicas en los ultimos tiempos, que son la gloria
de nuestros siglos, el triunfo de la mente humana? Sin lugar a

dudas a su lenguaje artificial, de otra forma ccomo no llamar
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todos estos signos de diversos cdlculos un lenguaje, que es
singular y bastante conciso, el cual, sin cansar en vano nuestra
atencion, mediante un trazo expresa conceptos generales...
Todavia desde los tiempos no tan remotos utilizamos estos
medios. Nos los indicé el famoso Bacon. Dejad, decia él, de
trabajar en vano, intentando extraer de la razén sola toda la
sabiduria; preguntad a la naturaleza, ella guarda todas las
verdades y a todas vuestras preguntas os contestara al
momento y satisfactoriamente. Por fin el Genio de Descartes
trajo ese cambio feliz y, gracias a sus dones vivimos ya en unos
tiempos en que la sombra de la escoldstica antigua apenas
anda por las universidades. Aqui, habiendo entrado en este
centro, la juventud ya no escucharda palabras vacias sin ninguna
idea, sonidos sin ningun significado. Aqui ensenan lo que en
realidad existe y no aquello que ha sido inventado por una
mente ociosa.

Las ultimas palabras de esta cita atestiguan con toda evidencia
que Lobachevski era partidario de los puntos de vista
materialistas sobre la naturaleza del saber humano. En sus
trabajos cientificos se oponia con ardor a las afirmaciones de
Kant sobre jos conocimientos a priori que el ser humano recibe
antes de nacer. Segun Kant son asilas representaciones
geométricas, pero Lobachevski afirmaba que sélo la experiencia
puede confirmar la veracidad de una suposicion cientifica: ...los
conceptos se adquieren por los sentidos, sin embargo, no se

debe creer a los conceptos innatos.
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Pero volvamos otra vez al discurso de Lobachevski.
...nada estorba tanto a la plenitud de la vida como la ignorancia
que acompana a la vida de la cuna a la tumba por un camino
recto y mortal. Aun los trabajos agotadores de necesidad,
alternandose con el descanso, dulcifican la vida de un labrador
o de un artesano; pero vosotros, cuya existencia la casualidad
injusta convirti6 en una carga para los demas; vosotros, cuya
mente se ha entorpecido y el sentimiento se ha extinguido; no
disfrutais de la vida. Para vosotros la naturaleza esta muerta,
os son extranas la belleza de la poesia, la arquitectura esta
privada de encanto y esplendor, y no os entretiene la historia de
los siglos. Me tranquilizo con la idea de que de nuestra
universidad no saldran semejantes productos del mundo
vegetal: incluso no entraran aqui, si, por desgracia, hubieran
nacido ya con tales fines. No saldrdn, repito, porque aqui
continua el amor a la gloria, el sentido del honor y de la
dignidad interior.
(...)
Vivir es sentir, gustar la vida, ensayar constantemente algo
nuevo que recuerde que vVivimos.
La educacion no debe ahogar la personalidad, ella debe cultivar
todas las facultades espirituales, todas las pasiones, todos los
dones, ...porque nada es mas miserable que la apatia, la

ausencia de imaginacion y de amor a lo bello. Es necesario
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cultivar en el hombre la aspiraciéon a la gloria, sin temer a la

ambicion que suscita.

Finalizando su discurso, el Rector se dirigio de esta forma a los

graduados universitarios:
cQué os diré como mas instructivo!” Habiendo nacido mas tarde
sois mas felices que yo. Estudiando la historia de los pueblos
habéis visto que cualquier estado atraviesa la edad infantil, la
edad adulta y la vejez. Lo mismo pasarda a nuestra querida
patria. Guardada por el destino, se erige lentamente en su
grandeza... pero los dias mas felices de Rusia estan aun por
llegar. Hemos visto el alba, su predecesora, en el oriente; tras de

ella ha aparecido el Sol. Con esto he dicho todo".

No hay necesidad de decir que Lobachevski creia que Rusia era un
pais que acababa de entrar en la edad adulta y que todavia estaba
lejos de la vejez.

La tarea pedagogica de Lobachevski era enorme, para dar una idea
sobre la extension del distrito de ensenanza de Kazan, vamos a
enumerar solamente los nombres de las provincias que lo
componian: Astrakan, Viatka, Ekaterinburgo, Kazan, Nizhni
Novgorod, Orenburgo, Samara, Saratov, Simbirsk y Perm. Esto es
casi la mitad de la parte europea de Rusia, poblada por numerosos
pueblos: rusos, tartaros, bashkirios, kalmukos y chuvashios, entre
otros. Ademas, durante el reinado de Catalina II, grandes

extensiones de las provincias de Saratov y del territorio de
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Orenburgo fueron entregadas para ser pobladas por alemanes.
Todas estas circunstancias inducian a la Universidad de Kazan a
prestar una atencion especial a la ensenanza de las lenguas, no solo
a las europeas (el francés y el aleman), sino también a las
orientales.

El inmenso mosaico de singularidades nacionales de la poblacion y
la aspiracion de la Universidad de Kazan a tener en cuenta estas
distinciones de alguna forma, no podia dejar de reflejarse en la
amplitud de los intereses pedagogicos de Lobachevski. Durante esa
época, reflexion6 detenidamente sobre tema de ensenanza en
general.

Observemos que en el primer cuarto del siglo XIX, Rusia no tenia ni
programas escolares unificados, ni textos estables, ni manuales
metodologicos bien elaborados. Los profesores actuaban segun su
propio criterio, recomendaban a los alumnos guias ocasionales, las
mas de las veces dictaban a los alumnos unas reglas y les obligaban
a memorizarlas. Los resultados de tal ensenanza eran poco
satisfactorios. Lobachevski, ya en el primer ano de direccion de la
universidad cre6 una comision para la elaboracion de los programas
de ingreso en la misma. Esta experiencia fue tan acertada que, en
1830, el Ministerio de Educacion encargé a la Universidad de Kazan
la elaboracion de los programas de ensenanza en todos los
institutos y escuelas de su departamento. Tales programas fueron
elaborados para todas las materias escolares y fueron dotados de

recomendaciones metodologicas para los profesores.
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De la labor pedagoégica de Lobachevski como rector es caracteristico
un extenso documento titulado: “Normas para los profesores de
matematicas en los liceos [institutos]...”, fechado en 1830.
Esta compuesto por cuatro apartados:

1. Método de ensenanza

2. Materias de ensenanza

3. Distribucion por grupo

4. Manuales de ensenanza.

Los contenidos expuestos en las “Normas...” estan pensados para la

instruccion de siete cursos, son bastante amplios y contienen

aritmética, geometria (secciones conicas incluidas) y trigonometria

(plana y esférica)

Algunos parrafos del citado documento expresan de manera

inequivoca su manera de pensar. Referentes a la totalidad del curso:
"Para los conceptos abstractos y generales sobre las magnitudes
y también para las operaciones que deben unirlas entre si, se
han inventado los signos. De la misma forma que el don de
palabra nos enriquece con las opiniones de los demads, el
lenguaje matematico de los signos sirve como un medio aun mas
perfecto, mas preciso, breve y claro, para que uno transmita al
otro los conceptos que ha adquirido, la verdad que él ha
alcanzado, y la dependencia entre las magnitudes que ha
descubierto. Pero de la misma forma que una opiniéon puede
resultar falsa dependiendo de que las palabras se interpreten

de otro modo, cualquier razonamiento en matemadtica se detiene
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tan pronto como dejemos de suponer bajo los signos aquello que
ellos representan. Por eso es necesario que el maestro con la
utilizacion de los signos defina conceptos perfectamente
determinados y rigurosos; finalmente, no estando satisfecho con
esto, adjunte ejemplos que clarifiquen las reglas

y prevengan su utilizacion mecanica... Lo dicho hasta ahora ya
seria suficiente para ver como tema que ser el modo de
ensenar... pero al principio se encuentran dificultades
singulares, las cuales habria que alcanzar y saber vencer. La
cuestion consiste en que nuestra mente debe primero pasar de
los objetos, que actuan directamente sobre los sentimientos, a
los numeros y finalmente los propios numeros representar bajo

el significado general mediante letras”.

A partir de 1833, coincidiendo con su tercera reeleccion,
Lobachevski tuvo que enfrentarse a unos nuevos estatutos que eran
de obligado cumplimiento para todas las universidades rusas. En
efecto, en 1835 fueron revocados los antiguos estatutos
universitarios, que habian sido establecidos en 1804 por el zar
Alejandro I, instaurandose un nuevo modo de vida universitaria. La
reforma fue impulsada por el ministro S. S. Uvarov, aplicando la
politica conservadora del zar Nicolas I.

Con la nueva normativa se redujo de manera notable la autonomia
universitaria, y la figura del rector pas6é a ocupar mas poder en

algunas parcelas mientras que en otras su influencia era
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practicamente nula. Esta reforma incidia especialmente en dos

aspectos:
"En primer lugar, imprimir a la ensenanza dispensada por las
universidades una forma racional, elevarla a un nivel accesible
mediante trabajos de larga duracion y levantar una barrera
razonable ante una juventud inmadura y deseosa de asumir
prematuramente funciones administrativas; en segundo lugar,
atraer a las universidades a los hijos de las clases mads altas
del imperio y poner fin a su educacion defectuosa en manos de
extranjeros

S. S. Uvarov

En 1837, la Universidad de Kazan comenzo6 a funcionar de acuerdo
a los nuevos estatutos. Ese ano coincidio con la cuarta reeleccion de
Lobachevski.

En este nuevo periodo como rector afrontdé, ademas, varios
proyectos, alguno de los cuales ya habian sido iniciados en periodos
anteriores. Destaquemos los siguientes: construccion de nuevos y
mejores edificios universitarios, una clinica, un anfiteatro
anatomico, una nueva biblioteca, una moderna imprenta, un
gabinete de fisica, un renovado laboratorio de quimica, un nuevo
observatorio astronoémico, etc.

Cabe senalar el empeno que puso Lobachevski en la construccion
de los edificios, si bien el diseno de los mismos se debi6é al ilustre
arquitecto Korinsfski. La ayuda que presto el rector fue crucial,

ademas de ser el jefe de la comision de construccion de edificios
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universitarios. Quizas lo mas resenable es que fue capaz de ahorrar
unos 50.000 rublos del dinero presupuestado inicialmente. Incluso
se cuenta que Lobachevski estudio en profundidad aspectos
relacionados con la arquitectura y la proyeccion de edificios, con el
objetivo de servir de ayuda al arquitecto Korinsfski.

En 1842 se dieron por finalizadas las obras, pero sucediéo una
imprevista y enorme tragedia. El dia 24 de agosto de ese mismo ano
se produjo un incendio en una de las casas de Kazan, y el fuego se
propagoé de manera incontrolada y muy rapida por toda la ciudad,
no olvidemos que muchas de las casas eran de madera. El pavoroso
incendio, que destruyo mas de 1500 edificios, también se propagd
por el recinto universitario. Residencias tan emblematicas como el
observatorio astronomico fueron pasto de las llamas. El fuego llego a
rodear al edificio de la biblioteca universitaria, tan querido por
Lobachevski. Para controlar el pavoroso incendio, el rector movilizo
a muchos alumnos y profesores de la universidad, lo que permitio el
traslado de la mayoria de los libros y escritos a un lugar mas
seguro, salvandose asi tan preciado material.

Pero, no so6lo se preocup6 por construir mas y mejores edificios; sus
ansias por mejorar la universidad, en su conjunto, le llevaron a la
fundacion de un medio de comunicacion cientifico, las

“Memorias de la Universidad de Kazan”; este era un proyecto que
Lobachevski tenia en la cabeza desde hacia anos y que al fin pudo
concretar en 1834.

Las “Memorias...” desempenaron un papel primordial en la difusion

de las obras de Lobachevski. De hecho, al ano siguiente de su
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fundacion, en 1835, aparecié la primera entrega de la memoria
“Geometria imaginaria”.

En el periodo que Lobachevski fue rector, también se organizo la
seccion de lenguas orientales. Es evidente que, debido a la situacion
geografica de Kazan, la creacion de esta seccion era urgente. Es de
senalar que uno de los candidatos a estudiar mas ilustres seria el
literato Leon Tolstoi, que tras fracasar en los examenes de ingreso
de 1844 decidio matricularse, al ano siguiente, en la Facultad de
Derecho.

En el dilatado periodo como rector de la Universidad, Lobachevski
tuvo muchos reconocimientos. En 1833 fue nombrado consejero del
Estado y condecorado con la Orden de San Estanislao (de tercera
clase), en 1836 condecorado con la Orden de Santa Ana (de segunda
clase), y en 1838, debido a su buen hacer, se le otorgd un titulo
nobiliario acompanado de un escudo de armas y de una pension
economica de por vida. Por ultimo, en 1844 le fue impuesta la

Orden de San Estanislao (de primera clase).

§. El método pedagogico de Lobachevski

La labor pedagodgica de Lobachevski en la Universidad de Kazan
dur6é 35 anos. Durante este periodo llegd a impartir practicamente
todos los cursos de contenido matematico y otras asignaturas como
mecanica, astronomia e incluso fisica. No habia ano en que no
impartiera al menos dos o tres cursos diferentes, que eran claros y

seguidos con mucha atencion por sus alumnos.
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Orden de San Estanislao concedida a N. I. Lobachevski.

Tolstoi
Ledn Tolstot (1828-1910) nacié en Yasnaia Polaina, hijo de un
terrateniente. A los nueve anos quedoé huérfano y su educacion
quedo6é en manos de tutores franceses y alemanes. A los 16
anos ingresé en la Universidad de Kazdan, aunque, muy
influenciado por las ideas del filésofo francés Jean-Jacques
Rousseau, la abandoné en 1851 Retrato de Tolstoi pintasen
terminar sus estudios, decidiendo incorporarse al ejército ruso.
Alli estuvo en contacto con los cosacos, que se convertirian en
los protagonistas de una de sus mejores novelas cortas Los
cosacos (1863), anteriormente habia escrito una trilogia
autobiogrdfica, Infancia (1852), Adolescencia (1854) y
Juventud (1856), y una obra sobre la guerra de Crimea,

llamada Sebastopol (1855-1856).
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Después de viajar por varios paises, se sintié atraido por la
educacion de las familias campesinas y fundé en su ciudad
natal una escuela para ninos
campesinos en la que aplico
sus métodos educativos de
cardcter  progresista. Los
ultimos anos de vida los
dedico6 a escribir. De su pluma
salieron dos obras claves:
Guerra y paz (1863-1869) y
Ana Karenina (1873-1877).

L. Tolstoi fue un pensador
comprometido con su tiempo y

uno de los mas eminentes

novelistas de todos los tiempos. En sus obras estan reflejados
sus principios: amor hacia los seres humanos y resistencia

contra las injusticias.

Como profesor, Lobachevski, en opinion de la mayoria de sus
alumnos, era excelente. Sus clases, conferencias y exposiciones las
podia seguir cualquier persona con una minima preparacion. Uno
de los mejores alumnos suyos dice al respecto:
"En el aula, el profesor Lobachevski, sabia mostrarse como una
persona fascinante o como un gran pensador, segun la materia
de que se tratase. Generalmente no hablaba como escribia.

Mientras que sus obras se distinguen por un lenguaje conciso y

158 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

no siempre claro, en el aula ponia todo el cuidado en expresarse
con la mayor claridad posible, resolviendo primero los
problemas particulares por el método sintético, y pasando
después a la demostracion de las proposiciones generales por el
método analitico. No se preocupaba demasiado de los
mecanismos de cadlculo, sino que prestaba la mdaxima atencion a
la precision de los conceptos. En la pizarra dibujaba sin prisa,
hacia las cosas con esmero y carino, ademas con una cierta
elegancia”.

A. F. Popov

Actualmente se sabe mucho de su manera de ensenar. Por ejemplo
en “Coleccion de notas de la ensenanza de la matematica pura” -asi
se titulan las interesantes notas de Lobachevski que se han
conservado en los archivos, fechadas en los cursos escolares de
1822 a 1826- podemos encontrar anotaciones de sus clases
correspondientes a los cursos 1822-1823 y 1824-1825. La

»

“Coleccion...” esta dividida en tres partes: método de ensenanza,

plan de ensenanza y asignaturas de ensenanza.

Coleccion de notas de la ensenanza de la matematica
pura
La primera parte de estos textos empieza con las palabras: "El
mejor método para ensenar las matemdticos es, sin duda, el
método analitico, precisamente adoptado en la Universidad de

Kazdan, a excepcion de las partes donde el mismo es
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inaplicable, por ejemplo, en el caso de los principios de
geometria. En la wuniversidad no podriamos aplicar otro
método, puesto que aqui se dicta un curso completo de
matematicas; en tanto que la sintesis, como primera invencion,
la cual después fue reemplazada por el andlisis a causa de su
superioridad, permanece en su estado primitivo. El método
analitico consiste en expresar 1las relaciones entre las
magnitudes por medio de ecuaciones. Sus ventajas son: igual
modo de abordar la solucion de cualquier tipo de problema,
generalidad: ademas, la principal ventaja consiste en que las
ecuaciones que expresan las relaciones entre las magnitudes
contienen todo lo necesario para la solucion del problema,
excluyen la necesidad de examinar las propiedades de dichas
magnitudes y someten la referida soluciéon a operaciones
algebraicas, siempre parecidas, directas, breves y las cuales
conducen a soluciones completas. El inconveniente del anadlisis
consiste en la dificili comprension que proviene de la
generalidad y la abstraccion: por ultimo, el andlisis también
tiene el inconveniente de representar las magnitudes en forma
de numeros de manera que si por tales magnitudes
entendemos cosas, el tiempo o las fuerzas de la naturaleza,
sus resultados deben ser interpretados, es decir, los nimeros
otra vez deben transformarse en magnitudes reales, lo que
presenta a veces grandes dificultades y puede conducir a
errores.

Como ejemplo de esto ultimo puede servir la discusion entre
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D'Alembert, por una parte, y Euler y Lagrange, por otra, sobre
la continuidad de curvatura de las cuerdas vibrantes. La
sintesis, que esta lejos de tener las ventajas del andlisis,
tampoco tiene los inconvenientes de éste: es clara, concreta y
mucho mas convincente para los principiantes. A despecho de
esto, incluso en los principios es necesario utilizar el andadlisis
tanto con objeto de conservar la uniformidad de la ensenanza,
como a fin de que los propios principios de las matemdticas
sirvan de preparacion al pasar a sus partes superiores. Para
combinar aquellas ventajas del andlisis con las de la sintesis,
es necesario, a través de varios casos particulares, pasar a
casos generales y enriquecer la ensenanza con ejemplos. Eso
se ha convertido en una regla en el Gymnasium [instituto de
secundarial.

Entre tanto, hay partes de la matematica donde la sintesis es
necesaria como unico método llamado a conducir esa ciencia
hasta cierto limite, después del cual, y no antes, la misma
puede someterse por completo al andlisis. Tales son la
geometria y la mecanica. La enserianza sistemdtica exige que
tales partes de la matemdtica estén separadas por una linea
evidente, con el fin de mostrar lo que cada una contiene
distinto y doénde comienzan sus fuentes. Por otra parte, los
principios de geometria resultarian demasiado breves,
separados (por un gran intervalo) del andlisis, donde por
primera vez hallariamos su aplicacion, ademds, de una forma

muy amplia. Por consiguiente, encuentro util y natural dividir
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el curso de matematicas puras en dos partes: la primera,
preparatoria, aprendida en el Gymnasium, la otra, completa,
ensenada en la universidad. La primera comprende los
principios de dlgebra; la sintesis de geometria, la aplicacion
del anadlisis a la geometria, con diversos casos particulares y
ejemplos extraidos de la vida diaria, a fin de obtener una
doble ventaja. El curso universitario parte también de los
principios matemadaticos, pero considerandolos desde otro punto
de vista; abarcandolos en toda su amplitud, separando la
sintesis del andlisis y exponiendo sistemdticamente las
operaciones del andlisis en su orden natural y a medida que
se hacen mas artificiales y generales. Merece recordar de vez
en cuando la sencillez y facilidad de la sintesis. La integracion
de las ecuaciones, donde el contenido de los cuadrados de las
diferenciales de dos variables es igual al de sus senos, se
encuentra con mucha facilidad a partir de un triangulo
esférico; por el contrario, fue necesaria la ingeniosidad de
Euler y Lagrange para solucionar ese problema partiendo
solamente del andlisis. La sintesis siempre ocultara
numerosas fuentes para los matemdticos, pero SsSu
descubrimiento y su uso es privilegio sélo de los genios. La
ensenanza no debe sacar conocimientos de tales fuentes. Lo
aqui expuesto es suficiente, pienso, para juzgar acerca del
espiritu)’ el método de mi ensenanza. En cuanto a los
conceptos que deben constituir la base de las partes de las

matemadticas puras, me reservo el cuidado de hablar de ello en
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el articulo de geometria'-

Ademas de los textos de las materias matematicas, se explican
previamente las particularidades de la asignatura, se ofrecen
comentarios a los programas y algunas indicaciones metodologicas.
En esta “Coleccion..” se ven claramente las materias que se
impartian en la Universidad de Kazan, qué criterios metodologicos
seguia Lobachevski y qué debian aprender en primer lugar los
estudiantes.
El método expuesto por Lobachevski no es unicamente un
compendio de reflexiones de caracter teorico, €l mismo hace
referencia a como se deben ensenar las diversas materias.
Transcribimos algunos parrafos que han tenido mucha importancia
para entender en profundidad el pensamiento matematico de
Lobachevski:

“Toda la matemadatica es la ciencia de las medidas, todo lo que

existe en la naturaleza obedece a la condicién necesaria de ser

medido”.

Esta idea métrica de las matematicas es aplicada por Lobachevski
en muchos contextos. Por ejemplo cuando describe qué debe
entenderse por longitud de una curva, dice:

“La longitud de una curva es la suma de segmentos rectos que la
constituyen, a condicion de que dicha suma exprese tanto mas
exactamente la longitud de la curva cuando menores sean los

referidos segmentos".
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Lobachevski era también un consumado analista, conocia
profundidad las obras de los grandes matematicos y no
casualidad que dedicara muchos esfuerzos a definir el concepto

funcion.

Puntos de vista filosoficos

Interés indudable tienen también los puntos de vista filoséficos
generales de Lobachevski. Para él las fuentes de nuestros
conocimientos estan en los fenémenos y en las
manifestaciones del mundo que nos rodea, los conceptos
cientificos son abstracciones de los resultados de numerosas
observaciones.

“Es indiscutible que debemos a los sentidos todos nuestros
conceptos sobre los cuerpos. Se confirma la certeza de esto
también porque nuestro juicio se detiene alli, donde nos dejan
de dirigir nuestros sentidos, y que apartamos de los cuerpos
también aquellos conceptos, a los cuales nos inclinan los
conocimientos... Un ejemplo de esto son las rectas, las curvas
y las superficies, que no existen en los cuerpos de la
naturaleza... De aqui hay que sacar la conclusion de que en
los fundamentos de las ciencias matematicas pueden ser
admitidos todos los conceptos, cualesquiera que sean,
adquiridos de la naturaleza, y que la matematica, basandose
en estas cosas puede llamarse con toda justicia ciencia
exacta... Nosotros conocemos en la naturaleza solamente los

cuerpos, por consiguiente, los conceptos sobre las curvas y
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sobre las superficies son conceptos derivados Yy no
adquiridos... ”

Este parrafo es de una gran importancia para la historia y la
filosofia de la matematica. Se puede entender su
posicionamiento filosoéfico en contraposicion con el de Kant. La
misma idea, pero expuesta de una manera mas directa, esta
recogida en el famoso discurso de Lobachevski de 1828,

"...los conceptos se adquieren por los sentidos, sin embargo, no
se debe creer a los conceptos innatos...”

Esta misma manifestacion aparece frecuentemente a lo largo
de toda su obra, citemos un ultimo ejemplo:

"Las primeras nociones de la ciencia deben ser claras y
reducidas al minimo. Sélo entonces las mismas pueden servir
de fundamento sélido y suficiente a esta ciencia. Tales
nociones se adquieren por los sentidos, y no se debe confiar

en las nociones innatas".

Hacia 1820 la idea que tiene de funcion es similar a la que utilizaba
Euler, pero es consciente que esta definicion no es muy rigurosa y
enuncia un nuevo concepto de funcion:

"Como juncion de una variable se entiende una magnitud, cuyo

valor depende de esta variable”.

De esta forma, por primera vez en la historia de las matematicas,
Lobachevski libera a la nocion de funcion de su relacion inseparable

del concepto de una expresion analitica (de una féormula) o de una
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grafica, mediante los cuales se restringian las ideas de funcion en
aquel tiempo. Conoce también los trabajos de Fourier (1822) y del
matematico francés Cauchy respecto este asunto.

Por fin, en una memoria titulada “Acerca de la convergencia de las
series geomeétricas”, enuncia con toda claridad el concepto de
funcion mucho antes que lo haga Dirichlet (1805- 1859).
Lobachevski define la nocion de funcion de la manera que ahora se

emplea en todos los manuales de analisis matematico.

Kant y las matematicas
Immanuel Kant (1724-1804) nacié en Koénigsberg (actual
ciudad rusa de Kaliningrado) el arnio 1724. Estudié en el
Collegium Fridericianum y su
formaciéon primaria se baso
sobre todo en el estudio de los
clasicos mientras que sus
estudios superiores se
centraron en  fisica Y
matematicas. Fue Immanuel
Kant profesor en la
Universidad de Koénigsberg,
impartiendo primeramente

clases de ciencias Y

matemadticas, posteriormente
se dedicé a casi todas las ramas de la filosofia. Kant era un

hombre de profunda religiosidad, aspecto que se deja
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vislumbrar a través de su obra. Persona sobria de costumbres
y vida metdédica, paso toda su vida en Kbnigsberg, alli tenia su
mundo: la universidad, sus amigos y sus paisajes. Murid en
1804 en la misma ciudad que le vio nacer y crecer.

Kant encarna las virtudes de una vida dedicada por entero al
estudio y a la ensenanza. Profundamente comprometido con
los ideales de la Ilustracion, profesé una simpatia profunda
por los modelos de la Independencia Americana y de la
Revolucion Francesa. Fue pacifista convencido, antimilitarista
Yy ajeno a todo tipo de patriotismo.

Sus obras mas conocidas e influyentes son la Critica de la
razon pura y la Critica de la razoén practica.

Ademas de sus trabajos sobre filosofia, escribi6 numerosos
tratados sobre diversas materias cientificas, sobre todo en el
area de la geografia fisica. Su obra mads importante en este
campo fue Historia universal de la naturaleza y teoria del
cielo, en la que anticipaba la hipétesis (mas tarde desarrollada
por Laplace) de la formacion del Universo a partir de una
nebulosa originaria. Kant produjo una notable cantidad de
escritos, que con su vigor y la influencia de su pensamiento
obligan a considerarlo como uno de los filésofos mas notables

de la cultura occidental.

Ideas filosoficas
Segun el empirismo del filésofo escocés D. Hume (1711-1776),

las matematicas son universales pero a costa de ser
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tautolégicas, es decir que su predicado esta contenido en el
sujeto sin aportar nada nuevo a la relacién entre ambos.
Hume llevé el empirismo del inglés J. Locke (1632- 1704)
hasta sus ultimas consecuencias. Segun Hume, el
conocimiento humano se compone de impresiones sensibles y
de ideas, que se forman a partir de los datos de los sentidos.
No podemos ir, pues, mads alla de lo que nos aportan los
sentidos, y la existencia y verdad de las ideas resultan
injustificables para nosotros.

Kant se propuso demostrar el cardcter de ciencia de las
disciplinas cientificas (matemadticas y fisica) que él admiraba
profundamente. Para ello,b avanzé en los conceptos
tradicionales de juicios analiticos y juicios sintéticos, creando
un nuevo tipo de juicio que llamo juicio sintético a priori.

Los juicios sintéticos estan basados en la experiencia, como
decir que algunos cuerpos son pesados, conteniendo algo que
no esta implicito en el conocimiento de cuerpo, pero no son
universales y necesarios.

Kant formula los juicios sintéticos a priori, de los que razona
que son universales y necesarios pero sin estar contenidos en
la experiencia, es decir, que son a priori.

Entonces pasa a demostrar que tanto las matemdadticas como la
fisica estan constituidas por juicios sintéticos a priori, que
explica mediante ejemplos como que 7 + 5 - 12. Segun Kant,
en el concepto de 7 y en el de 5 no esta contenido el de 12, por

lo que éste debe proceder de alguna otra parte, no
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directamente de la primera nocion. Un razonamiento similar le
sirve para demostrar que también la fisica estd constituida por
juicios sintéticos a priori, y por lo tanto ambas disciplinas
pueden y deben ser consideradas ciencias. Sin embargo, aun
le falta demostrar como estos juicios son elaborados por la
mente humana, y para ello desarrolla una nueva teoria del
conocimiento que se denomina idealismo trascendental.

En la introduccion de su Critica de la razéon pura Kant
expresa:

"No hay duda alguna de que todo nuestro conocimiento
comienza con la experiencia. Pues Jpor donde iba a
despertarse la facultad de conocer., como no fuera por medio
de objetos que hieren los sentidos... y elaborar asi con la
materia bruta de las impresiones sensibles, un conocimiento
de los objetos que llamamos experiencia?., mas si todo nuestro
conocimiento comienza con la experiencia no por ello se origina
todo él en la experiencia. Bien podria ser que nuestro
conocimiento fuera compuesto de lo que recibimos por medio
de impresiones y de lo que nuestra facultad de conocer ()
proporciona por si misma sin que distingamos este anadido de
aquella materia fundamental...”

De modo que nuestro conocimiento del mundo no es una
representacion (en el sentido de una copia) de esa realidad
externa en nuestro intelecto, sino una interpretacion, una
reconstruccion que hacemos tomando nuestros registros

perceptuales como materia prima y sometiéndolos al influjo de
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esa maquina de interpretar y organizar constituida por nuestro
intelecto.

Para Kant, nuestras experiencias sensoriales son posibles
como fenomenos que se desarrollan en el espacio y en el
tiempo. Pero, espacio y tiempo son las formas de sensibilidad
mediante las cuales el intelecto capta las experiencias. Las
formas de sensibilidad son innatas. Sin ellas las experiencias
son imposibles. Las observaciones son moldeadas por las
formas de sensibilidad, asi como el agua al entrar al recipiente

adopta la forma de éste.

Kant y las matematicas

Para Kant la ciencia se expresa mediante juicios (recuerda que
son afirmaciones de la realidad y que tienen la forma: sujeto y
predicado). De hecho estimaba que las distintas proposiciones
cientificas podrian reducirse a un conjunto de juicios. Después
de todo, los razonamientos se componen de juicios. De este
modo, la pregunta por las condiciones que hacen posible la
ciencia se convierte en una pregunta sobre las condiciones que
hacen posible los juicios.

Para demostrar la existencia de juicios sintéticos a priori en
matemadticas se apoya precisamente en el espacio y el tiempo.
La geometria es la ciencia del espacio y la aritmética la ciencia
del tiempo (las series numéricas, 1, 2, 3,...n, se suceden en el
tiempo). Por ello, las matemdticas formulan juicios sintéticos a

priori porque se apoyan en el espacio y el tiempo como
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intuiciones puras. Hacen afirmaciones, juicios, sobre
percepciones espacio-temporales (la imagen de un triangulo,
por ejemplo). En sus procesos perceptivos interviene el espacio

y el tiempo como sustrato de las matematicas.

Juicios analiticos

Un juicio es analitico cuando el predicado esta
comprendido en el sujeto y, por tanto, basta con
analizar el sujeto para comprender que el
predicado le conviene necesariamente. Ejemplo: "el
todo es mayor que las partes’ Este juicio no
amplia nuestro conocimiento.

Juicios sintéticos

Un juicio es sintético cuando el predicado no esta
comprendido en la nocion del sujeto. Estos juicios
si amplian nuestro conocimiento.

Juicios a priori y a posteriori

Juicios a priori son aquellos cuya verdad puede
ser conocida  independientemente de la
experiencia ya que su fundamento no se halla en
esta.

Juicios a posteriori son aquellos cuya verdad es
conocida a través de los datos aportados por la

experiencia.

Para aclarar estos conceptos Kant, propone el siguiente
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ejemplo: "la recta es la distancia mas corta entre dos puntos’.
En este juicio el predicado no estd contenido en la nocién del
sujeto: en el concepto de linea recta no entra para nada el
concepto de distancia. Es por tanto un juicio sintético, luego no
es analitico. Tampoco es un juicio a posteriori, ya que Se
refiere a una verdad sin tener que medir distancias entre dos
puntos, sin necesidad de recurrir a ninguna experiencia
comprobatoria. Es estrictamente universal y necesario, carece
de posibles excepciones.

Es por tanto, a priori. Como consecuencia, Kant admite juicios
sintético a priori, al contrario que Hume. Algunos
pensamientos de Kant en este sentido:

“..s6lo es posible dar cuenta de la certeza de la ciencia
natural y de sus posibilidades de matematizacion, si
suponemos que la estructura de nuestra experiencia proviene
de nuestras facultades cognitivas, que sirven de fundamento a
priori a nuestras experiencias... ”

Kant concluye que todos los principios fundamentales de la
matemadtica y la fisica se basan en los juicios sintéticos a
priori.

En realidad decir que las matemdticas eran un cuerpo de
verdades a priori no era muy novedoso, los matemdticos ya
estaban acostumbrados a escucharlo. Por eso sus doctrinas no
fueron tenidas muy en cuenta.

Pero Kant fue mas alla, enuncié que la mente organiza sus

sensaciones espaciales de acuerdo con las leyes de la
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geometria euclidea, obstaculizando la aceptacion de puntos de
vista contrarios.

Estas concepciones kantianas se convirtieron rapidamente en
el pensamiento oficial, pues la mayor parte de los cientificos
aceptaron sus planteamientos, incluso personas de la talla de
Gauss no se atrevieron a expresar con toda libertad sus
pensamientos geométricos.

La concepcion epistemolégica de Kant se erigid en un
formidable obstaculo para los desarrollos geométricos
posteriores pero, una vez superado éste, hizo posible que las
matematicas pudieran acceder a un nivel de rigor y equilibrio

del que no habian disfrutado antes.
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Capitulo 10
Investigaciones geométricas de la teoria de las paralelas
“Defiende tu derecho a pensar
porque, incluso pensar de manera
erronea es mejor que no pensar”.

Hipatia de Alejandria (370-415)

A lo largo de diez anos, desde 1830 a 1840, Lobachevski alterno sus
obligaciones administrativas con investigaciones relativas a la
geometria imaginaria. Desgraciadamente, sus esfuerzos no tuvieron,
en su momento, la recompensa merecida. Actualmente se sabe que
ninguno de sus colegas rusos comprendio en profundidad sus
investigaciones acerca de la nueva geometria. El hecho de estar la
mayoria de las obras de Lobachevski escritas en ruso impidio,
ademas, que otros cientificos europeos conocieran sus novedosos
planteamientos.
La obstinacion de Lobachevski le llevo a redactar una y otra vez sus
trabajos desde diferentes puntos de vista. Era consciente de que su
concision, la originalidad de sus planteamientos, las consecuencias
derivadas de su teoria, el escribir en contra del pensamiento
geomeétrico establecido, etc., hacian realmente dificil entender sus
trabajos. Algunos autores dicen al respecto:

“Cualquiera que aborde por primera vez la geometria

imaginaria, escrita hacia los anos 1830, se encuentra con

dificultades inauditas y sin duda insuperables... los resultados

obtenidos no cuadran con las representaciones geométricas
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usuales; la necesidad de formarse imdgenes geométricas
nuevas y hasta falsas, desde el punto de vista euclideo,
dificulta de manera singular la comprension de la llamada

»

geometria imaginaria...

Con la intencion de dar a conocer sus descubrimientos geométricos
a la comunidad matematica, Lobachevski decidi6 escribir en aleman
un resumen de sus ideas. Su cabeza habia dedicado tanto tiempo a
pensar en su nueva geometria que estaba en disposicion de escribir
sus logros geométricos de tal manera que cualquier persona, con
unos conocimientos matematicos de primeros anos de universidad,

deberia comprenderlos.

Moondifde Dviafadatgtn

@heorie der Paratleliinien

Nirnlans Pakat' Sumaly

Beclin, 1840,
T= bl 9. P aciies SrdlaiHiiy

Portada de Investigaciones geométricas de la teoria de las paralelas
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El trabajo fue impreso en Berlin en 1840 por una pequena editorial
llamada Fincke. El titulo elegido fue Geometrische Untersuchungen
zur Theorie der Parallellinien (Investigaciones geométricas de la teoria
de las paralelas).
Por medio de este libro la comunidad matematica tomo6 contacto con
las revolucionarias ideas geométricas de Lobachevski. A principios
de 1841 Gauss escribe a uno de sus alumnos la siguiente nota:
“Estoy haciendo razonables progresos en ruso Yy esto me
proporciona gran gusto. El senior Knorre me envié una pequena
memoria de Lobachevski (en Kazan), escrita en ruso, Yy esta
memoria, asi como su opusculo en aleman sobre lineas
paralelas (aparecié una nota absurda sobre él en Repertorium
de Gersdorff) ha despertado en mi el deseo de averiguar mas
acerca de este inteligente matemadadtico. Segun me dijo Knorre,
muchos de sus articulos estan en la revista rusa Memorias de la
Universidad de Kazan".

Carta de Gauss a J .F. Encke (1841)

Sin duda que esta nota, escrita por el mejor matematico de ese
momento, es la consagracion de las teorias geométricas de
Lobachevski. Sin embargo, es muy posible que él no supiera de su
existencia hasta varios anos después.

El escrito debio impresionar a Gauss, ya que en noviembre de 1842
propuso la candidatura de Lobachevski, como "uno de los excelentes
matematicos del Estado Ruso", para que fuera nombrado miembro

de la Sociedad Cientifica de Goéttingen, que ya entonces tenia el
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rango de Academia. Lobachevski fue elegido miembro de honor y
recibio un diploma firmado por Gauss y el profesor J. F. Hausmann,
respectivamente, presidente y secretario de la sociedad.
Investigaciones geomeétricas de la teoria de las paralelas es un
pequeno folleto de no mas de 60 paginas escrito de manera muy
clara y con un estilo que recuerda a las obras clasicas de geometria.
En las paginas finales se incluyen todas las figuras que su autor ha
utilizado a lo largo del mismo.
Comienza con una introduccion de la que, por su importancia,
reproducimos los parrafos mas relevantes:
“Acariciando la esperanza de haber satisfecho todas las
exigencias, me he dedicado a perfeccionar esta ciencia en su
conjunto y he publicado mis resultados por partes, en las
Memorias de la Universidad de Kazan de 1836, 1837 y 1838,
bajo el titulo general de "Nuevos elementos de la geometria con
una teoria completa de las paralelas.
Sin embargo, el tamano de dicha obra, por lo visto, impide a mis
compatriotas seguir ese tema, que después de Legendre ha
dejado de interesar. Yo, sin embargo, considero que la teoria de
las paralelas no ha perdido, ni mucho menos, el derecho de que
se le preste atencion por parte de los gedmetras; por eso pienso
exponer aqui lo mds importante de mis investigaciones Yy estimo
necesario indicar anticipadamente que, a pesar de la opinion de
Legendre, todas las otras imperfecciones, tal como la definicion

de la linea recta, por ejemplo, se hacen aqui absolutamente
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extranas a esa cuestion y no influyen de ninguna manera sobre

la teoria de las paralelas”.

A continuacion le siguen 15 proposiciones que pertenecen a la
llamada geometria absoluta, ninguna de las proposiciones esta
demostrada. Algunas de ellas se refieren al plano y otras al espacio.
Entre ellas estan:

2. Dos lineas rectas no pueden cortarse en dos puntos

4. Dos lineas rectas perpendiculares a una tercera, y situadas las
tres en el mismo plano, no pueden cortarse por mas que las
prolonguemos.

7. Dos lineas rectas no pueden cortarse, cuando ellas son cortadas
por una tercera linea recta bajo angulos iguales

12. La interseccion de wuna esfera con un plano es una
circunferencia

14. En un triangulo esférico, a lados iguales se oponen angulos

iguales y reciprocamente.

Una vez presentadas las 15 primeras proposiciones dedica la
numero 16 a su famoso angulo de paralelismo. Comienza con la
siguiente definicion:
"Todas las rectas trazadas por un mismo punto en un plano
pueden distribuirse, con respecto a una recta dada en dicho
plano, en dos clases, a saber: rectas que cortan a la recta dada
y rectas que no la cortan. La recta que esta en el limite de estas

dos clases se dice paralela a la recta dada”’.
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La proposicion viene acompanada de un dibujo aclaratorio, que

figura al final del libro y que es el siguiente:

~_m

Lobachevski llama angulo de paralelismo en el punto P con respecto
a la recta AB a cada uno de los angulos agudos iguales (QPY y QPX)
que forman por ambas partes las rectas paralelas a la recta AB.

La geometria euclidiana se caracteriza por el hecho de que en ella el
angulo de paralelismo es siempre un angulo recto, mientras que en
la geometria de Lobachevski el angulo de paralelismo es siempre un
angulo agudo. Por consiguiente la geometria euclidiana constituye
un caso limite de la de Lobachevski.

La proposicion 17 prueba que toda linea recta conserva el caracter
de paralelismo en todos sus puntos (propiedad de transmisibilidad

del paralelismo).
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Muestra que si la recta m es paralela a la recta AB, y R es un punto
de m, entonces una de las semirrectas en m con extremo R también
es paralela a la recta AB.
Posteriormente demuestra que “dos lineas rectas son siempre
reciprocamente paralelas (propiedad de simetria del paralelismo,
proposicion 18).
Los enunciados de las proposiciones 19 y 20 hacen referencia a la
suma de los angulos internos de un triangulo. Estas proposiciones
ya eran conocidas por Legendre, que ha sido citado en la
introduccion del libro. Su redaccion es la siguiente:
"En todo triangulo la suma de los tres dangulos no puede ser
mayor que dos angulos rectos" (proposicion 19).
“St en un triadngulo cualquiera la suma de los tres dngulos es
igual a dos angulos rectos, entonces dicha suma serd igual para

cualquier otro triangulo” (proposicion 20).

Las proposiciones 22, 23 y 24 estan dedicadas al angulo de
paralelismo y sus propiedades. Es muy interesante la numero 24,
en ella se hace mencion al caracter asintético de dos rectas

paralelas.
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Fig, 19

Lobachevski demuestra que dos rectas paralelas se aproximan de
manera indefinida la una a la otra en el sentido del paralelismo,
como si se juntaran en un punto en el infinito, mientras que
divergen (se alejan) una de la otra en el sentido opuesto.
(13 4 2 2 .
Si se prolongan mas y mas dos rectas paralelas en el sentido
del paralelismo, las rectas se aproximan entre ellas tanto como

se quiera ’ (proposicion 24)

Muestra también que las dos rectas paralelas en el sentido opuesto
se alejan indefinidamente divergiendo mas y mas cada vez la una de
la otra.

En este tipo de geometria, dos rectas divergentes siempre tienen
una perpendicular comun que es la distancia mas corta entre ellas y
a partir de la cual divergen y se alejan indefinidamente la una de la

otra en ambos sentidos, tal como muestra la Figura 20.
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Este resultado, que se conoce desde que se comienza a estudiar la
geometria no euclidiana, constituyéo para muchos matematicos,
durante largo tiempo, una dificultad que les impididé comprenderla y
reconocerla. El primero en entender tal resultado, Gauss, decia al
respecto:

"No hay que confundir lo que nos parece antinatural con lo que

es absolutamente imposible

Las numeradas como 26, 27 y 28 son relativas a la geometria del
espacio.

Las dos siguientes (29 y 30) tratan sobre aspectos de la geometria
del plano y preparan el camino para la proposicion 31, que
comienza con una definicion muy importante para entender el libro
en su totalidad.

Lobachevski define como curva-limite (horociclo) a la linea curva
situada en un plano, tal que todas las perpendiculares elevadas
sobre los puntos medios de las cuerdas son paralelas entre si. Una

cualquiera de esas paralelas se denomina eje de la curva-limite.
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A través de la proposicion 33 obtiene, mediante procedimientos de
analisis, una relacion que posteriormente le permitira obtener el
angulo de paralelismo. Su redaccion es la siguiente:
“Sean AA’ = BB’= x dos rectas paralelas entre ellas en la
direccion de A hacia A’, y supongamos que estas rectas sirven
de ejes de dos arcos de curvas-limites AB = s y A’'B’ = s,

entonces se tendra s’ = se* " (proposicion 33)

La proposicion 34, define como superficie-limite (horoesfera) a la
engendrada por la revolucion de la curva-limite alrededor de uno de
sus ejes, que también sera también un eje de la superficie limite.

La proposicion 35, una de las mas importantes de todo el tratado,
ademas de obtener una serie de relaciones trigonométricas,
presenta una importante relacion funcional que permitira, en la
proposicion 36, obtener el angulo de paralelismo, que como ya

sabemos responde a la formula.

1
tani [I(x)=e &

Fig. 21
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La ultima de las proposiciones, la 37, presenta una serie de
importantes relaciones trigonomeétricas, entre ellas destacamos las

siguientes.

En un triangulo de lados a, b, c y con angulos opuestos A, B y C se

verifican las siguientes relaciones:
senA tgll(a) = senB tgli(b)

senl1(b) senll(c)
senll(a) .

cosﬁ. cosl1(b) cosIl(c) +

> T

A ~ ~ senB senC

cosA + cosB cosC = -
senll(a)

Si los lados del triangulo son muy pequenos, de acuerdo a la
proposicion 36, se pueden obtener las siguientes formulas
aproximadas:

cosfl(a) = a

2

M

senll(a) =1 -

-~

Y, por tanto, las ecuaciones anteriores se pueden escribir, para el
caso particular de triangulos muy pequenos, como

b senA = a senB
a® = b® + ¢? - 2bc L'l,»s;\

(‘,(‘)S.‘;. + COS( i.? ‘ (i') = ()
que corresponden a formulas fundamentales de la trigonometria
euclidiana plana.

Lobachevski finaliza esta proposicion comentando que la geometria

ordinaria es un caso particular (limite) de la geometria imaginaria.
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Una de las paginas de Investigaciones geométricas de la teoria de las

paralelas.
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Algunos de los dibujos que figuran al final de Investigaciones

geométricas de la teoria de las paralelas.
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Capitulo 11

Ultimos afios
"Hay tres cosas que nunca vuelven
atras: la palabra pronunciada, la
flecha lanzada y la oportunidad
perdida’.

Proverbio chino

En 1845 Lobachevski fue elegido nuevamente rector. Este hecho
coincidi6 con la marcha del protector Musin-Pushkin a San
Petersburgo. Por tanto, el puesto de protector de Kazan quedo,
temporalmente vacio. En estos casos, de acuerdo a las normas
establecidas, el rector se hacia cargo del protectorado. De manera
que Lobachevski tenia sobre sus espaldas wuna doble
responsabilidad: dirigir una vasta region desde el punto de vista
docente y atender a la propia universidad.

La dilatada vida universitaria de Lobachevski acabara en 1846,
pues ese ano cumplia 30 anos de servicio como profesor de
universidad. De acuerdo con los estatutos wuniversitarios los
profesores debian dejar vacante su plaza a no ser que hubiera una
peticion expresa del interesado y un informe positivo a tal demanda
autorizando a continuar como profesor unos anos mas. Con toda
seguridad, el ministro de Instruccion Publica y el Consejo de la
Universidad de Kazan hubieran sido muy favorables a emitir un

informe positivo si Lobachevski lo hubiera solicitado. Sin embargo,
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el mismo Lobachevski remiti6 una carta dirigida al ministro
redactada en los siguientes términos:
“En lo que a mi se refiere, aun sintiéndome muy reconocido al
Consejo de la Universidad por haber consentido seguir en
servicio en calidad de profesor, tengo el honor de someter a la
benevolente atencion de Vuestra Excelencia que la cdatedra de
matematicas puras pueda ser conferida a Popov, profesor del
Gymnasium de Kazan, quien en el ultimo ano ha obtenido el
grado de doctor...
...Stendo Popov atin joven y no estando, como yo, abrumado por
las obligaciones administrativas y familiares, no tardara en
ocupar su lugar entre los cientificos mas distinguidos.
En tales condiciones, mi deseo de permanecer en el puesto de

profesor no podria considerarse justo..."”

En la primera parte de la carta, el rector Lobachevski intercedia en
favor de su amigo de juventud, el profesor Simonov, rogando
encarecidamente al consejo que le mantuviera en sus funciones. La
carta tuvo su efecto y Simonov mantuvo la categoria de catedratico.

El retiro coincidio con el final de su mandato como rector, de
manera que en 1846 Lobachevski rompié amarras con su
universidad, a la que tanto habia querido y a la que tanto tiempo

habia dedicado.

§. Lobachevski abandona la universidad
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Tenia Unicamente 53 anos, una cabeza agil, un espiritu disciplinado
y un animo emprendedor. Es posible que €l esperara ser nombrado
protector de Kazan y de esta manera continuar con el trabajo que ya
estaba desempenando en funciones. El Senado, no obstante, le
propuso como auxiliar del nuevo protector. Parece inexplicable que
esto le sucediera a €l. ¢A qué se debia este desprecio?

Una de las explicaciones mas plausibles es que a mediados del siglo
XIX era evidente que en la sociedad rusa existian unas incipientes y
cada vez mas poderosas tendencias revolucionarias, inclinaciones
que provenian de Occidente y que no eran del agrado del zar Nicolas
L.

Para frenarlas, el mandatario promulgé unas disposiciones, si cabe,
aun mas reaccionarias, tratando de controlar la situacion y
derivarla hacia un control mas férreo.

El mismo zar Nicolas I impulsé varias medidas en relacion con la
vida docente en general y la universitaria en particular. En primer
lugar ces6 al ministro Uvarov, por considerarle demasiado liberal,
nombrando a Shirinski-Shijmatov, que tenia un talante controlador
y poco propicio a innovaciones; en cierta manera recordaba a
Magnitski. Es evidente que este nombramiento no favorecia a
Lobachevski, considerado como persona emprendedora, con
caracter progresista e ideas renovadoras.

En definitiva, se auguraban nuevos tiempos y su figura no era la
mas idonea de cara a dirigir el protectorado de Kazan. Lobachevski
era considerado como una persona integra e independiente, y por

tanto no convenia al ministerio.
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De repente, la educacion en el distrito de Kazan pasé a manos de
personas mediocres, pero dociles y capaces de imponer una

disciplina militar.

Nicolas I

Nicolas I (zar de Rusia de 1825 a 1855) era el tercer hijo del
zar Pablo I Cuando falleci6 su hermano mayor, el zar
Alejandro I, Nicolas le sucedié después de haber sofocado la
rebelion decembrista. Adopto

una politica interior ),
autocratica y una politica l
exterior agresiva e introdujo la
disciplina militar en el cuerpo
de funcionarios del estado;
también impidié la difusion
del pensamiento
revolucionario aplicando una
rigida censura y sometiendo a
las universidades a un

estricto control estatal, y

promoviéo el estudio de la
lengua rusa y la religion ortodoxa entre sus stbditos de otras
nacionalidades. Sostuvo varias guerras contra Iran, Turquia,

Polonia y Crimea.
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El puesto de rector fue ocupado por su companero Simonov,
persona inteligente pero poco ducha en tareas administrativas,
mientras que el protectorado lo asumiria el general Molostov.
La marcha de la universidad tuvo consecuencias inmediatas para €l
y para su familia: disminucion de sueldo, abandono de la residencia
que la universidad le habia cedido en calidad de rector, menor
influencia en los ambientes estudiantiles...
Después de casi cuarenta anos Lobachevski se incorporaba a
nuevas funciones. Si bien no ocupo6 la maxima responsabilidad del
protectorado, su influencia se seguia notando en los ambientes
educativos a pesar de que el nuevo protector no contara con é€l.
Se han conservado muchos documentos en los cuales Lobachevski
llama la atencion a los directores de los institutos y a los maestros
sobre la ensenanza de la lengua materna y de los idiomas
extranjeros. Ademas aconseja acercarse a la ensenanza de la lengua
desde tres posiciones distintas:

* como medio del pensamiento,

* como medio de formacion de la unidad del pueblo,

* como medio de comunicacion de las personas.

No se puede dejar de citar un fragmento del informe de Lobachevski
“La prescripcion al director de las escuelas de la provincia de
Saratov sobre la mejora de la ensenanza de la lengua, exigencias a
las redacciones de los alumnos y en la educacion de los alumnos en

amor a la lengua natal” (12/11/1846). Un extracto del mismo dice:
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"1) Puede ser que los maestros mismos puedan ser culpables de
que analizando con los alumnos las obras de famosos
escritores, se olviden de fijarse que, ademads del buen estilo, se
deben presentar ejemplos de un buen y bien meditado contenido
y del orden en las ideas.

2) Hay que ejercitar a los alumnos no solo en el estilo, sino
también en la composicion de toda la redaccion. Por esta razon
hay que exigir que, una vez elegido el tema, los alumnos
presenten previamente un guion con la exposicion del
contenido...

3) Hay que inculcar a los alumnos que se llama pueblo a las
personas que hablan una misma lengua, por consiguiente, la
lengua forma el primer cimiento del pueblo (o grupo étnico). La
historia nos muestra que con el declive del cardacter nacional de
un pueblo decae la lengua. Conocer lenguas extranjeras es
elogioso, pero no saber la suya, no comprender el espiritu en su
propia lengua nacional es vergonzoso. El estudio de las lenguas
extranjeras es util, incluso porque ayuda al aprendizaje de la
lengua natal. En la comparaciéon de dos lenguas se descubre la
singularidad que es propia a cada una de ellas. Si vemos que en
el mejor estamento de jos rusos menosprecian su propia lengua
y se vanaglorian del conocimiento de la lengua extranjera, hay
que lamentarlo)’ llamarlo suceso penoso de los tiempos

actuales”.
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En muchas ocasiones, en sus prescripciones a los directores de los
institutos y de las escuelas, Lobachevski plantea la necesidad de
cuidar el empleo de la lengua de los profesores y de los alumnos
para que se acostumbren a utilizar un lenguaje lleno de ideas y no
rebuscado y sin sentido. Escribia:
"...hacer saber al profesor de lengua que los alumnos
escribiesen solamente sobre los temas que ellos entienden. Si se
les propusiesen temas que ellos escuchan en las clases, esto
traeria doble provecho: consolidacion en la memoria de lo
estudiado y el habito de exposicion de sus ideas. La tendencia a
los adornos retoricos, a la imprecision de las expresiones y una
fantasia desmesurada, vistas en algunos alumnos y que es
justamente reprobada por el Consejo, obligan al profesor de
lengua a preocuparse de que las redacciones sean escritas
claramente y que abundasen en la cantidad de ideas y no por

las florituras...”

La vida familiar
Las personas que conocieron a Lobachevski afirmaban que era
una persona extremadamente educada, con un tono de voz
suave y melodioso; hablaba despacio, como si pensara cada
una de sus palabras. Respecto a su aspecto (fisico,
Lobachevski era delgado, algo encorvado y la mayoria de las
veces cabizbajo, como si siempre estuviera cavilando. Su
cardcter era mads bien serio Yy pocas veces sonreia. Su mirada

era profunda y penetrante; sus o0jos, de un gris intenso,
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conferian a su cara una expresion vivaz e inteligente. Su
cabeza estaba adornada de abundantes cabellos castarnos
que con los anos se volvieron canosos.

En sus primeros anos como profesor de universidad su
cardcter era muy jovial y sociable; pero con el tiempo, debido
al enorme trabajo y a las preocupaciones derivadas de sus
cargos, su cardcter se torné mas serio, de hecho era muy raro
verle alegre.

St bien los primeros anos de Lobachevski transcurrieron con
bastantes estrecheces econémicas, una vez nombrado profesor
de universidad su vida fue mas desahogada. Su personalidad
es ciertamente singular, al respecto comenta el historiador de
las matematicas E. T. Bell, lo siguiente:

“Poco bastaba para que despojandose del cuello y de la levita
se entregara a cualquier labor manual.

Se cuenta que un distinguido visitante extranjero, al encontrar
al Rector en mangas de camisa, le confundié con un conserje y
le pidié le mostrara la biblioteca y las colecciones del museo.
Lobachevski le mostré los mads preciados tesoros anadiendo
detenidas explicaciones. El visitante queddé encantado, muy
impresionado por la gran inteligencia y cortesia de los
empleados subalternos rusos. Al despedirse quiso entregarle
una pequena propina pero Lobachevski, ante la admiracion del
extranjero, rechazé indignado las monedas ofrecidas.
Pensando que se trataba de alguna excentricidad del

inteligente conserje, el visitante se guardé su dinero.
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Casa familiar de los Lobachevski. Los primeros anos de su
matrimonio transcurrieron en esta gran casa, de su propiedad,
con tres pisos, situada en una de las calles mads importantes
de Kazan.

Aquella noche, él y Lobachevski volvieron a encontrarse en la
cena ofrecida por el gobernador, y en ese momento se
presentaron Yy aceptaron reciprocamente todo género de

excusas”.

A punto de cumplir los 40 anos (en 1832), Lobachevski
contrajo matrimonio con Varvara A. Moiséeva, perteneciente a
una familia acomodada de Kazan. Los amigos de Lobachevski
describian a su esposa como a una persona irascible e
incapaz de gobernar la casa familiar. Incluso en algunas
ocasiones su cardcter se tornaba colérico, mientras que su
marido era todo lo contrario: sereno, prudente y educado.
Constituian, sin duda, un matrimonio singular Todo parece

indicar que Lobachevski no fue feliz en su matrimonio.
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Parece que el patrimonio aportado por Varvara A. Moiséeva al
matrimonio era importante, lo que supuso un verdadero

desahogo econémico para la familia.

Varvara A. Moiséeva esposa de Lobachevski

Este hecho permitié la compra de tres haciendas en zonas
limitrofes a Kazdan. Con el paso de los anos las dificultades a
la hora de administrar sus pequenas fincas le dieron
verdaderos quebraderos de cabeza. El mantenerlas resultaba
muy costoso, asi que decidieron venderlas y comprarse una
pequena aldea cerca de Kazan, a orillas del rio Volga. En la
aldea, Lobachevski pasaba muchos ratos. Sus reiteradas
estancias le proporcionaban tranquilidad y ademads la
posibilidad de dedicarse a una de sus grandes aficiones: la
agricultura.

Sus conocimientos de arquitectura le permitieron emprender

un ambicioso plan dentro de sus terrenos, en poco tiempo
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construyé una presa, un molino de agua, un bonito y amplio
jardin, una amplia casa, unos almacenes, cocheras, un amplio
granero, e incluso compré ganado y trabajoé las tierras. Sin
embargo, el intenso trabajo en ja universidad no le permitié
disfrutar, todo lo que él hubiera querido, de su hacienda. Con
el paso de los anos, debido a distintos factores, la familia
Lobachevski tuvo que desprenderse, con todo pesar, también
de esta hacienda e incluso hipotecar su vivienda habitual.
Este hecho supuso un nuevo disgusto para Lobachevski, que
tenia muchas esperanzas de pasar sus ultimos anos en la
aldea que tan primorosamente habia construido.

No se sabe exactamente el numero de hijos que tuvo el
matrimonio, aunque la mayoria de los historiadores se
inclinan a pensar que fueron siete (cuatro hijos y tres hijas).
Sea como fuere, sabemos que muchos de sus descendientes
murieron al poco de nacer; ademas, los supervivientes tuvieron
una salud enfermiza.

Coincidiendo con su salida de la universidad, su mujer cayo
gravemente enferma y al poco tiempo su hijo mayor, el
preferido, murié de tuberculosis.

Esta conjuncion de desgracias, unido al hecho de que estaba
quedandose ciego debido a una precoz esclerosis, debilitaron
rapidamente su salud. Los ultimos anos de vida debieron ser

muy penosos pues se sentia abandonado y enfermo.
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Con el paso del tiempo se le fue apartando de las responsabilidades
educativas del protectorado y se le requeria Unicamente cuando
habia un conflicto o desorden, que generalmente solucionaba. En

resumen, su trabajo se hizo menos agradable y mas penoso.

Ultimo retrato que se tiene de Lobachevski (1855).

Todo esto coincidié con la muerte de varios de sus hijos, con la
hipoteca de algunos bienes que poseia en los alrededores de Kazan
y, lo que es mas grave, con la aparicion de una precoz esclerosis,
provocada, sin duda, por la constante tension intelectual y, sobre

todo, por los sinsabores de los ultimos anos.

§. Obras no geomeétricas
El trabajo de Lobachevski en temas no relacionados directamente

con la geometria es profundo y muy sugestivo. Su pasion por las
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matematicas le llevd a interesarse por muchas otras ramas de esta
ciencia. Proporcionamos a continuacion las obras de tematica no
geométrica que publico entre los anos 1823 y 1852.

El primer trabajo es una pequena memoria publicada en ruso y
titulada “Acerca del origen y la propagacion del sonido en el aire”
(1823). Cinco anos mas tarde publica, también en ruso, la segunda
memoria incidiendo en el mismo tema “Acerca de la resonancia o la
vibracion reciproca de las columnas de aire” (1828). La aplicacion de
las matematicas le lleva a interesarse por aspectos relacionados con
el clima, publicando sus investigaciones en un pequeno trabajo
titulado “Acerca de la temperatura media del aire y el suelo en
algunos lugares de la Rusia Oriental” (1829). Cinco anos mas tarde
escribe un libro muy importante titulado El dlgebra o el cdalculo de
los finitos (1834) por el cual es conocido y admirado. Ese mismo ano
da a conocer sus reflexiones respecto a un caso particular de las
ecuaciones binomiales titulando el trabajo “Reduccion del grado de
la ecuacion binomial cuando el exponente menos uno es divisible
por 8” (1834).

A comienzos de los anos 30 se interesa por problemas relacionados
con las series trigonométricas. Este era una de las principales
preocupaciones entre los matematicos de la época. Lobachevski no
esta muy de acuerdo con los trabajos de A. Cauchy y Dirichlet
respecto a la convergencia de las series trigonomeétricas y publica un
articulo, en las Memorias de la Universidad de Kazdn, titulado
“Acerca de la convergencia de las series trigonomeétricas” (1834), al

ano siguiente incide nuevamente en el tema de la convergencia, y
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publica un extenso articulo titulado “Método para asegurarse de la
convergencia de las series infinitas y aproximarse a los valores de
las funciones de los numeros muy grandes” (1835) que también ve
la luz en las Memorias de la Universidad de Kazdn, este asunto le
preocupo durante largo tiempo. En 1836, vuelve publicar sus
reflexiones en aleman bajo el titulo “Uber die Convergenz der
unendilichen Reihen”. Al ser los puntos de vista, en parte, bastante
revolucionarios, el ministro de Instruccion Publica encargo, el ano
1842, un comentario critico a la Academia de Ciencias de San
Petersburgo. El informe cay6 nuevamente en manos del matematico
Ostrogradski, que escribio:
“La Academia me ha encargado examinar una memoria acerca
de las convergencias de las series y hacer un informe sobre ella.
El autor de tal memoria, senor Lobachevski, rector de la
Universidad de Kazan, me es conocido, y a decir verdad, bajo
un aspecto desfavorable, por la creacion de una nueva
geometria que él califica de imaginaria, por un tratado de
algebra bastante voluminoso y por varias disertaciones sobre
diversas cuestiones de andlisis matemdtico. La memoria que
acabo de leer no contribuye a modificar la reputacion que yo
tengo sobre el autor Lobachevski ya que desdena las exigencias
elementales de un razonamiento riguroso, complica su trabajo,
por puro placer. En vista de lo cual considero que dicha memoria

no merece la aprobacion de la Academia”
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Lobachevski también reflexion6 sobre algunos temas clasicos
relativos a la mecanica. En 1834, en Memorias de la Universidad de
Kazdn, escribio una memoria titulada “Ecuaciones convencionales
del movimiento y la posicion de los ejes principales de rotacion de
un sistema solido” (1834). Sus amplios conocimientos de
astronomia le permiten participar en una expedicion -cientifica,
realizada a Penza, para observar un eclipse de Sol ocurrido en junio
de 1842. En dicha expedicion participa junto al astronomo
Liapunov. Ese mismo ano escribe una pequena memoria sobre
aspectos de la probabilidad, que se publica en el Journal de Crelle, y
cuyo titulo es “Sur la probabilité des resultats moyens, tirés des
observations répétées” (1842).

Sus ultimos trabajos no geomeétricos los escribe entre 1845 y 1852.
El primero de ellos es un comentario critico relativo a un trabajo,
dirigido por el mismo Lobachevski, realizado por su alumno A. F.
Popov, este trabajo corresponde a la tesis de Popov como candidato
a doctor en ciencias matematicas y astronomicas.

Su ultimo trabajo no geomeétrico se titula “Acerca de los valores de
algunas integrales definidas” (1852) y esta relacionado con una de
las memorias sobre su geometria imaginaria que titulé “Aplicacion
de la geometria imaginaria a algunas integrales”.

Si bien estos trabajos no estan a la altura e importancia de sus
logros geométricos, si podemos senalar que varios de ellos encierran
ideas originales y novedosas; por ejemplo es uno de los primeros
cientificos en distinguir claramente entre las funciones continuas y

las diferenciables.
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Pero sin duda, su obra mas importante, tanto por su contenido

como por su extension, fue su tratado de algebra.

§. El algebra o el calculo de los finitos (1834)
Como ya sabemos, en 1824, Lobachevski prepar6é unos apuntes
destinados a publicarse y poder ser utilizados como manual en los
institutos de ensenanza secundaria. Uno de ellos llevaba por titulo
El dlgebra o el calculo de los finitos. Se sabe que el Consejo recibio el
19 de septiembre de 1825 el dictamen del texto, que se habia
encargado al profesor Nikolski, de la seccion fisicomatematica de la
Academia, y donde informaba:
"Aunque dicha Algebra es un pequeno manual, el autor ha
logrado introducir en él todas las nociones necesarias,
presentandolas de una manera muy personal, con tal precision
y en forma tan completa que seria dificil agregar algo mads. Por
tal motivo, la misma puede ser introducida en los institutos con

el mayor provecho”

A pesar del positivo informe, el pequeno texto no llego a publicarse
nunca. Con el paso de los anos, Lobachevski debio repensar el
contenido del manuscrito y, decidi6 ampliarlo y completarlo. Por
ultimo, lo adapto para la ensenanza en la universidad y lo publico
en 1834. La edicion corrié por su cuenta: no hay que olvidar que en
esos momentos su situacion economica era bastante boyante.

Lobachevski agrego tres capitulos mas a su anterior manuscrito. El

libro contenia, ahora, un total 17 capitulos. Ademas, reordend la
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materia de manera que en las dos versiones el tltimo capitulo era el

mismo, si bien tratado mas profundamente en la Gltima version.

En el prefacio del libro Lobachevski, explica el contenido de su libro

de la manera siguiente:
"Los ediculos de todo género se efectuan con vistas a encontrar
una incognita; por eso las reglas del cdlculo estan reunidas en
un método, el andlisis. Este puede ser dividido en Aritmética,
Algebra y Cdlculo Diferencial. En Aritmética se comienza por los
ejemplos numéricos; después, en Algebra, manteniendo
gradacion de los conceptos, los numeros se sustituyen poco a
poco por letras, evitando, sin embargo, el método infinitesimal o
de los limites, que exige mas esfuerzos de reflexion y constituye
la parte ultima y suprema del andlisis. En ese sentido, el
Algebra es también la ciencia que Newton ha llamado aritmética
general, para diferenciarla de la aritmética de los numeros, y
que también justamente puede ser llamada cdlculo de los finitos,
para oponerlo al Cdalculo Diferencial o Cdlculo Infinitesimal,
donde introducimos elementos funcionalmente nuevos
cualquiera que sea la forma bajo la cual busquemos
representarlos por cuestion de rigurosidad, atributo esencial de

toda teoria matematica'.

También expone unas reflexiones desde el punto de vista pedagogico
que posteriormente ampliara:
"Ademadas, estoy seguro de que las nociones no deben adquirirse

por la experiencia, sino que deben ser explicadas de entrada en
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toda su amplitud, con precisiéon, claridad}' pureza, para después
consolidarse con ejercicios, para que se anclen con profundidad
en la memoria y puedan aplicarse a estudios ulteriores. Tal es la
regla esencial en el arte de ensenar las matemdticas, cuyas
dificultades residen unicamente en la abstraccion y la amplitud
de las nociones, y que, para que sean fdciles, exigen que no
dejemos de ejercer nuestro juicio sirviéndonos de signos como

abreviaturas de las representaciones mentales...”

El texto de Lobachevski estaba a la altura de los dos grandes textos
algebraicos de la época, nos referimos al famosisimo libro sobre
Algebra de L. Euler y al Cours d'analyse algébrique del matematico

francés A. Cauchy, publicado en Paris en 1821.
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El algebra de Lobachevski

Capitulos Contenido

Del I al XII Sobre las operaciones aritméticas con
los niimeros positivos y negativos.

* las expresiones algebraicas

= la resolucion de las ecuaciones de
primer grado,

¢ la teoria de las potencias y raices,

* logaritmos, operaciones y
aplicaciones

XHI y XIV Estan dedicados a las funciones
trigonométricas determinadas mediante
funciones exponenciales utilizando las
conocidas formulas de Fuler.

XV Generalidades sobre diferencias finitas.

XVIy XVII Resolucion de ecuaciones de grados
superiores.

Por la disposicion del material y el tratamiento del contenido, la
obra de Lobachevski se parece mas al libro de Euler que al de
Cauchy.
En un momento dado Lobachevski escribe:

“la solucion general de ecuaciones de grados superiores al

cuarto, todavia no se ha encontrado...”

Lo que nos muestra que ignoraba la existencia de la memoria del
matematico noruego N. Abel, aparecida en 1829, que establece la
imposibilidad de resolver (por radicales) las ecuaciones superiores al

4o grado.
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La ultima obra geométrica: “Pangeometria”
En 1855 se celebraba el cincuentenario de la fundaciéon de la
Uniwersidad de Kazan y por ese motivo invitaron a
Lobachevski a escribir un articulo a incluir en un numero
conmemorativo especial.
A pesar de estar enfermo e impedido visualmente, se puso a
trabajar y ese mismo ano tuvo aun fuerzas para concluir una
obra titulada "Pangeometria ”, aparecida en las Memorias de
la Universidad de Kazan en el mismo 1855 en ruso.
Como la celebracion del cincuentenario se aplazé al arno
siguiente (Lobachevski ya habia fallecido) los responsables de
la publicacion del numero especial recurrieron al articulo de
Lobachevski del ano anterior pero traducido al francés.
La “Pangeometria” no contiene prdcticamente nada nuevo que
Lobachevski no hubiera dicho ya con anterioridad, quizas los
aspectos mas relevantes son los siguientes.
* Es una obra escrita de manera menos clara que obras
anteriores, lo que seguramente no ayudo, en su época, a su
comprension.
* No contiene ni un solo dibujo, hay que tener en cuenta que en
esa época Lobachevski estaba prdacticamente ciego y dictaba
sus trabajos a estudiantes que colaboraron con él.
* La obra estda plagada de resultados, muchos de ellos
obtenidos mentalmente, que venian a mejorar cadlculos
publicados anteriormente.

A Lobachevski le preocupaba que su geometria fuera una
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ciencia consistente desde el punto de vista logico, ésto es,
exenta de contradicciones internas. Al respecto, en el final de
su obra dice:

"Habiendo mostrado en lo que precede de qué modo es preciso
calcular la longitud de las lineas curvas, el area de las
superficies y el volumen de los cuerpos, nos es permitido
afirmar que la Pangeometria es una ciencia completa. Una
simple ojeada sobre las ecuaciones que expresan la
dependencia existente entre los lados y los dngulos de los
triangulos rectilineos, es suficiente para demostrar que, a
partir de aqui, la Pangeometria desarrolla un método analitico
que reemplaza y generaliza los métodos analiticos de la
Geometria ordinaria... Asi, las ecuaciones son la base de la
Geometria mas general pues no dependen de la suposicion de
que la suma de los tres dangulos de todo triangulo rectilineo
sea igual a dos angulos rectos”.

La “Pangeometria” finaliza con una reflexion sobre un tema
que durante buena parte de su vida le habia preocupado: el
tipo de geometria tiene lugar en la naturaleza.

Solo la experiencia puede confirmar la hipétesis del postulado
de Euclides, por ejemplo la medida efectiva de los tres angulos
de un triadngulo rectilineo, la cual puede efectuarse de diversas

maneras’”’

Hay que destacar que Lobachevski expone en su obra muchos

resultados conocidos por otros autores, pero lo hace de una manera

207 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

mas elegante. Es de senalar el tratamiento de la serie binomial y de
la serie para el logaritmo. También presenta una teoria elemental de
los determinantes y un nuevo procedimiento para el calculo de las
raices de las ecuaciones algebraicas. Este procedimiento fue muy
difundido en su época, pero curiosamente es conocido bajo el
nombre de método de Graeffe (la memoria de Graeffe se publico en
1837).

Para finalizar, diremos que el manual de Lobachevski es muy
original y constituyoé una obra de matematicas notable. De hecho,
Lobachevski fue conocido en su época por el contenido de este libro

y no por sus investigaciones geomeétricas.

§. El fallecimiento de Lobachevski
Su salud se fue deteriorando de tal manera que en 1855 dejo de
ejercer todos sus cargos y responsabilidades. Un ano mas tarde,

exactamente el 12 de febrero de 1856, fallecio.
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La tumba de Lobachevski.

En los funerales celebrados en su honor, el profesor N. N. Blich

pronuncié un apasionado y emotivo discurso que reproducimos en

parte:
"Hace exactamente 51 anos, dia por dia, el 14 de febrero de
1805, los alumnos del Gymnasium de Kazdan asistian con su
director y sus maestros a la inauguracion solemne de la
Universidad de Kazan, beneficio supremo aportado a nuestra
region por la voluntad del emperador Alejandro 1. Entre esos
alumnos, de los cuales pocos estdn vivos, se encontraba éste,
alrededor de cuya tumba nos hemos reunido hoy, con el corazon
apretado, para decirle nuestro adiés en el poértico de la
inexorable eternidad, en este dia aniversario de la inauguracion.
Hay en esa coincidencia de fechas un sentido misterioso, pero

hermoso, que aclara toda la vida del difunto. La inauguraciéon de
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la universidad abrié un brillante porvenir a las ciencias en
nuestra distante regiéon. Los contempordaneos de la época citan
la sed de conocimientos, la ardiente aspiracion que se apodero
entonces de esos jovenes espiritus a los cuales se ofrecia la
posibilidad de satisfacer su celo noble y puro. El talento y el
trabajo intelectual no podian hundirse en el olvido: ante ellos se
abria un largo camino. Entre esos jovenes, los hijos mayores,
mejores, de nuestra joven universidad, estaba Nikolai Ivanovich
Lobachevski, nuestro venerado jefe. Formado para la ciencia
entre las paredes de esta universidad, consagré a ella toda su
vida. No podriamos citar un solo acontecimiento, ningun hecho
por poco notable que fuese en la historia de nuestra
universidad, desde entonces hasta hoy, sin asociarlo al nombre
de Lobachevski. Su noble vida esta intimamente unida a la
historia de la Universidad de Kazan; esa vida es una cronica
viva de aquélla, de sus esperanzas y aspiraciones, de su
crecimiento y de su desarrollo. El primer miembro de nuestro
centro docente en hacerse de un nombre en la ciencia fue
Lobachevski, su mejor pupilo. No nos pertenece hablar aqui de
sus trabajos de matemdticas que le valieran el renombre y la
gloria; sé6lo mencionemos lo que ha hecho por la universidad.
Recordemos que fue rector durante 19 anos consecutivos, lo que
es casi un ejemplo sin precedentes. jQué no ha hecho en el
transcurso de ese largo periodo de actividad administratival
Cientifico devoto en cuerpo y alma a su trabajo, se preocupd

constantemente en favorecer el conocimiento de tal suerte que,

210 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

en esta provincia alejada, la ciencia marchase con su tiempo.
Como mentor formé varias generaciones de profesores de
matematicas, que le deben toda su cultura. Como administrador
aumentdé los medios materiales de la universidad que le es
deudora de muchas cosas. Estas paredes, estos bellos edificios
que rodean la construccion central, la preciosa coleccion de
libros de la biblioteca y el valioso mobiliario de los gabinetes,
deben su existencia a la actividad incesante de Nikolai
Ivanovich y, a menudo, a su sola iniciativa. Acogié con favor
toda proposicion o accion util y la idea de ello con frecuencia
emanaba de él mismo. Durante cerca de 50 anos sirvio a la
ciencia, a nuestro bien comun, con abnegacion, tenacidad y
honradez. Su vida entera, desde sus fuerzas vigorosas hasta
las aspiraciones vacilantes de la vejez, cuando su espiritu entro
en lucha contra la debilidad del cuerpo, fue consagrada a su
universidad querida; el nombre de Lobachevski figura con honor
en cada pagina de su historia, que de él guarda un recuerdo
reconocido. La ciencia y el conocimiento, tales fueron los
intereses mayores de su vida laboriosa Sirvié con constancia y
rectitud a la causa que habia desposado en su juventud y jamas
volvié la espalda a la via escogida. Incluso en sus ultimos
tiempos, cuando los sufrimientos fisicos afectaban gravemente
su moral, y sus fuerzas la traicionaban, su corazén permanecio,
como en el pasado, fiel a la ciencia y a su causa. Jamads
olvidaremos cémo, abatido por la enfermedad y herido por la

ceguera, sin embargo, no dejaba de venir a nuestros examenes
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Yy a nuestras reuniones solemnes, sin cesar jamds de
interesarse en todo lo que le rodeaba. Estamos embargados de
un profundo sentimiento de respeto por ese hombre noble y
venerado que, a despecho de su extremo agotamiento,

permanecio fiel a su deber y a su vocacion.

Monasterio de San Juan en Kazan.

Agradezcamosle de todo corazon, en este momento solemne y
doloroso en que le damos nuestro ultimo adiés, por esa vida
consagrada a la ciencia, toda penetrada de un solo pensamiento
sublime, eminentemente digno de citarse como ejemplo. Un
hombre que, como objetivo de su vida, ha escogido trabajar en el
dominio espiritual, tiene sobre lo$ otros la ventaja de que su
nombre y su recuerdo no estan a punto de borrarse. Las proezas

intelectuales nos son mas valiosas que todas las demdads, porque
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so6lo la ciencia, el pensamiento y el conocimiento forman los
fundamentos de la prosperidad social. Por eso todos nosotros
tenemos el corazon apretado ante este ataud. Como el propio
pensamiento, un pensador no debe morir, y él vivird, porque el
pensamiento no muere. jAdiéos noble sembrador del espiritu y

del pensamiento!

Monumento a Lobachevski en Kazdn.

Te acompanaran en la via desierta de la eternidad, nuestros
sinceros lamentos. jNo has vivido en vano, has consumado tu
vocacion con integridad, el recuerdo de tu existencia nos servird
de ejemplo! jGracias por habernos dado con tu vida una leccion
imperecedera! jPaz a tus cenizas! jQue tu recuerdo viva

eternamente!”.
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Habia muerto el hombre pero nacia el mito.
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Capitulo 12
Gauss, Bolyai, Riemann Los otros padres de las geometrias no
euclidianas
"Los axiomas geométricos no son,
pues, ni juicios sintéticos a priori ni
hechos experimentales”.

Henri Poincaré

§. Gauss y el problema de las paralelas

Actualmente, Gauss es considerado uno de los tres matematicos
mas importantes de todos los tiempos (los otros dos son Arquimedes
y Newton) y el mas sobresaliente entre todos los que trabajaron en
el problema de las paralelas.

Gauss estudio en la Universidad de Goéttingen, donde A. G. Kastner
(1719-1800) era catedratico de matematicas. Alli conocio también a
su amigo el hungaro Farkas Bolyai, que a la postre también se
dedicaria, durante muchos anos, al problema de las paralelas. Los
primeros trabajos de Gauss sobre el quinto postulado discurrieron
por dos vias: una de ellas defendia la posibilidad de nuevas
geometrias y la otra daba cabida al descubrimiento de
contradicciones al modo de Saccheri.

Gauss conocia el problema desde muy joven. En una carta dirigida
a su amigo Schumacher, escrita el ano 1831, le dice que desde que
tenia 15 anos ya era consciente de que podia existir una geometria
distinta a la del sabio Euclides y perfectamente consistente desde el

punto de vista logico.
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Los primeros contactos de Gauss con el problema de las paralelas
seguramente provienen de su maestro Kastner. Al igual que
Lambert, el profesor Kastner estaba convencido de que el quinto
postulado no podia ser probado a partir de los otros cuatro.

Los documentos que permiten entender el proceso de las
investigaciones seguidas por Gauss respecto del problema de las
paralelas son principalmente cartas que €l mismo envio a distintos
cientificos: Schweikart, Taurinus, Farkas Bolyai, Janos Bolyai,
Gerling, Bessel, Schumacher etc. A modo de resumen, sabemos que
Gauss habia descubierto en su geometria una unidad absoluta, al
igual que Lambert. Ademas, en sus formulas hace referencia a una
constante K similar a las que obtuvo Schweikart y que mas tarde
también obtendrian Lobachevski y Janos Bolyai. Lo que se pone de
relieve en las cartas es la inmensa tragedia que tuvo que suponer
para Gauss ir en contra del pensamiento dominante, defendido por

I. Kant en la Critica de ja razén pura, editada en 1781.
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Sello conmemorativo de la antigua Reptublica Democrdtica Alemana

dedicado a C. F. Gauss.
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Este contratiempo personal le inclina inicialmente a defender, de
alguna manera, las ideas del filosofo. Los planteamientos de esta
influencia se pueden seguir en las cartas que escribio a distintas
personas entre los anos 1799 y 1813. La cuestion que aborda
durante este periodo es la demostracion del quinto postulado
partiendo de la hipotesis de su falsedad.
En la segunda etapa, Gauss supera todos los obstaculos y
vacilaciones y se lanza a construir teoremas de lo que €l llamara
primero geometria antieuclidiana, posteriormente geometria astral y,
por ultimo, geometria no euclidiana. De la que algunos autores,
como Morris Kline, le consideran el descubridor.
Sea como fuere, Gauss trabajo en secreto durante muchos anos en
el problema de las paralelas. En 1799 (tenia 22 anos) escribio una
carta a su amigo F. Bolyai en los siguientes términos:
"En cuanto a mi, he hecho ya algunos progresos en mi trabajo.
Sin embargo, el camino que he elegido no conduce en absoluto a
la meta que buscamos [la deduccion del axioma de las
paralelas], cual me asegurdis haber alcanzado. Mdas bien parece
obligarme a dudar de la verdad de la geometria misma. Bien es
verdad que he llegado a resultados que para la mayoria de la
gente constituirian una demostracion [de la deduccion del
axioma de las paralelas de Euclides a partir de los otros
axiomas/; pero a mi entender no prueban absolutamente nada.
Por ejemplo, si pudiéramos demostrar la existencia de un

triangulo rectilineo cuya drea sea mayor que cualquier drea
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dada, entonces estaria dispuesto a probar toda la geometria
[euclidea] de forma totalmente rigurosa.

La mayoria tomaria esta afirmacion por un axioma; pero yo no.
Podria, efectivamente, ocurrir que el area permaneciera siempre
por debajo de un cierto limite, por muy lejanos entre si que

pudieran estar los vértices del triangulo

En 1824, ocho anos antes de la aparicion de la obra de J. Bolyai y
cinco anos antes de la publicacion del primer opusculo (en ruso) de
Lobachevski, Gauss escribe a Taurinus una carta de un gran
interés en la que se pueden ver los avances que habia realizado en
la geometria no euclidea:
"En cuanto a tu intento no tengo nada (o casi nada) que decir
salvo que es incompleto. Cierto es que tu demostracion de la
prueba de que la suma de los tres angulos de un triangulo plano
no puede superar 180a carece, en cierto sentido, de rigor
geométrico. Pero esto en si mismo tiene fdacil remedio y no existe
duda de que tal imposibilidad puede probarse con todo rigor.
Pero la situacion es muy diferente en la parte segunda: que la
suma de angulos no pueda ser menor que 180a; éste es el punto
critico, el escollo en que ocurren todos los naufragios. Supongo
que no te has ocupado de este problema por mucho tiempo. Yo
he reflexionado sobre él cerca de 30 anos, y no creo que haya
nadie que haya pensado sobre esta segunda parte mas que yo,

aunque nunca he publicado nada.
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La hipétesis de que la suma de los tres angulos es menor que
180a conduce a una curiosa geometria, muy diferente de la
nuestra [la euclidea], pero completamente consistente, la cual he
desarrollado a mi entera satisfaccion, de manera que puedo
resolver cualquier problema de ella, a excepcion de la
determinacion de una constante, que no puede ser designada a
priori: cuanto mas grande se tome la constante, mas se
aproxima esta geometria a la euclidea; y coincide con ella
cuando la constante es infinitamente grande. Los teoremas de
esta geometria parecen paraddjicos y, al no iniciado, absurdos;
pero una pausada y constante reflexion revela que no contienen
nada imposible en absoluto. Por ejemplo, los tres dngulos de un
triangulo pueden llegar a ser tan pequerios como se desee, con
solo alargar los lados suficientemente; sin embargo, el darea del
triangulo nunca puede pasar de un limite definido, no importa lo
que se alarguen los lados, ni tampoco alcanzarlo.

Todos mis esfuerzos para descubrir una contradiccion, una
inconsistencia, en esta geometria no euclidea han sido vanos, y
la unica cosa en la que se opone a nuestras concepciones es
que, si fuese cierta, existiria en el espacio una magnitud lineal,
determinada por ella misma (pero desconocida para nosotros).
Pero me parece que, a pesar de los metafisicos, sabemos muy
poco, o casi nada acerca de la naturaleza real del espacio, como
para considerar un absolutamente imposible lo que nos parece
como no natural. Si esta geometria no euclidea fuese cierta y

fuera posible comparar tal constante con magnitudes tales como
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las que encontramos en nuestras mediciones de la Tierra y de
los cielos, podria ser determinada a  posteriori.
Consecuentemente, bromeando he expresado algunas veces el
deseo de que la geometria euclidea no fuese cierta, pues
entonces tendriamos a priori una unidad de medida absoluta.

No temo que un hombre que ha demostrado poseer una mente
matematica reflexiva interpretara mal lo que acabo de decir,
pero en todo caso, considera esto como comunicacion privada de
la que no se ha de hacer uso publico, ni otro ninguno que
pudiera llevar a cualquier tipo de publicidad. Tal vez yo mismo,
si tengo mas tiempo que el que ahora poseo, publique mis

investigaciones”.

Gauss es el primer matematico que se dio cuenta de que la
geometria euclidea no es necesariamente la geometria del espacio
fisico. De hecho (segun cuenta Morris Kline) intento verificar qué
tipo de geometria describia mejor el espacio fisico. En un escrito,
fechado en 1827, comunica a la comunidad cientifica que habia
medido la suma de los angulos del triangulo formado por las
cumbres de tres montanas (con la intencion de saber si era mayor,
menor o igual a 180°), la referida suma excedia de 180° en
aproximadamente 15”:qué significaba este resultado?

Gauss era consciente que este resultado no probaba nada, puesto
que el triangulo en cuestion era demasiado pequeno y, ademas, en
esa época los aparatos de medida no tenian la suficiente precision.

Durante anos, y en secreto, Gauss debio realizar esfuerzos de toda
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indole para justificar la nueva geometria, asi como para saber cual

es la geometria que mejor explica el mundo en que vivimos.

A primera vista, la idea de que alguna de estas extranas geometrias

podia competir e incluso suplantar a la geometria clasica de

Euclides parecia un absurdo. En 1817, en una carta dirigida por

Gauss a H. W. Olbers (1758-1840) ya se puede leer:
“Estoy cada vez mas convencido de que la necesidad fisica de
nuestra geometria euclidea no puede ser probada, al menos no
por la razéon humana ni para la razon humana. Quiza en otra
vida podamos obtener una vision profunda de la naturaleza del
espacio que, por el momento es inalcanzable. Hasta entonces,
no debemos colocar la geometria al nivel de la aritmética, que es

puramente a priori, sino al de la mecanica’.

A juicio de muchos historiadores de las matematicas, este
comentario indica que Gauss fue el primero en creer que era
posible, desde el punto de vista logico, una geometria no euclidiana,
y que los intentos de encontrar contradiccion en ellas eran, por

tanto, vanos.

221 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

o

B

La Universidad de Géttingen, donde Gauss trabajo casi 50 anos, en

un grabado antiguo.

En su largo recorrido intelectual Gauss paso por ciertos miedos y
zozobras en relacion con la aventura de las paralelas, que
claramente expresa en cartas que dirigidas a L. Ch. Gerling y a F.
W. Bessel.
“Me siento muy contento de saber que usted tenga el valor de
reconocer la eventualidad de que nuestra teoria de las paralelas
Yy, por tanto, toda nuestra geometria, sean falsas. Pero las
avispas, cuyo nido usted destruye, se levantaran sobre nuestra

cabeza'.

Carta de Gauss a L. Ch. Gerling (1818).

“Es probable que no pueda escribir rapidamente mis
investigaciones sobre el problema de las paralelas para que

puedan ser publicadas. Ademds, es posible que no me decida
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jamds a escribirlas, puesto que temo a los gritos de los beodos
cuando enuncie mis puntos de vista ”.

Carta de Gauss a F. W. Bessel (1829).

Entre las cartas y manuscritos redactados por Gauss se encuentran

dos de verdadero interés, dirigidas a Schumacher (1831 y 1846).
“Hace algunas semanas he comenzado a escribir algunos
resultados de mis meditaciones sobre este asunto, que se
remontan en parte a cuarenta anos, y de los cuales nada habia
redactado, lo que me ha obligado tres o cuatro veces a empezar
de nuevo toda la labor en mi cabeza. No quisiera, sin embargo,
que todo esto pereciera conmigo”.
Carta de Gauss a Schumacher (1831).
“Recientemente tuve la ocasion de hojear de nuevo el libro de
Lobachevski (Geometrische Untersuchungen zur Theorie der
Parallellinien, 1840), que contiene los principios de la geometria
que deberia existir y que seria rigurosamente consecuente si la
geometria euclidiana no fuera verdadera. Un tal Schweikart ha
dado a esa geometria el nombre de Astralgeometria; el propio
Lobachevski la llama geometria imaginaria. Usted sabe que
hace ya 54 anos (desde 1792) que tengo la misma conviccion
(que he ampliado un poco en estos ultimos tiempos, pero sobre
la cual no quiero detenerme aqui); en cuanto al objeto de la
misma; no he encontrado nada nuevo para mi en la obra de
Lobachevski; pero al desarrollarla, el autor sigue una via

diferente a la mia y hace demostraciéon de un arte consumado,
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de un espiritu puramente geométrico. Considero mi deber llamar
la atencion sobre ese libro a usted que, sin duda alguna, le
complacera mucho "

Carta de Gauss a Schumacher (1846).

Los Bolyai

Farkas Bolyai
Farkas Bolyai (1775-1856) fue el padre de Janos Bolyai.
Estudié en Goéttingen, donde Kastner fue su profesor y fue
companero de Gauss, del que seria un buen amigo.
Posteriormente ensendé matemadtica, fisica y quimica en

Marosvasarhely (Hungria).

AABAABBBBBBBBABBBBABBBDBBN

MAGYAR POSTA

E
s

Izquierda: Farkas Bolyai. Derecha: Imagen de Janos Bolyai en
un sello hungaro, se piensa que el retrato es figurado ya que

no existe ninguna imagen auténtica suya.

Farkas Bolyai se interesé por el postulado de las paralelas ya

desde su época universitaria. Se carte6 con Gauss acerca de
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este tema durante la mayor parte de su vida, en ocasiones
para comunicarle resultados propios y en otras para
informarle de las investigaciones realizadas por su hijo.

Su principal trabajo, Tentamen Juventutem studiosa in
elementa Matheseos (1832-33) fue un intento de conseguir una
base sistemdtica y rigurosa de la geometria, aritmética,
algebra y andlisis. Era claramente un libro menor pero que
incluia un apéndice importantisimo: la obra geométrica de su
hijo Janos.

Cuando Farkas Bolyai renegé del postulado de las paralelas
se dedicoé a escribir poesia, componer musica Yy escribir arte

dramdatico.

Janos Bolyai

Janos Bolyai (1802-1860) nacié en Transilvania, en un tiempo
en el que era parte del imperio austro-htingaro (aunque la
entonces ciudad hungara de Kolozsvar se llama ahora Ctuj y
pertenece a Rumania). Janos tenia una mente muy capaz para
las matematicas y con sélo 13 arnos ya dominaba el calculo y
las matemadticas superiores. También llegé a ser un estupendo
violinista. Estudié en el Colegio Real de Ingenieria, en Viena,
desde 1818 hasta 1822. Posteriormente se unié al cuerpo de
ingenieros de la armada, donde pasé 11 anos. Se cuenta que
Fue el mejor practicante de esgrima y bailarin de la armada
del imperio austriaco. Es un personagje singular y un excelente

lingtiista, hablaba 9 idiomas entre los que se incluian el chino
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y el tibetano.

La influencia de su padre fue fundamental. Entre 1820 y 1823
preparé un tratado sobre un sistema completo de geometria no
euclidiana. Antes de que se publicara su trabajo, descubrio
que Gauss ya habia trabajado en el mismo tema y habia
obtenido resultados similares. A pesar de que Gauss no
publicé6 nunca su trabajo, quizas por falta de confianza, esto
supuso un duro golpe para Janos Bolyai. De cualquier forma,
su trabajo se publicaria en 1832 como apéndice a un libro de
su padre. Janos padecio fiebres que le imposibilitaron trabajar
en muchas ocasiones y en 1833 fue jubilado en su carrera
militar. Aunque nunca public6 mas de las 24 pdaginas del
famoso apéndice, dejé mas de 20.000 paginas manuscritas de
trabajo matematico cuando murié. Actualmente se pueden
encontrar la mayoria de sus escritos en la biblioteca Bolyai-

Teleki en Tirgu-Mures (Rumania).

Para finalizar, no queremos olvidar una obra fundamental de Gauss
en el campo de la geometria: Disquisitiones generales circa
superficies curvas (1828).

En esta obra Gauss pone las bases de la geometria diferencial. En
efecto, Gauss fue el primero en abordar sistematicamente el estudio
de las superficies del espacio euclideo iniciando asi la después
denominada geometria diferencial (nombre que se debe al geometra
italiano L. Bianchi (1856-1928). Si bien, el estudio de las superficies

alabeadas ya habian sido considerado por Euler, Monge y otros.
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En esta obra Gauss pone ya de manifiesto el papel determinante de
la curvatura (denominada hoy curvatura de Gauss). Ya se
vislumbran las distinciones entre los aspectos locales y globales, e
intrinseco y extrinseco, en el estudio de las superficies. Gauss
también fue el primero en darse cuenta que era mas conveniente
pensar en las superficies como objetos que se pueden dotar
localmente de dos coordenadas, y no como subconjuntos del espacio
cuyas coordenadas verifican una determinada relacion o como
fronteras de solidos.

Un logro importante de Gauss fue la demostracion de que la
curvatura depende de la métrica y no de la forma en que la
superficie se dobla dentro del espacio tridimensional Entre sus
resultados mas importantes figura el famoso theorema egregium en
el que establece la invariancia del valor de la curvatura de Gauss,
asi como el teorema integral de Gauss-Bonnet que relaciona el valor
de la curvatura de la superficie con la curvatura geodésica, y que a
la postre se ha convertido en el recurso mas importante de la teoria
global de superficies.

Los trabajos de Gauss servirian posteriormente a B. Riemann para

que construyera su geometria diferencial n-dimensional.

§. La obra geométrica de los Bolyai

Los Bolyai comenzaron a estudiar el problema de las paralelas
seguramente convencidos de que encontrarian la solucion. De
hecho, Farkas mando un escrito a Gauss en el que le informaba de

sus hallazgos y lo cerca que estaba de la solucion. Sin embargo, los
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esfuerzos de Farkas fueron tan enormes y penosos que cuando su
hijo le comunicé que estaba trabajando en el problema de las
paralelas le escribio en los siguientes términos:
"No debes intentar asi el problema de las paralelas. Yo conozco
ese camino hasta su mismisimo fin. He atravesado esa noche
sin fondo, que extinguié toda luz y alegria de mi vida. Te suplico
que abandones la ciencia de las paralelas...
Me di media vuelta cuando comprendi que ningun hombre puede
alcanzar el fondo de esa noche. Regresé desconsolado,

sintiendo misericordia de mi y de toda la humanidad”.

En otro lugar Farkas Bolyai le dice a su hijo:
“Me parece haber estado ya en esas regiones; haber viajado por
todos los escollos de ese infernal Mar Muerto, y haber regresado
siempre con el madstil quebrado y la vela desgarrada. El mal
estado en que me hallo y mi postracion datan de esa época. Sin
pensarlo arriesgue mi vida y mi felicidad... Te ruego que

»

abandones ese camino...

A pesar de tan dolidas recomendaciones, sin embargo Janos Bolyai
sigui6 trabajando en el problema de las paralelas.
“Estoy decidido ahora a publicar una obra sobre la teoria de las
paralelas, apenas haya ordenado la materia y las
circunstancias me lo permitan. No lo he hecho todavia; pero el
camino que he seguido ha ciertamente, por decirlo asi, casi

alcanzado el propésito; el propdsito propio no esta alcanzado;
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pero he descubierto cosas tan hermosas, que me he quedado
sorprendido con ellas y se deberia lamentar por siempre que se
hubiesen perdido. Cuando las vedis lo reconoceréis vos mismo.
Entre tanto no os puedo decir mas que esto: he creado de la
nada un nuevo universo. Todo lo que os he comunicado hasta
ahora no es mas que un palacio de papel frente a esta torre.
Estoy tan persuadido de que ésto me dara gloria, como si
hubiese ya acaecido”.

Carta de J. Bolyai a su padre (1823).

Farkas Bolyai expreso el deseo de incluir inmediatamente en su
obra Tentamen la teoria de su hijo, porque:

“..st la cosa esta realmente conseguida, es conveniente
apresurarse a darla a la luz publica por dos motivos: primero,
porque las ideas pasan facilmente de uno a otro, que puede
anticiparse a publicarlas; en segundo lugar, porque hay también
algo de verdad en esto que muchas cosas tienen una época, en
la cual son descubiertas al mismo tiempo en mads lugares,
precisamente como en primavera brotan las violetas en todas
partes; y puesto que toda lucha cientifica es sélo una gran
guerra, a la que no sé cuando seguira la paz, se debe, cuando
se puede, vencer, puesto que aqui la victoria corresponde al
primero “.

Carta de Farkas Bolyai a su hijo
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Janos Bolyai sigui6 trabajando con ahinco y en 1826 presentoé su
trabajo a un profesor suyo de la academia militar llamado J. Walter
von Eckwerh (1789-1857). Tres anos mas tarde le remitio el
manuscrito final a su padre, que no llego a comprenderlo en su
totalidad. Sin embargo, intuia que tenia en sus manos una memoria
cientifica de primer orden y la incluyo como apéndice del primer
volumen del Tentamen. Inmediatamente, remitio su libro (1831) a su
amigo Gauss, pero parece que el trabajo de los Bolyai nunca llego a
su destino. Medio ano mas tarde (1832), Farkas volvio a enviar a
Gauss el trabajo de su hijo con el encargo de que lo leyera y si fuera
posible le diera su opinion.
Gauss al leer el apéndice del Tentamen, escribié a un amigo:
“..considero que este joven gedmetra es un genio de primer

»

orden...

Sin embargo, seis semanas después de recibir el envio, Gauss

escribio al padre de Janos en los siguientes términos:
“Ahora, algunas palabras sobre el trabajo de tu hijo. Comienzo
por decirte que no puedo alabarlo. Evidentemente, por un
instante estardas sorprendido, pero no puedo proceder de otra
forma, puesto que eso significaria ensalzar mis propios elogios.
Todo el contenido de la obra de tu hijo, la via que sigue, asi
como los resultados que ha obtenido, casi coinciden con aquellos
que yo mismo he logrado hace unos 35 arnos. En realidad estoy
sorprendido enormemente. Tenia la intenciéon de no publicar

nada de mi propio trabajo mientras estuviera vivo, por
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consiguiente, muy poca cosa he anotado en el papel. La mayor
parte de la gente no tiene puntos de vista correctos acerca de las
cuestiones de que se trata. He encontrado muy pocos que hayan
manifestado un interés particular por lo que les he comunicado
al respecto. Para estar en condiciones de asimilarlo es
necesario, ante todo, sentir hondamente, de manera muy viva,
lo que aqui falta en realidad; ahora bien, la mayor parte de la
gente no lo comprende del todo. No obstante, me proponia, con el
tiempo, exponer todo eso en el papel, con el fin de evitar, en todo
caso, que dichas ideas mueran conmigo Por lo tanto, me
sorprende en exceso que me despojen de ese trabajo, y a la vez
me siento muy feliz de que sea precisamente el hijo de mi viejo
amigo quien me haya adelantado de tan excelente manera”.

Carta de Gauss a Farkas Bolyai (1832).

APPENDIX
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Portada del "Apéndice” de Janos Bolyai dentro de la obra Tentamen

de Farkas Bolyai.
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Farkas comunic6 inmediatamente, por carta, a su hijo la respuesta

de Gauss, anadiendo:
“La respuesta de Gauss respecto a tu obra redunda en honor de
nuestra patria y de nuestra nacion

Sin embargo, la carta de Gauss produjo un efecto completamente

distinto en el animo de Janos Bolyai. Sus palabras fueron las

siguientes:
"A juicio mio, y tal seria, de ello estoy persuadido, la opinién de
cualquier persona imparcial, todos los argumentos y motivos
invocados por Gauss para justificar la negativa de publicar (en
vida) cualquier cosa sobre sus propios trabajos referentes a esta
cuestion, son absolutamente inconsistentes. En efecto, tanto en
la ciencia como en la vida corriente, es importante descifrar las
cosas universalmente ttiles, sobre todo si éstas aun no han sido
aclaradas, despertar, por todos los medios, la conciencia
insuficiente o incluso dormida, de la verdad y el derecho; esto es
lo que precisamente hay que fortalecer y desarrollar. Son muy
pocos los que tienen la facultad de dominar las matemadticas.
Invocando ese pretexto, Gauss podria muy bien, para ser
consecuente, guardar para si una parte considerable de sus
excelentes trabajos. El hecho de que desgraciadamente haya
todavia entre los matematicos, incluso entre los que son
célebres, muchas personas superficiales, no puede servir de
base para que continuemos, en el futuro, comunicando nada

mas que los resultados superficiales y dejando a la ciencia en el
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letargo, es decir, en el estado heredado. Tal actitud seria
contranatural y absolutamente absurda. Estamos sorprendidos,
de manera muy desagradable, por el hecho de que, en lugar de
reconocer con franqueza y honestidad el gran valor del
"Apéndice" y del Tentamen, de expresar su alegria y simpatia, y
de reflexionar acerca de los medios para preparar una larga via
a una empresa util, Gauss trata de andar con rodeos Yy se
apresura a pronunciar piadosos deseos y a emitir lamentos a
proposito de la falta de instruccion de la gente. No en esto, ni
mucho menos, consiste el sentido de la vida y el mérito

verdadero".

Leyendo esta nota, uno se da cuenta del inmenso disgusto que tenia
J. Bolyai. Por su cabeza pasaron multitud de pensamientos
negativos, algunos incluso dirigidos hacia su padre, ya que
sospecho, inicialmente, que le habia comunicado varias de sus
ideas al genial matematico aleman. Otros hacia Gauss, por no

aceptar deportivamente la prioridad del descubrimiento.

§. Contenido del “Apéndice”

Las primeras reflexiones de J. Bolyai se encaminaron a construir
una teoria absoluta de la geometria, esto es, aplicando el método
deductivo de Euclides pero sin decidir a priori la validez o no del

quinto postulado.
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En la primera carta escrita a su padre, en 1823, ya le hace saber

que ha descubierto una féormula mediante la cual se puede obtener

el angulo de paralelismo II(a) en funcion de una constante k.

o 1
ek = taniﬂ(a)

La obra de Bolyai, en términos generales, es muy parecida a la de

Lobachevski. Sus resultados mas importantes son:

Definicion de las paralelas y sus propiedades, independientes
del quinto postulado euclideo.

Definicion absoluta del horiciclo y la horosfera.

Obtencion de las formulas trigonométricas planas en el caso
no euclideo.

Estudio de la geometria esférica sin recurrir al postulado de
Euclides.

Problemas resolubles en la geometria no euclidea, en
particular obtiene un cuadrado equivalente a un circulo dado
(cuadratura del circulo en el caso de la geometria no euclidea).
Demostracion de que la geometria obtenida sobre la horosfera
coincide con la geometria euclidea.

Demuestra la independencia de la trigonometria esférica del

postulado de Euclides.

En algunos aspectos su obra es mas avanzada que la de

Lobachevski. Por ejemplo, en el campo de la trigonometria esférica

obtiene mas formulas; si bien la mayoria ya fueron conocidas y

descritas por Taurinus.
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La obra de J. Bolyai concluye de la siguiente manera (1831):
"Queda finalmente por demostrar la imposibilidad de decidir a
priori si existe la Geometria euclidiana u otra Geometria distinta.

Esto, sin embargo, queda reservado para mejor ocasion

A partir de 1831, J. Bolyai se preocup6 por perfeccionar su
geometria tratando de responder a una serie de cuestiones que

aun estaban sin resolver. Una de ellas era si se podia demostrar
rigurosamente que el quinto postulado no era consecuencia de los
otros cuatro.

Durante algunos anos mas, Janos siguio trabajando en su
geometria absoluta, pero en 1841 llegd a sus manos un libro
titulado Geometrische Untersuchungen de un tal Lobachevski. El
impacto intelectual al leer el pequeno tratado escrito por un
matematico ruso, desconocido para él, debi6 ser enorme. Al
principio penso que el tal Lobachevski no existia, incluso llego a
pensar que detras del trabajo podia estar el mismisimo Gauss.
Posteriormente reconocera que la obra ha tenido que ser escrita por
un genio, calificandola de obra maestra. Se da cuenta de que la obra
de Lobachevski es similar a la suya, y posiblemente se decepcione al
leer la introduccion, en la que el matematico ruso hace referencia a
que se trata de una version alemana de una memoria publicada
originalmente en 1828, tres anos antes de la publicacion de su

“Apéndice".

§. Riemann y la geometria
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Los creadores de la geometria hiperbédlica murieron casi al mismo
tiempo:

Gauss en 1855, Lobachevski en 1856 y J. Bolyai en 1860.

Por aquellos anos sus obras eran practicamente desconocidas pero
sus teorias, aun insuficientemente establecidas y fundamentadas,
plantearian pronto una serie de dificiles problemas, lo que condujo

a una revision del edificio geométrico clasico.

Dibujos de Janos Bolyai referentes a sus investigaciones sobre la

geometria no euclidiana (1820).

El punto de partida de esta revolucion fue la célebre exposicion de
B. Riemann presentada en 1854, si bien no seria publicada hasta

1868. Riemann introduce espacios muy generales mediante el dato
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constituido por el cuadrado del elemento lineal ds2?, y sugiere el
segundo tipo de geometria no-euclidea, que corresponde al caso en
el cual la suma de los angulos de un triangulo es superior a dos

rectos.

Riemann
Bernhard Riemann (1826- 1866) naci6 en Breselenz
(Hannover, Alemania) en 1826 Con apenas seis anos ya era
capaz de resolver problemas de aritmética elemental. Los
estudios de secundaria los
realiz6 en el Gymnasium de
Liineburg, cuyo director,
Schmalfuss, poseia una
excelente biblioteca particular
que puso a su disposicion. El
primer libro que cayé en sus
manos fue la Teoria de
numeros de Legendre. Cerca
de novecientas paginas que
Riemann devolvié a
Schmalfuss a los seis dias

diciéndole sencillamente: "Es

un libro admirable; lo he leido
entero y lo he comprendido todo
En 1846 marché a estudiar teologia a Géttingen. Sin embargo,

asisti6 a una serie de conferencias matemdticas que le
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impresionaron enormemente. De esta manera alternaria sus
estudios de teologia con los de matemdticas. En este periodo
asistié6 a diversos cursos de matematicas dictados por Moritz
A. Stern (1807-1849) y por Gauss. Sus estudios de
matematicas los completé en Berlin, a cuya universidad debe
su formacidon matemadtica, puesto que fue discipulo de C.
Jacobi (1804-1855), Dirichlet (1805-1859), J. Steiner (1796-
1863) y F. Eisenstein (1823-1852), que dejaron en él huella
profunda.

Al acabar sus estudios, en 1849, volvié Géttingen donde se
doctoré en 1851 con una tesis de la que Gauss dijo en su
informe oficial:

“Esta tesis es una prueba fidedigna de las profundas y
penetrantes investigaciones del autor en el punto de que se
trata y denuncia, al propio tiempo, un espiritu creador, activo,
realmente matemdatico, y de fecunda originalidad. El lenguaje
es claro y conciso y, en algunos pasagjes, bello y elegante. La
mayoria de los lectores hubieran preferido, sin duda, mayor
claridad en la exposicion; pero, en su conjunto, este trabajo es
un estudio sustancial cuyo valor intrinseco no sélo satisface
las condiciones exigidas en una tesis para el doctorado, sino
que las supera ampliamente

Con ayuda de Gauss, Riemann se incorporé a la Universidad
de Géttingen y comenzé a trabajar para obtener la
habilitacion, requisito imprescindible para ser profesor. Para

ello tenia que disertar sobre un tema. Propuso tres (dos sobre
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temas de electricidad y uno sobre geometria) creyendo que,
segun la costumbre, el tribunal elegiria el primero de la terna;
pero en este caso se decantoé por el ultimo porque se referia a
una cuestion sobre la que Gauss, que presidia el tribunal,
llevaba trabajando casi sesenta anos. El tema en cuestion era
fundamentos de la geometria

Riemann trabajé6 con una intensidad sobrehumana
preparando la exposicion sobre el tema y el dia 10 de junio de
1854 impartié su famosa disertacion titulada: "Uber die
Hypothesen welche der Geometrie zu Grande liegen ” ("Sobre
las hipodtesis que estan en los fundamentos de la geometria ).
Riemann, a quien le aterraba la idea de tener que hablar en
publico, presenté la geometria bajo un aspecto completamente
nuevo y su exposicion entusiasmo a Gauss, tanto por la
belleza de la misma como por su profundidad.

Riemann considera a la geometria como no-euclidea,
haciéndola depender del concepto de medida. Su trabajo se
puede dividir en dos partes, en la primera Riemann plantea el
problema de como definir un espacio n-dimensional y propone
una definicion de lo que hoy se conoce como variedad de
Riemann. La segunda parte de la conferencia plantea
cuestiones profundas acerca de la relacion de la geometria con
el mundo en el que vivimos.

Respecto a la exposicion, dice Monastyrsky :

“Entre la audiencia de Riemann solamente Gauss fue capaz

de apreciar la profundidad de los razonamientos de
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Riemann... La conferencia superé todas sus expectativas y le
sorprendié gratamente... A su regreso a la facultad, Gauss
comentdé con W. Weber entre grandes alabanzas sobre la
profundidad de los pensamientos que Riemann habia
presentado”.

Este brillante trabajo permitié que Riemann iniciara su carrera
como profesor. Sus ideas relativas a la geometria han tenido
profundos efectos en el desarrollo de la matematica y de la

teoria fisica modernas.

Se funda en realidad en dos hipoétesis, una de las cuales niega la
posibilidad de trazar una recta paralela a otra por un punto
exterior, mientras que la segunda abandona la concepcion de la
infinitud de la recta. Esta geometria eliptica, introducida
explicitamente por Klein en 1871, es a priori mas desconcertante
que la de Gauss, Lobachevski y Bolyai, lo que explica que estos
geometras no la tuvieran en cuenta aunque correspondiera a uno de
los casos previstos por Saccheri y Lambert.

Después de haber establecido esas nociones generales, Riemann se
pregunta cuales son los ejemplos mas simples de la geometria que
él ha creado. Se trata de espacios en que la curvatura en cada
punto es la misma, es decir, espacios de curvatura constante.

Tales espacios, naturalmente, se dividen en tres categorias: los de
curvatura positiva constante, cuya geometria suele llamarse eliptica;

los de curvatura negativa constante, cuya geometria es conocida
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con el nombre de hiperbdlica, y los de curvatura nula, cuya
geometria se llama parabdlica.

La geometria parabolica (geometria del espacio de curvatura nula)
es la geometria euclidiana; la geometria hiperbolica no es otra cosa
que la geometria de Lobachevski.

¢Cual es, pues, la geometria

eliptica? En lo que se refiere a la

geometria eliptica bidimensional, la

respuesta es absolutamente clara:

es la geometria de la esfera, después

de identificar los pares de puntos

antipodales. Las rectas son las

circunferencias maximas de la

esfera, con todos los pares de
Fig. 22

e

puntos antipodales identificados, de
forma que dos rectas, distintas, cualesquiera se cortan en un punto,
ya que las circunferencias maximas correspondientes se cortan en
dos, pero antipodales. Ademas, vemos que la longitud de las rectas
es finita, y el area de todo el plano eliptico también.

Al demostrar, en el capitulo 5, que el quinto postulado de Euclides
implica el postulado de Playfair, se usé que, gracias a los postulados
de Euclides sin el quinto, por un punto exterior a una recta existe al
menos una paralela. Como en la geometria eliptica no existe tal
paralela, debe existir algo en el sistema de Euclides, sin el quinto
postulado, incompatible con la geometria eliptica. Siguiendo las

demostraciones se ve que la existencia de la paralela se deduce de la
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Preposicion 16 de Euclides y su demostracion necesita que las
rectas tengan longitud infinita. Es este hecho el que es incompatible

con la geometria eliptica.

§. Distincion entre lo infinito y lo ilimitado

El primer cientifico en percibir la existencia de una geometria

compatible con la hipétesis del angulo obtuso fue Riemann. Su idea

se basa en sustituir la hipodtesis de la recta infinita por otra mas

general de recta ilimitada. La distincion entre los conceptos infinito e

ilimitado es clave para entender el sistema geométrico expuesto por

Riemann.

Dice Riemann:
“Cuando se extienden las construcciones del espacio a lo
infinitamente grande, es necesario distinguir entre lo ilimitado y
lo infinito; lo primero pertenece a las relaciones de extension,
mientras que lo segundo, a las relaciones métricas. Que el
espacio sea una variedad ilimitada de tres dimensiones es una
hipétesis que se aplica en todas las concepciones relativas al
mundo externo, que nos sirve para completar en todo momento
el campo de nuestras percepciones Yy construir los lugares
posibles de los objetos observados, Yy que se encuentra
constantemente verificada en todas estas aplicaciones. La
propiedad del espacio de ser ilimitado posee, pues, una certeza
empirica, que ningun otro dato empirico posee. Pero la infinidad
del espacio no se sigue de aqui de ningun modo; al contrario, si

se suponen los cuerpos independientes de sus posiciones Yy se
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atribuye al espacio una curvatura constante, el espacio seria
necesariamente finito, apenas esta medida de la curvatura

»

tuviese un valor positivo, por pequeno que fuera...

Las ideas de Riemann son muy profundas y esta fuera de lugar
explicarlas aqui, pero si concluiremos con una idea fundamental
que €l mismo describe: lo basico de la geometria es la idea de
posicion, y las relaciones de posicion se pueden expresar por medio
de direccion y distancia. Partiendo de estas nociones basicas seria
posible describir la geometria clasica e inventar nuevas geometrias
que también podrian ser interesantes para otros campos del saber,

por ejemplo en fisica.
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Capitulo 13
Los modelos geométricos
“Los hechos son entes que no

pueden manipularse ni discutirse”.

RobertBurns (1759-1796)

Lobachevski habia ideado una nueva geometria pero surgia una
gran pregunta: ¢chabia algin modelo real capaz de explicar dicha
teoria?

La primera interpretacion intuitiva de la geometria de Lobachevski
se dio en 1868. El matematico italiano E. Beltrami hizo notar que la
geometria intrinseca de wuna superficie, llamada pseudoesfera,
coincidia con la geometria sobre parte del plano de Lobachevski.

La superficie en cuestion se genera a partir de una curva muy
conocida, llamada tractriz. Esta curva tiene la propiedad de que la
longitud del segmento de tangente comprendido entre el punto de

tangencia y el punto de corte con el eje OY es constante.
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Tractrke Pscudoesfer:

Pseudoestera

Fig. 23
El eje OY es una asintota de la tractriz. Si giramos la curva

alrededor de su asintota se engendra una superficie llamada

pseudoesfera.
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Beltrami
Eugenio Beltrami (1835-1900) nacié en Cremona (Italia) y
murié en Roma. Provenia de una familia de artistas Ademas
de las matemdticas tenia
interés por la musica y la
pintura. Sus necesidades
econémicas impidieron que se
dedicara por completo a las
matematicas, pero dio clases
en Bolonia de dlgebra y
geometria analitica. Mas tarde
acepto la catedra de geodesia
en la Universidad de Pisa. Su

trabajo se extendié por casi

todas las matematicas, tanto
puras como aplicadas, pero especialmente se centré en las
teorias sobre superficies del espacio con curvatura constante,

en ellas era un consumado especialista.

El hallazgo de Beltrami viene a decirnos que todas las relaciones
geomeétricas sobre una parte del plano de Lobachevski coinciden con
las relaciones geométricas sobre una parte conveniente de la
pseudoesfera, naturalmente suponiendo una serie de convenios:
“Los segmentos de recta son las lineas, que unen dos puntos,
con menor longitud sobre la superficie, las llamadas geodésicas.

La distancia entre dos puntos se define como la longitud de la
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linea mads corta que une a ambos sobre la superficie. Diremos
que dos figuras son iguales si entre sus puntos se puede
establecer una correspondencia, de forma que la distancia entre
puntos correspondientes sea la misma. Un movimiento sobre la
pseudoesfera que conserve las dimensiones desde el punto de
vista de la geometria intrinseca, aunque vaya acompanado de
torsiones, representa un movimiento en el plano de Lobachevski.
Las longitudes, areas y angulos se miden, como de costumbre,
sobre la superficie, y corresponden a longitudes, areas Yy

angulos en la geometria de Lobachevski”.

El modelo de Klein
En el plano euclidiano tomemos un circulo y consideremos
tunicamente su interior. Convenimos en llamar plano al interior
de! circulo, las rectas de dicho plano son las cuerdas del
circulo (con la exclusion, por tanto, de los puntos extremos), los
puntos del plano seran los
puntos interiores del circulo, rectaAB_—

p—

tal como se muestra en el

recta FG

dibujo:

En este modelo dos rectas son
paralelas si los segmentos / punto E
correspondientes tienen un

extremo comun. Un

movimiento serd cualquier

transformacion que transforma rectas en rectas y que aplique
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el circulo en si mismo.
Mediante estos acuerdos se pueden demostrar todos los
resultados de la geometria de Lobachevski dentro del circulo e
inversamente

El famoso axioma de
Lobachevskit (“Por un punto P
fuera de la recta AB pasan al
menos dos rectas paralelas a la
recta dada”) se  muestra
perfectamente en la siguiente

representacion:

En el dibujo se pueden ver las
dos paralelas (AC y BD) que pasan por P, asi como otras
muchas hiperparalelas que no cortan a la recta AB y que
también pasan por P.

El modelo de Klein (actualmente es conocido como modelo de
Beltrami-Cayley-Klein) asi construido sirve para interpretar la

geometria plana de Lobachevski.

La interpretacion de Beltrami muestra que, en estas condiciones, a
cada proposicion de la geometria de Lobachevski referida a una
parte del plano corresponde una situacion en la geometria
intrinseca sobre la pseudoesfera. El descubrimiento del matematico
italiano es notable: la geometria de Lobachevski no es mas que una

exposicion abstracta de la geometria sobre la pseudoesfera. Por
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tanto la geometria imaginaria creada por el matematico ruso tiene
un perfecto significado real.

Realmente este aspecto ya Triangulo dibujado sobre la

pseudoesfera

habia sido descubierto, treinta
anos antes, por F. Minding,
quién probo, de hecho, las
propiedades que demuestran la
coincidencia entre la geometria
de Lobachevski y la Geometria intrinseca de la pseudoesfera.

El descubrimiento de Beltrami cambi6é por completo la actitud de los
matematicos hacia la geometria de Lobachevski, que pasé de ser
una creacion imaginaria a ser algo real y perfectamente tangible.
Sin embargo, el problema de dar una interpretacion real de la
geometria de Lobachevski sobre el plano completo estaba sin
resolver, pero en 1870 el matematico aleman Félix Klein encontro
una ingeniosa solucion a éste problema.

Al modelo de Klein le sigui6é el famoso modelo del matematico
francés H. Poincaré (1854-1912). En el plano euclidiano tomemos
un circulo y consideremos unicamente su interior. Convenimos en
llamar plano al interior del circulo, nuestros puntos son puntos
corrientes dentro del circulo, pero nuestras lineas son los arcos de
los circulos dentro del circulo dado, con la condiciéon de que corten
al mismo en angulos rectos, tal como muestra la Figura 25.

En el dibujo se puede ver que por el punto P pasan dos rectas,

mientras que por el punto P* pasan tres rectas, ademas dos de esas
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rectas son paralelas a la recta t El modelo descrito se conoce como

modelo circular de Poincaré.

El mismo Poincaré ideo otro modelo
muy interesante, conocido en la
literatura como modelo semiplanar
de Poincaré. En el plano euclideo se
traza una recta, que divide al plano
en dos semiplanos, se identifican los
puntos hiperbodlicos como los puntos
pertenecientes al semiplano superior
(sin incluir los puntos de la recta),
las rectas las

hiperbolicas son

semicircunferencias (contenidas en

el s

Fig. 25 Modelo circular de Poincaré

emiplano superior, cuyo

centro esta situado en la recta) y las semirrectas perpendiculares a

la recta original, por tanto las rectas
a la recta inicial.

En nuestro dibujo las rectas
hiperbolicas son r, s y t, asi como
las m y n; las rectas r y s se cortan
en el punto P y ademas las rectas s

y t son paralelas (ya que no se

hiperbodlicas seran ortogonales

Fig

26 Modelo semiplanar de Poincaré

cortan al no pertenecer los puntos de la recta inicial al plano

hiperbaolico).

E. Beltrami también observé en 1868 que el quinto postulado de la

geometria eliptica se verifica en la superficie de la esfera a condicion

de que las rectas elipticas sean interpretadas como circulos
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maximos sobre la esfera, y considerando que los puntos
diametralmente opuestos de la esfera es un objeto Unico que

llamaremos punto de la geometria de Riemann.

Escher y la geometria de Lobachevski
En el grabado aparecen los peces de diferente tamano. Asi, las
figuras que estan situadas cerca de la frontera son mads
pequenas para nosotros que las situadas en el interior del

circulo.

Mientras que para los habitantes de ese universo

lobachevskiano, todas las figuras tienen el mismo tamarno.
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El modelo circular de Poincaré ha cautivado a muchos
geometras y artistas. El holandés Maurits Escher (1898-1972)
se inspiré en el modelo circular de Poincaré para describir en

una magnifica ilustracion el universo de Lobachevski.

En este breve resumen no podemos olvidar las aportaciones del
matematico Ernst A. Minding (1824-1873), que inici6 el estudio
geomeétrico sobre las superficies con curvatura negativa.
Matematicos posteriores fueron capaces de unificar los tres tipos de
geometrias, basandose en el concepto de curvatura propuesto por

Gauss.

§. La difusion de las geometrias no euclidianas
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La historia de como la geometria de Gauss, Lobachevski y Bolyai
llegd a ser aceptada es compleja de contar. En 1866, diez anos
después de la muerte de Lobachevski, el matematico francés G. J.
Hotlel (1823-1886) publico una traduccion al francés del libro de
Lobachevski Geometrische Untersuchungen junto con parte de la
correspondencia de Gauss sobre geometria imaginaria. En 1867 el
matematico italiano G. Battaglini (1826-1894) fue quien tradujo al
italiano la “Pangeometria” de Lobachevski.

Beltrami, en 1868, proporcioné una realizacion concreta de la
geometria de Lobachevski, ese mismo ano aparecio la traduccion
rusa de Geometrische Untersuchungen editada por Letnikov. Karl
Weierstrass (1815-1897) impartio un seminario (1870) sobre la
geometria de Lobachevski al que acudio Félix Klein, que por esa
época ya trabajaba en el problema de las geometrias al mismo
tiempo que lo hacia el noruego M. S. Lie (1842-1899).

Las ideas de Klein sobre su vision general de la geometria,
expresadas en su famoso Programa de Erlangen, asi como las
contribuciones de H. Poincaré (1854-1912) hicieron que por fin se

aceptaran las ideas de Lobachevski.

Curvatura y geometrias

Gauss ya conocia la formula

jde=A+§+é_n

T

En la misma se relaciona la integral de superficie, aplicada
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sobre un triangulo geodésico ABC, con la suma de sus tres
angulos, siendo K la curvatura en cada punto de la superficie
en cuestion.

St analizamos las superficies de curvatura constante, nos
encontramos con tres posibilidades:

a) St K = 0 entonces la integral de superficie es igual a cero, y

- -~

por tanto en este tipo de superficies se cumple que A + B + C
= I1I. Por tanto, sobre superficies de curvatura nula la suma de
los angulos de un triangulo es igual a I1.

b) Si K > O, st hacemos K = 1/k? > O, entonces la integral de

o e

superficie nos indica que A+ B + C > T

Sobre superficies de curvatura positiva la suma de los angulos
de un triangulo geodésico es mayor que I1.

Ademds como [rds = A = Area del triangulo, tenemos que el
area del triangulo geodésico ABC es proporcional al exceso de

la suma de sus tres angulos sobre el valor de 180", o bien

.

A=k2(A+B +C-
Una superficie de curvatura constante y positiva K = 1/k? es
necesariamente una esfera de radio k. Estas férmulas son,
entonces, consistentes con las de Lambert y Taurinus (capitulo
6).

c) Si K < O, si hacemos K = - 1/k? < 0, entonces la integral de

- P

superficie nos indica que A + B + C < JT
Sobre superficies de curvatura negativa la suma de los

angulos de un triangulo geodésico es menor que I1.
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Siguiendo los pasos anteriores, obtenemos

. -~

A=k2(IT-A-B -C)

que nos indica que el area del triangulo geodésico ABC es
proporcional al defecto de la suma de sus tres dangulos sobre el
valor de 180°.

Las superficies de curvatura nula y de curvatura constante
positiva ya eran conocidas, corresponden a la geometria plana
euclidiana y a la geometria sobre una esfera. Mientras que la
curvatura negativa esta relacionada con la geometria de
Lobachevski o hiperbdélica.

El siguiente esquema es suficientemente explicativo:

esfera AiB+( 183() eliptica
plano A+B-C=180 parabolica

pseudoesiera A+ H « U | S0 Hperbolica

A partir de la década de los 60 del siglo XIX, el camino geométrico
que iniciaron Gauss, Lobachevski y Bolyai discurrié por una etapa
que el filosofo y matematico britanico Bertrand Russell llamé6 etapa
meétrica. Representantes de dicha corriente son B. Riemann y
Hermann von Helmholtz (1821-1894), iniciandose, en paralelo, la

llamada investigacion sintética o proyectiva. Con la figura del
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geometra A. Cayley (1821-1895) se abre un nuevo camino, ya que
fue el primero en realizar el intento de generar un espacio euclideo a
partir de un espacio proyectivo. El testigo lo recogiéo F. Klein
demostrando que era posible generalizar el método de Cayley tanto
para espacios euclidianos como no euclidianos. En 1872, en el
Programa de Erlangen, queda plasmada la idea central de Klein de
que las diferentes geometrias pueden ser caracterizadas como un
grupo de transformaciones y que una geometria trata realmente de

los invariantes de ese grupo de transformaciones.

Felix Klein

Curiosamente el interés por las geometrias no euclideas declino
poco después de la obra de Klein, en parte porque éste fue capaz de
generalizar todas las geometrias conocidas, y en parte porque no se

veian aplicaciones de dichas geometrias al mundo real. Ademas, no
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hay que olvidar la primacia que por esos anos tenia la geometria
proyectiva, incluso B. Russell (1897) se atrevio a decir “que la
geometria proyectiva era necesariamente la forma a priori de

cualquier geometria del espacio fisico”.

§. Problema de la consistencia

Con el paso de los anos quedaba una gran pregunta sin resolver:
ceran consistentes las geometrias no euclidianas que se habian
inventado?

La consistencia de estas geometrias se establecio partiendo del
supuesto de que la geometria euclidea era consistente. Los modelos
anteriores nos dicen claramente que si la geometria euclidiana es
consistente entonces la geometria hiperbédlica o imaginaria también
lo es.

Para la mayoria de los matematicos, hasta 1880, la geometria que
propuso Euclides era perfectamente consistente, y ademas era
aceptada como la unica geometria que explicaba el mundo fisico.
Sin embargo, no habia una demostracion rigurosa y convincente de
que la geometria euclidiana fuera consistente.

El panorama era el siguiente: teniamos modelos perfectamente
consistentes dentro de una geometria que se admitia consistente.
Por tanto, era urgente abordar el problema de consistencia dentro
de la geometria clasica (la de Euclides). En ello se pusieron a
trabajar los mejores matematicos de la época. Habia que pulir las
demostraciones, definir y precisar términos no definidos, completar

los teoremas que faltaban, revisar las demostraciones realizadas
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anteriormente, proponer nuevas definiciones y postulados, etc. El
asunto que tenian entre manos era, ni mas ni menos, fundamentar

la geometria.
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Capitulo 14
Fundamentacion de la geometria

“La légica es el arte de equivocarse

con confianza'.

Anoénimo
El demostrar que la geometria de Lobachevski no es contradictoria
se reduce a formular de una manera completa y exacta sus
postulados. Ademas, como los supuestos iniciales de la geometria
de Lobachevski so6lo difieren de los de la de Euclides en el postulado
de las paralelas, la tarea consiste en dar una formulacion completa
y precisa a los postulados de la geometria de Euclides. Como ya
sabemos, tal formulaciéon no se encuentra en la obra de Euclides
El trabajo de construir los postulados de Euclides de una forma
exacta y completa surgio precisamente en conexion con el desarrollo
de la geometria de Lobachevski, asi como de una tendencia general
a hacer mas rigurosos los fundamentos de las matematicas.
Como una generalizacion de los sistemas axiomaticos de las
geometrias no euclidianas se inicia una etapa conocida como etapa
axiomdtica formalizada, y aparece una nueva idea de rigor logico: los
sistemas axiomdticos formales.
En este periodo hay un riguroso tratamiento de la geometria de
Euclides, y varios matematicos trabajan en esta linea: Moritz Pasch
(1843-1930), Giuseppe Peano (1858-1932), Giuseppe Veronese
(1854-1927), Mario Pieri (1860-1913) y David Hilbert (1862-1943),

entre otros.
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§. Hilbert y sus Fundamentos de la geometria

La obra de Hilbert Fundamentos de la geometria (1899) es

considerada actualmente como una réplica moderna de los

Elementos de Euclides.

El académico espanol José M. Sanchez Ron dice al respecto:
“Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de la geometria) es
todo un clasico de la Matemdtica, una obra cuya influencia se
dej6 sentir durante mucho tiempo en diversas dareas del
pensamiento matematico Yy filosofico. Ninguno de sus
precursores se le puede comparar en perfeccion y capacidad de
persuasion. Con un minimo de simbolismo, Hilbert convencié a
la mayor parte de los geémetras, como ni Pasch o Peano habian
logrado, del cardcter abstracto y puramente formal de la
Geometria, y su gran autoridad establecié el método axiomdtico,
no solo en la Geometria del siglo XX, sino también en casi toda
la Matematica a partir de 1900.

Como trabajo constituyé en su momento una cierta novedad, ya
que hasta entonces su autor apenas se habia ocupado de la
Geometria: unicamente habia publicado en 1895 una nota
acerca

de la linea recta como el camino mas corto entre dos puntos, en
donde presentaba una generalizacion del modelo de geometria
hiperbdlica propuesto por Cayley y Klein . No obstante, parece
que los gérmenes de Grundlagen der Geometrie se encontraban
en la mente de Hilbert desde mucho antes de 1899, al menos

esto es lo que se deduce de una anécdota contada por Otto
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Blumenthal (1876-1944), quien senalé que a comienzos de 1891,
regresando en tren a Kénigsberg después de haber asistido a
una conferencia de Hermana Wiener en Halle dedicada a los
fundamentos y estructura de la Geometria (mds concretamente,
al papel de los teoremas de Desargues y Pascal-Pappus), Hilbert
manifesto: «Uno deberia ser capaz de decir siempre, en lugar de

puntos, lineas rectas y planos; mesas, sillas y jarras de cerveza»

En la obra de Hilbert se sistematiza, con rigor légico formal, el saber
geomeétrico anterior. Hilbert inicia su famosa obra estableciendo tres
clases de objetos a los cuales denomina puntos, rectas y planos.
Admite que tales elementos estan en relaciones mutuas que designa
por expresiones como estar en, entre, paralelo, congruente y
continuo, cuya exacta y completa descripcion se consigue por medio
de los axiomas o postulados de la geometria. La relacion de los
axiomas de la geometria esta basada en los conceptos de punto,
linea, recta, movimiento, y nociones tales como: el punto X esta
sobre la recta a; el punto B se encuentra entre los puntos Ay C ; un
movimiento lleva el punto X sobre el punto Y.
"Concebimos los puntos, rectas y planos en ciertas relaciones
reciprocas Yy expresamos estas relaciones con palabras tales
como “estar situado”, “entre”, “congruente”, “paralelo”,
“continuo”. La descripcion completa de estas relaciones hecha
exactamente y con fines matematicos resulta de los axiomas de
la Geometria. Los axiomas de la Geometria podemos dividirlos

en cinco grupos: cada uno de estos grupos, aisladamente,
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expresa ciertos hecho fundamentales correspondientes a
nuestra intuicion”.

D. Hilbert

En el Segundo Congreso Internacional de Matematicos, celebrado en
Paris en 1900, Hilbert pronuncié una famosa conferencia en la que
intentd, basandose en las principales tendencias de Ilas
investigaciones matematicas de finales del siglo XIX, predecir de
alguna manera las direcciones futuras de los progresos
matematicos. Para ello propuso veintitrés problemas que, a sus
ojos, representaban los puntos de discusion que podrian
eventualmente hacer progresar las matematicas.

Los problemas sugeridos por Hilbert provienen de diferentes areas
de las matematicas y se adivina facilmente la profundidad y
complejidad de su contenido. Se incluye la hipoétesis del continuo, la
buena ordenacion de los numeros reales, la conjetura de Goldbach,
la trascendencia de las potencias de numeros algebraicos, la
hipotesis de Riemann, la extension del principio de Dirichlet y
muchos otros temas.

Una de estas cuestiones era: ¢son las matematicas decididles? es
decir, ¢chay un meétodo definido que pueda aplicarse a cualquier
sentencia matematica y que nos diga si esa sentencia es cierta o no?
Esta cuestion recibio el nombre de entscheidungsproblem (problema

de decision) y para resolverla, Alan
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Turing (1912-1954), construyo, en 1936, un modelo formal de
computador, conocido como la mdquina de Turing y demostro que

habia problemas que una maquina no podia resolver.

FESTSCHRIFT
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La primera edicion de Fundamentos de la geometria de Hilbert (89
paginas), aparecio en un volumen que también incluia un trabajo de

E. Wiechert. Se publicé en 1899 en Leipzig.

En Fundamentos de la geometria, Hilbert afirma que los axiomas o
postulados (actualmente estos términos se consideran equivalentes)
son proposiciones absolutamente arbitrarias cuyo conjunto
constituye la definicion implicita de los conceptos primitivos.
Demuestra la compatibilidad e independencia de sus axiomas o
postulados y, con todos ellos, establece los teoremas o
demostraciones de la geometria, mediante razonamientos

puramente logicos.
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La construccion axiomatica formal debida a Hilbert ha sido
modificada en los ultimos anos, aunque conservando la estructura
que €l le dio. En ese sentido son notables las contribuciones del
matematico italo-argentino Beppo Levi.

En sintesis, la geometria euclidiana, con los axiomas de Hilbert, es
un sistema axiomatico deductivo, cuyos objetos no son objetos
fisicos, sino, ideales o sea, pertenecen a un espacio conceptualizado.
Como en todo sistema deductivo, los axiomas o postulados deben
cumplir ciertas condiciones (consistencia o no contradiccion,
independencia, completitud). Se trata, en definitiva, de un modelo
clasico construido sobre las ideas de Euclides.

Desgraciadamente la obra de Hilbert no esta exenta de defectos e
imprecisiones y ha dado lugar a muchos trabajos y discusiones. La
no independencia del sistema axiomatico de Hilbert fue senalada y
subsanada por el americano E. H. Moore en 1902 y por A.
Rosenthal en 1912. Modernamente el desarrollo axiomatico mas
perfecto, segun el modelo euclideo, ha sido propuesto por los
polacos Karol Borsuk y W. Szmielew.

El largo camino iniciado con el estudio de las geometrias desemboco
en problemas de fundamentacion. Hacia 1930 el estado de los
fundamentos de las matematicas era tolerable, aunque es verdad
que de vez en cuando se encontraban paradojas y situaciones
comprometidas, pero en el animo de los matematicos habia grandes
esperanzas de asentar las matematicas sobre un sistema logico

riguroso.
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Habia, no obstante, dos problemas que continuaban preocupando a
los matematicos: el problema de establecer la consistencia de las
matematicas (propuesto por Hilbert en 1900) y el problema de la

completitud.

Hilbert
David Hilbert (1862-1943) nacié en un pueblo cerca de
Koénigsberg, la capital de la Prusia del Este en aquella época
(hoy Kaliningrado). Asistié a un instituto en su ciudad natal.
Después ingresaria en la
Universidad de Koénigsberg
donde estudi6 bajo la
direccion de C. Ferdinand
Lindemann (1852-1939).
Obtuvo su doctorado en 1885
con una tesis que hizo
progresar enormemente la
teoria de invariantes
algebraicos. Uno de sus

mejores amigos fue Hermann

Minkowski (1864-1909), que

también fue estudiante de doctorado en la misma universidad.
En 1886 fue nombrado miembro directivo de la Universidad de
Kénigsberg, alcanzando las categorias de  profesor
extraordinario en 1892 y de catedratico en 1893. En 1895 fue

nombrado profesor de la Universidad de Géttingen ocupando

265 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

el puesto de Heinrich Weber (1842-1913).

En 1931, el matematico Kurt Goédel (1906-1978) anuncio a la
comunidad matematica un resultado espectacular, conocido como el
teorema de la incompletitud. Demostré6 que en cualquier sistema
matematico axiomatico, que contenga la aritmética de los numeros
enteros, hay proposiciones indecidibles, es decir, tales que ni ellas
ni su negacion pueden ser verificadas con los axiomas del sistema.

Este teorema es un hito en las matematicas. Durante anos se habia
intentado establecer un conjunto de axiomas en el que se pudiesen
basar todas las matematicas. Bertrand Russell (1872-1970) lo
intentd6 en Principia mathematica, David Hilbert también Ilo

pretendio. Por fin, Kurt Goédel demostro que la tarea era imposible.

La eminente posicion que ocupaba en el mundo de las
matemadticas, desde su famosa conferencia del ano 1900, hizo
que otras instituciones quisieran convencerlo de que
abandonara Géttingen. En 1902, la Universidad de Berlin le
ofreci6 la cdatedra de L. Fuchs (1833-1902), pero prefirio
quedarse en Géttingen y convencié a las autoridades para que
crearan otro puesto de profesor para su amigo Minkowski.

Hilbert trabajo sobre los invariantes algebraicos, geometria,
ecuaciones integrales, también se dedicé a la fisica (decia que
era demasiado dificil para los fisicos), los fundamentos de las
matemadticas y la légica matemdtica. Entre sus discipulos se

encuentran Hermana Weyl (1885-1995), Ernst Zermelo (1871-
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1953) y el campeén mundial de ajedrez Emanuel Lasker (1868-
1941).

Hilbert recibi6 muchos honores y reconocimientos. En 1930 se
retir6 a su ciudad, de la que fue nombrado hijo predilecto.
Pronuncié entonces un discurso que acaboé con sus seis palabras
famosas: "Wir miissen wissen, wir werden wissen" ("Debemos

saber, de modo que sabremos”).

Algunos axiomas o postulados de la geometria de
Hilbert

Axiomas de incidencia o de enlace
1. Por dos puntos pasa una linea recta, y solo una.
2. Una linea recta contiene al menos dos puntos.
3. Existen al menos tres puntos que no se hallan sobre una
recta.
Axiomas de orden
1. De cada tres puntos que se hallan sobre una linea recta,
hay uno que se encuentra entre los otros dos.
2. Si A y B son dos puntos de una linea recta, existe al menos
un punto C sobre la recta tal que R se halla entre A y C.
3. (Axioma de Pasch) Sean A, B, C tres puntos que no
pertenecen a una misma recta, y r una recta en el plano ABC,
que no contiene ninguno de los puntos A, B, C. Entonces, si la
recta r pasa por algun punto del segmento AB, también pasara

o bien por algun punto del segmento AC] o bien por algun

punto del segmento BC.

267 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

Axiomas de congruencia (o de movimiento)

Los axiomas de este grupo definen el concepto de congruencia,
Yy, con éste, el de movimiento.

1. Un movimiento transforma rectas en rectas.

2. Dos movimientos efectuados sucesivamente equivalen a un
solo movimiento

3. Sean A y B dos puntos, a y b dos semirrectas que parten de
ellos, a y P dos semiplenos limitados por las rectas
prolongaciéon de a y b ; entonces existe un tnico movimiento
que lleva A sobre B, a sobre b, y a sobre J3.

Axiomas de continuidad

1. (Axioma de Arquimedes) Sean AB y CD segmentos
arbitrarios. Entonces sobre la recta AB existe un numero finito
de puntos A1, A2, Az, An situados de manera que A: estd entre
Ay Az, Ao, esta entre. A1 y As, tales que los segmentos AAi, A;
Ao, As,As...An1An son congruentes al segmento CD y B esta
entre A y An.

2. (Axioma de Cantor o de la plenitud lineal). Supéngase que
en una recta arbitraria a se da una sucesion infinita de
segmentos Ai1B; , A2,Bo..., cada uno de los cuales esta en el
interior del precedente. Supdéngase ademads que, cualquiera
que sea un segmento prefijado, existe un indice n para el cual
AnBn es menor que dicho segmento.

Entonces existe sobre la recta a un punto X que estd en el
interior de todos los segmentos: A1B; , A2Bo... (a la sucesion de

segmentos suele llamarsela: sucesion de segmentos encajados
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o anidados.)

Axiomas de paralelismo

1. Por un punto que no esta sobre una recta dada solo se
puede trazar una recta que no la corte (Euclides).

1°. Por un punto que no esta sobre una recta dada pasan al
menos dos rectas que no cortan a la primera recta

(Lobachevski).

El resultado frustr6 a Hilbert, quien tenia confianza en la
posibilidad de fijar los fundamentos de las matematicas mediante
un proceso autoconstructivo en el que la consistencia pudiera

deducirse de una teoria logica sencilla y evidente.

Kurt Gédel
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Godel no creyo que sus conclusiones demostrasen la arbitrariedad
del método axiomatico-deductivo, sino s6lo que la deduccion de
teoremas no puede mecanizarse del todo, justificando asi el papel de

la intuicion en la investigacion formal.

Bertrand Russell

Morris Kline resume el desarrollo de la fundamentacion de las
matematicas con la siguiente parabola:
“A orillas del Rin, un hermoso castillo se habia mantenido en pie
durante siglos. En los sétanos del castillo las laboriosas aranas
que lo habitaban habian construido una tupida red de
telaranas. Un dia soplé un fuerte viento y destruyé la red. Las

aranas se pusieron a trabajar frenéticamente para reparar el

270 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

dano. Creian que eran sus telaranas las que mantenian en pie

el castillo”
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Cronologia

En la época de Lobachevski el calendario utilizado en el imperio
ruso era el llamado calendario juliano (implantado por Julio César
en el ano 47 a.C.). a diferencia de la mayoria de los territorios
europeos que ya habian adoptado el calendario gregoriano
(elaborado principalmente segun las reglas establecidas por Luigi
Lilio (1510-1576) y establecido por bula papal de Gregorio XIII en
1582).

Las fechas que figuran a continuacion corresponden al calendario

juliano.

1792 El 20 de noviembre (1 de diciembre en el
calendario gregoriano) nace Lobachevski en la
ciudad de Nizhni Novgorod (llamada Gorki
durante la época soviética).

1800 Muere su padre. La familia se traslada a la
ciudad de Kazan.

1802 El 5 de noviembre, es admitido en el
Gymnasium (instituto) de Kazan, al que asiste
hasta 1807

1807 El 14 de febrero comienza sus estudios de
matematicas y ciencias naturales en la
Universidad de Kazan.

1811 Aprueba con matricula de honor el examen de

maestria. Recibe, el 3 de agosto, el grado de
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maestro en Ciencias Fisicas y Matematicas
Comienza su actividad como docente en la
universidad.

1814 El 26 de marzo es nombrado profesor adjunto.
Ese mismo ano comienza a da clases de
matematicas puras y aplicadas.

1816 El 7 de julio alcanza la categoria de profesor
extraordinario del departamento de
matematicas y fisica.

1819 Comienza a dar cursos de fisica y astronomia.
Ademas, asume las funciones de director del
observatorio. A finales de ano, el 14 de
diciembre, es nombrado miembro del comité
encargado de poner en orden la biblioteca.

1820 El 19 de noviembre es elegido decano de la
Facultad Fisico- Matematica (permanecera en el
cargo basta junio de 1821), ocupando el cargo
que habia dejado vacante su profesor Bartels.

1821 Realiza un viaje a San Petersburgo para
comprar instrumentos de astronomia y fisica,
asi como libros de matematicas.

1822 Es elegido, el 25 de febrero, profesor titular.
Poco después, el 16 de marzo, es nombrado
miembro del comité de construccion
universitario.

1823 Es nuevamente elegido decano de la Facultad
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Fisico- Matematica. Ocupa dicho cargo desde
junio de 1823 hasta agosto de 1825.

1825 Es elegido bibliotecario de la universidad y
presidente del comité de construccion. Ademas
de sus obligaciones, imparte cursos sobre
estatica y dinamica.

1826 Recibe el titulo de bibliotecario, permaneciendo
en dicho cargo hasta el 22 de marzo de 1835. El
11 de febrero lee una memoria que contiene los
principios de una geometria no euclidiana. Esta
fecha es considerada como el nacimiento de la
geometria no euclidiana.

1827 El 30 de julio es elegido rector de la Universidad
de Kazan. Desempena dicho cargo, de forma
ininterrumpida, desde el 25 de agosto de 1827
hasta el 14 de agosto de 1846.

1828 Pronuncia, el 5 de julio, su famoso discurso
“Sobre las materias de la educacion social".

1829-1839 Se publican en varias revistas diversas
memorias geomeétricas. Entre ellas esta “Acerca
de los principios de geometria” (1829-30),
primera obra publicada sobre la geometria no
euclidiana, “Geometria imaginaria” (18395),
“Aplicacion de la geometria imaginaria a
algunas integrales” (1836) y “Nuevos elementos

de geometria con una teoria completa de las

274 Preparado por Patricio Barros



Un espiritu indomable

1832

1834

1840

1842

1846

1855

1856

www.librosmaravillosos.com Santiago Fernandez F.

paralelas” (1835-38).

El 16 de octubre contrae matrimonio con
Varvara A. Moiséeva.

Publica un libro titulado El dlgebra o el calculo
de los finitos.

Publica en aleman el libro Geometrische
Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien.

A propuesta de Gauss, es nombrado miembro
de honor de la Sociedad Cientifica de Go6ttingen.
Se retira de la universidad. El 18 de abril pasa
al protectorado de los centros docentes de
Kazan.

Publica "Pangeometria", su ultima obra. El 12
de noviembre, por razones de salud, es liberado
de todas sus responsabilidades académicas.

El 12 de febrero fallece Lobachevski en la

ciudad de Kazan.
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